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(310). 2. Первое достаточное условие перегиба (313). 3. Второе 
достаточное условие перегиба (314). 4. Некоторые обобщения 
первого достаточного условия перегиба (315). 

Третье достаточное условие экстремума и перегиба . 
Асимптоты графика функции 

Схема исследования графика функции 

Отыскание максимального и минимального значений функции. 
Краевой экстремум. еее 
1. Отыскание максимального и минимального значений функ- 
ции (323). 2. Краевой экстремум (325). 


Г лава 10. Определенный интеграл 


1. 
62. 


Интегральные суммы. у итегрируемость 

Верхние и нижние суммы ... 

1. Понятие верхней и нижней сумм `(330). 2. Свойства верхних 
и нижних сумм (331). 
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Необходимое и достаточное условие интегрируемости 
Некоторые классы интегрируемых функций ... 
1. Свойство равномерной непрерывности функции (337). 2. 
Лемма Гейне-Бореля. Другое доказательство теоремы о рав- 
номерной непрерывности (340). 3. Интегрируемость непрерыв- 
ных функций (341). 4. Интегрируемость некоторых разрывных 
функций (342). 5. Интегрируемость монотонных ограниченных 
функций (344). 

Основные свойства определенного интеграла 

Оценки интегралов. Формулы среднего значения (... 
1. Оценки интегралов (347). 2. Первая формула среднего значе- 
ния (350). 3. Первая формула среднего значения в обобщенной 
форме (350). 4. Вторая формула среднего значения (351). 
Существование первообразной для непрерывной функции. 
Основные правила интегрирования ( ( 
1. Существование первообразной для непрерывной функции 
(352). 2. Основная формула интегрального исчисления (354). 3. 
Замена переменной под знаком определенного интеграла (356). 
4. Формула интегрирования по частям (357). 5. Остаточный 
член формулы Тейлора в интегральной форме (358). 


Дополнение 1. Некоторые важные неравенства для сумм и интегра- 


лов еее и: 
1. Вывод одного предварительного неравенства, ‚ (360). 2. Нера- 
венство Гёльдера для сумм (361). 3. Неравенство Минковского 
для сумм (362). 4. Интегрируемость произвольной положитель- 
ной степени модуля интегрируемой функции (362). 5. Неравен- 
ство Гёльдера для интегралов (363). 6. Неравенство Минков- 
ского для интегралов (365). 


Дополнение 2. Доказательство утверждения из п. 456 


Глава 11. Геометрические и физические приложения опре- 


1. 


$3. 


64. 


деленного интеграла 


Длина дуги кривой. еее. 

1. Понятие плоской кривой ‚ (368). 2. Параметрическое задание 
кривой (369). 3. Понятие пространственной кривой (372). 4. По- 
нятие длины дуги кривой (372). 5. Достаточные условия спрям- 
ляемости кривой. Формулы для вычисления длины дуги кри- 
вой (377). 6. Дифференциал дуги (381). 7. Примеры вычисления 
длины дуги (382). 


. Плошадь плоской фигуры 


1. Понятие квадрируемости плоской фигуры. Площадь квадри- 
руемой плоской фигуры (383). 2. Площадь криволинейной тра- 
пеции (386). 3. Площадь криволинейного сектора (387). 4. При- 
меры вычисления площадей (388). 

Объемы тел и площади поверхностей уе 
1. Понятие кубируемости и объема (390). 2. Кубируемость неко- 
торых классов тел (390). 3. Примеры вычисления объемов 
(392). 4. Площадь поверхности вращения (393). 

Некоторые физические приложения определенного интеграла 
1. Масса и центр тяжести неоднородного стержня (395). 2. Ра- 
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бота, переменной силы (397). 
Дополнение. Пример неквадрируемой фигуры 


Глава 12. Приближенные методы вычисления корней ура- 
внений и определенных интегралов 


$ 1. Приближенные методы вычисления корней уравнений 
1. Метод «вилки» (402). 2. Метод касательных (403). 3. Метод 
хорд (404). 4. Метод итераций (последовательных приближе- 
ний) (405). 5. Обоснование метода касательных (408). 6. Обос- 
нование метода хорд (412). 

$ 2. Приближенные методы вычисления определенных интегралов 
1. Вводные замечания (414). 2. Метод прямоугольников (416). 
3. Метод трапеций (420). 4. Метод парабол (422). 5. Заключи- 
тельные замечания (425). 


Глава 13. Теория числовых рядов. 


$ 1. Понятие числового ряда. ен. 
1. Ряд и его частичные суммы.  Сходящиеся и расходящиеся 
ряды (426). 2. Критерий Коши сходимости ряда (429). 3. Два 
свойства, связанные со сходимостью ряда (431). 
$ 2. Ряды с положительными членами . уе еее, 
1. Необходимое и достаточное условие сходимости ряда с по- 
ложительными членами (432). 2. Признаки сравнения (432). 3. 
Признаки Даламбера и Коши (436). 4. Интегральный признак 
Копги-Маклорена (439). 5. Признак Раабе (442). 6. Отсутствие 
универсального ряда сравнения (444). 
$ 3. Абсолютно и условно сходяшиеся ряды 
1. Понятия абсолютно и условно сходяшегося ряда » (445). 2. о 
перестановке членов условно сходяшегося ряда (447). 3. О пе- 
рестановке членов абсолютно сходящегося ряда (450). 
4. Арифметические операции над сходящимися рядами . 
5. Признаки сходимости произвольных рядов. ... 
1. Признак Лейбница (455). 2. Признак Дирихле Абеля (457). 
$ 6. Бесконечные произведения уни: 
1. Основные понятия (460). 2. Связь между сходимостью бес- 
конечных произведений и рядов (462). 
Дополнение 1. Вспомогательная теорема для п. 3832 
Дополнение 2. Разложение Функции зшх в бесконечное произве- 
ление . еее еее. 
Дополнение 3. Обобщенные методы суммирования расходящихся 
рялов. (и... ... ее: 
1. Метод Чезаро (или метод т средних арифметических) (47 1. 2. 
Метод суммирования Пуассона-Абеля (472). 


` 
` 


Глава 14. Функции нескольких переменных . 


$ 1. Понятие функции нескольких переменных уе. 
1. О функциональных зависимостях между несколькими пере- 
менными величинами (475). 2. Понятия евклидовой плоскости и 
евклидова пространства (476). 3. Понятие функции двух и трех 
переменных (477). 4. Понятия т-мерного координатного про- 
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странства и т-мерного евклидова пространства (478). 5. Мно- 
жества точек т-мерного евклидова пространства Е” (480). 6. 
Понятие функции т переменных (482). 

$ 2. Предельное значение функции нескольких переменных .... 483 
1. Сходящиеся последовательности точек в т-мерном евкли- 
довом пространстве ЕЁ”. Критерий Коши сходимости после- 
довательности (483). 2. Некоторые свойства ограниченных по- 
следовательностей точек в т-мерном евклидовом пространстве 
(485). 3. Понятие предельного значения функции нескольких 
переменных (486). 4. Бесконечно малые функции (488). 5. Необ- 
ходимое и достаточное условие существования предельного зна- 
чения функции (критерий Коши) (488). 6. Повторные предель- 
ные значения (489). 

$ 3. Непрерывные функции нескольких переменных ......... 490 
1. Определение непрерывности функции нескольких пере- 
менных (490). 2. Основные свойства непрерывных функций 
нескольких переменных (494). 

$ 4. Производные и дифференциалы функции нескольких перемен- 
НЫХ еее еее нение. 497 
1. Частные производные функции нескольких переменных 
(497). 2. Понятие дифференцируемости функции несколь- 
ких переменных (499). 3. Понятие. дифференциала функции 
нескольких переменных (505). 4. Дифференцирование сложной 
функции (505). 5. Инвариантность формы первого дифферен- 
циала (509). 6. Производная по направлению. Градиент (510). 

$ 5. Частные производные и дифференциалы высших порядков .. 513 
1. Частные производные высших порядков (513). 2. Дифферен- 
циалы высших порядков (518). 3. Формула Тейлора для функ- 
ции 7 переменных с остаточным членом в форме Лагранжа, 
(524). 4. Формула Тейлора с остаточным членом в форме Пеа- 
но. (527) 

$ 6. Локальный экстремум функции т переменных ......... 531 
1. Понятие экстремума функции т переменных. Необходимые 
условия локального экстремума (531). 2. Достаточные условия 
локального экетремума (533). 3. Случай функции двух перемен- 
ных (540). 4. Пример исследования функции на экстремум (542). 

$ 7. Градиентный метод поиска экстремума сильно выпуклой функ- 
ЦИИ еее. ..... 043 
1. Выпуклые множества и выпуклые функции (544). 2. Суще- 
ствование минимума у сильно выпуклой функции и единствен- 
ность минимума у строго выпуклой функции (551). 3. Поиск 
минимума сильно выпуклой функции (556). 

Дополнение. О выборе оптимального разбиения сегмента для при- 


ближенного вычисления интеграла... ....... 065 
Глава 15. Теория неявных функций и ее приложения ... 6568 
$ 1. Понятие неявной функции .... еее... 068 
$2. Теорема о существовании и  дифференцируемости неявной 
функции и некоторые ее применения .... (о... 069 


1. Теорема о существовании и дифференцируемости неявной 
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64. 


55. 


функции (569). 2. Вычисление частных производных неявно за- 
данной функции (575). 3. Особые точки поверхности и плоской 
кривой (578). 4. Условия, обеспечивающие существование для 
функции у = }(х) обратной функции (579). 

Неявные функции, определяемые системой функциональных 
уравнений еее ОЗ 
1. Теорема о разрешимости системы функциональных уравне- 
ний (580). 2. Вычисление частных производных функций, неяв- 
но определяемых посредством системы функциональных — 
уравнений (586). 3. Взаимно однозначное отображение двух 
множеств т-мерного пространства (586). 

Зависимость функций еее. 

1. Понятие зависимости функций. Достаточное условие незави- 
симости (587). 2. Функциональные матрицы и их приложения 
(590). 

Условный экстремум . (ее. 
1. Понятие условного экстремума `(594). .2. Метод. неопреде- 
ленных множителей Лагранжа (597). 3. Достаточные условия 


(598). 4. Пример (600). 


Лополнение. Замена переменных 


Глава 16. Некоторые геометрические приложения диффе- 


61. 


ренциального исчисления 


Огибающая и дискриминантная кривая однопараметрического 
семейства плоских кривых и. 
1. Предварительные замечания (606). 2. Однопараметрические 
семейства плоских кривых. Характеристические точки кривых 
семейства (609). 3. Огибающая и дискриминантная кривая од- 
нопараметрического семейства плоских кривых (611). 4. Огиба- 
ющая и дискриминантная поверхность однопараметрического 
семейства поверхностей (614). 

Соприкосновение плоских кривых .. 

1. Понятие порядка соприкосновения плоских кривых - (615). 
2. Порядок соприкосновения кривых, являющихся графиками 
функций (617). 3. Достаточные условия соприкосновения по- 
рядка п (619). 4. Соприкасающаяся окружность (621). 
Кривизна плоской кривой. ... 
1. Понятие о кривизне плоской кривой (622). 2. Формула для 
вычисления кривизны (624). 

Эволюта и эвольвента еее, 
1. Нормаль к плоской кривой (627). 2. Эволюта и эвольвента 
плоской кривой (628). 


Приложение. Дальнейшее развитие теории веще- 


ственных чисел 


1. Полнота множества вещественных чисел (632). 2. Аксиома- 
тическое введение множества вещественных чисел (636). 3. За- 
ключительные замечания (641). 


Предметный указатель 
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ПРЕДИСЛОВИЕ К СЕДЬМОМУ ИЗДАНИЮ 


Особенностью этого учебника, отличающей его от других 
учебников по математическому анализу, является концепция по- 
строения теории предельного значения и непрерывности функ- 
ции только на основе определения предела функции по Гейне 
(через предел последовательности). При этом введение вто- 
рого эквивалентного определения предела функции по Коши 
(на «=-0 языке»), часто трудно воспринимаемого студентами 
первых курсов, откладывается до главы 8. 

После многих лет преподавания математического анализа 
возникло намерение изменить указанную концепцию, что в по- 
следние годы воплощается при чтении лекционных курсов. 

Однако многие математики, использующие этот учебник, в 
беседе со мной не советовали мне этого делать, убеждая меня 
в том, что тем самым я испорчу хорошо зарекомендовавитий себя 
учебник. 

Учитывая это мнение и тот факт, что эта книга, рекоменло- 
вана Ученым Советом МГУ к изданию в серии «Классический 
университетский учебник», приуроченный к 250-летию МГУ, 
я решил сохранить в этом издании указанную концепцию из- 
ложения. 


Сентябрь 2004 г. В.А. Ильин 


ПРЕДИСЛОВИЕ К ПЯТОМУ ИЗДАНИЮ 


Первая часть «Основ математического анализа» в настоя- 
шем издании повторяет текст четвертого переработанного и до- 
полненного издания, которое содержит целый ряд улучшающих 
и углубляющих изложение изменений, возникших в результате 
чтения одним из авторов лекций на факультете вычислитель- 
ной математики и кибернетики Московского государственного 
университета. 

Наиболее существенные из этих изменений относятся к изло- 
жению приближенных методов вычисления определенных ин- 
тегралов, к выводу формулы Тейлора с остаточным членом в 
форме Пеано (как в одномерном, так и в многомерных случа: 
ях), к теории отыскания локальных экстремумов и точек переги- 
ба графика функции, к изложению градиентного метода поиска 
экстремума сильно выпуклой функции. 

Со времени выхода в свет первого издания книга стала основ- 
ным учебником во многих вузах и университетах. Несмотря на 
то, что общий тираж предыдущих изданий превысил 240 тысяч 
экземпляров, книга превратилась в библиографическую рел- 
кость. В целях ускорения выпуска книги текст пятого издания 
перепечатывается стереотипно с четвертого издания. 


Июнь 1998 г. В. А. Ильин 


ПРЕДИСЛОВИЕ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ 


В основу настоящей книги положены лекции, читавшиеся ав- 
торами на физическом факультете МГУ в течение ряда лет. 

При написании книги авторы стремились к систематичности 
изложения и к выделению важнейших понятий и теорем. Теоре- 
мы, играющие особо важную роль, в тексте названы основными. 
Авторы стремились также не формулировать новых понятий и 
теорем задолго до их непосредственного использования. 

Порядок расположения материала в книге соответствует 
установившемуся на физическом факультете МГУ плану чтения 
курса лекций. В частности, изложению систематического курса 
в настоящей книге предшествует глава 1 — «Предварительные 
сведения об основных понятиях математического анализа». В 
этой главе рассматриваются некоторые важные физические за- 
дачи и обсуждаются математические средства, необходимые для 
их решения. Таким путем выясняется тот круг вопросов и по- 
нятий, с которым придется иметь дело в курсе математического 
анализа. Опыт чтения лекций показывает, что такое предвари- 
тельное выяснение вопросов, которым посвящен курс анализа, 
существенно облегчает студентам усвоение абстрактных мате- 
матических понятий. 


Возросшая роль вычислительной математики и приближен- 
ных методов также нашла свое отражение в книге. Именно по- 
этому авторы стремились там, где это возможно, к алгоритмич- 
ности изложения доказательств теорем и проводимых вычисле- 
ний. В частности, в гл. 12 в первую очередь подчеркнута ал- 
горитмическая сторона приближенных методов вычислений и 
лишь затем дано обоснование этих метолов. 


Кроме основного материала, авторы сочли возможным вклю- 
чить в книгу некоторые дополнительные вопросы, напечатанные 
мелким шрифтом. 

При написании этой книги авторы использовали некоторые 
методические приемы из курса лекций Н. В. Ефимова и из из- 
вестных книг Э. Гурса, Ш. Ж. Валле-Пуссена и Ф. Франклина. 
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ГЛАВА 1 


ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ ОБ 
ОСНОВНЫХ ПОНЯТИЯХ МАТЕМАТИЧЕСКОГО 
АНАЛИЗА 


$ 1. Математические понятия, возникающие при 
описании движения 


1. Математика изучает количественные отношения и про- 
странственные формы окружающего нас мира. 

Элементарная математика ограничивается лишь первона- 
чальным изучением количественных отношений и простран- 
ственных форм, ибо она имеет дело в основном с постоянны- 
ми величинами и с простейшими геометрическими фигурами 
(треугольниками, окружностями и т. п.). Понятий и методов 
элементарной математики оказывается недостаточно для описа- 
ния механического движения и других протекающих во време- 
ни процессов. Выясним, какие новые математические понятия 
необходимы для этого 1). 

2. Со всяким процессом связано представление о переменной 
величине ‚ т. е. о такой величине, которая в условиях данно- 
го процесса принимает различные значения. Более того, всякий 
процесс характеризуется по меньшей мере двумя переменными 
величинами, изменение которых взаимосвязано. 

Рассмотрим, например, механическое движение материаль- 
ной точки по прямой линии. Это движение представляет собой 
процесс изменения положения точки на прямой линии с тече- 
нием времени. С указанным процессом связаны две переменные 
величины — время и путь, пройденный точкой от начала от- 
счета. Для характеристики рассматриваемого движения нужно 


т 

)} При этом мы не будем стремиться к точным формулировкам, а поста- 
раемся лишь выяснить тот круг вопросов, с которым нам в дальнейшем 
придется иметь дело. 
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знать, на каком расстоянии от начала отсчета находится точка 
в каждый данный момент времени, т. се. нужно знать зависи- 
мость пути, пройденного точкой, от времени. В механике таз 
кую зависимость называют законом движения. Иными словал 
ми, закон движения представляет собой правило, посредством 
которого каждому значению времени 5 ставится в соответствие 
определенное значение пути у, пройденного точкой за время т. 

Такого рода зависимости между двумя переменными хи у, 
при которых каждому значению переменной х ставится в соот- 
ветствие определенное значение переменной у, встречаются не 
только при рассмотрении механического движения материаль- 
ной точки, но и при описании других физических процессов. 
Абстрагируясь от конкретного физического содержания пере- 
менных 5 и у, мы приходим к одному из важнейших математи- 
ческих понятий — понятию функции '). 

Если известно правило, посредством которого каждому 
значению переменной т ставится в соответствие определен- 
ное значение переменной у, то говорят, что переменная у яв- 
ляется функцией переменной т. 

При этом переменная х называется аргументом рассматри- 
ваемой функции, а соответствующее данному 1 значение пере- 
менной у называется частным значением функции в точке х. 

Для обозначения функции используются следующие символы: 


у=у(т) или у = } (5). 


В последнем обозначении буква ]{, называемая характери- 
стикой функции, символизирует указанное выше правило. Ес- 
ли рассматриваются разные функции, то для обозначения их 
характеристик употребляются разные буквы. Подчеркнем, что 
для обозначения аргумента и функции вовсе не обязательно упо- 
треблять буквы 5 и у. Например, запись 5 = #(®) означает, что 
переменная © является функцией аргумента, $, причем характе- 
ристика этой функции обозначена буквой 1. 

Как переменная величина, так и функция обычно характери- 
зуются различными численными значениями. Поэтому углубле- 
ние представлений об этих понятиях тесно связано с необходи- 


о. 
мостью развития твории вещественных чисел 2). 


') Введение в математику понятия функции связывают с именем велико- 
го английского ученого И. Ньютона (1642-1727). 


*) Следует отметить, что понятие функции и понятие числа относятся 
к так называемым начальным понятиям. Каждое из начальных понятий 
может быть разъяснено, но всякая попытка дать определение начального 
понятия сводится к замене определяемого понятия ему эквивалентным. С 
начальными понятиями читатель знаком из элементарного курса. К началь- 
ным понятиям относятся, например, понятия прямой линии и плоскости. 
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Рассмотрим несколько примеров функций. 

1) Известно, что путь 5, пройденный первоначально непо- 
движной материальной точкой при падении под действием силы 
тяжести за время $ определяется формулой 


5=Ее/2. 


Эта формула и представляет собой правило, посредством кото- 
рого каждому значению переменной $ ставится в соответствие 
значение переменной 5, т. е. определяет 5 как функцию аргу- 
мента, $. 

2) По закону Кулона два разноименных единичных заряда, 
находящихся на расстоянии т друг от друга, притягиваются с 


СИЛОЙ о 
Е = с/т”, 


где с — некоторая константа. Эта формула также представляет 
собой правило, посредством которого каждому значению пере- 
менной т ставится в соответствие значение переменной РГ, т. е. 
определяет Р как функцию аргумента, г. 

В указанных двух примерах правило сопоставления аргумен- 
та и функции задавалось при помощи формулы. Такой способ 
задания функции называется анали- 
тическим. 

Наряду с этим способом существу- 
ют и другие способы задания функ- 
ции. Отметим некоторые из них. В 
практике физических измерений весь- 
ма употребителен табличный способ 
задания функции, при котором вы- 
писываются в виде таблицы значе- 
ния аргумента и соответствующие им Рис. 11 
значения функции. Часто зависимость 
между аргументом и функцией задается посредством графика, 
который, например, снимается на осциллографе. Такой способ 
задания функции называется графическим '). 

3. Потребности физики иногда приводят к необходимости 
изучения функции у= { (1), аргумент х которой сам предста- 
вляет собой некоторую функцию х=Ф(®) нового аргумента, $. 
В таком случае говорят, что у представляет собой сложную 
функиию аргумента $, а х называют промежуточным, аргумен- 
том. Эту сложную функцию можно записать в следующем виде: 
и=/4Ф(8)]. 

Рассмотрим следующий пример. 

Пусть материальная точка М равномерно вращается по 
окружности радиуса В с угловой скоростью & (рис. 1.1). Най- 


1) Подробнее о способах задания функции см. гл. 4. 


22 ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ ГЛ. 1 


дем закон движения проекции у этой точки на некоторую ось 
Оу, лежащую в плоскости окружности и проходящую через ее 
центр О. При этом будем считать, что в момент времени # = 0 
точка М находится на оси Оу. Обозначим через у координату 
рассматриваемой проекции на оси Оу, а через х угол /МОЧч. 
Очевидно, что у = В созт. С другой стороны, поскольку точка 
движется по окружности с угловой скоростью & и в момент вре- 
мени $ = 0 находится на оси Оу, то т = и. Таким образом, у 
представляет собой сложную функцию аргумента 1: у = В созх, 
где т = «ф или у = Асоз и. Заметим, что движение по закону 
} = В с03 $ в механике называют гармоническим колебанием. 


$ 2. Мгновенная скорость и связанные с ней новые 
математические понятия 


1. Пусть функция у = } (5) представляет собой закон движе- 
ния материальной точки по оси Оу. Для характеристики дви- 
жения важную роль играет понятие средней скорости. Вычис- 
лим среднюю скорость %‹› движущейся точки за промежуток 
времени от х до х- Ат, гле х — фиксированный момент време- 
ни, А т — некоторое приращение времени. Поскольку в момент 
времени х движущаяся точка находится на расстоянии }(5) от 
начала отсчета, а в момент времени х - Ат — на расстоянии 
(+ Ат), то путь А у, пройденный точкой за время А т, равен 
Ду= {(х + Ат) - Ех). Поэтому средняя скорость %ер равна 


„, = Ая — Ае+А2) — 18) 

Ах Ах 
Так как момент времени х фиксирован, то из последней фор- 
мулы видно, что 9‹› является функцией аргумента Ах. Для 
характеристики неравномерного движения, наряду со средней 
скоростью, большую роль играет понятие мгновенной скорости 
в ланный момент времени ф. 

Мгновенной скоростью (или просто скоростью) в момент 
времени 1 называется число, к которому приближается значение 
средней скорости 

„ _ Леля) - а) 
СР Ах ; 
когда промежуток времени А т стремится к нулю. 

Физическое понятие мгновенной скорости является источ- 
ником важного математического понятия производной. Абстра- 
гируясь от конкретного физического смысла функции у = 
= /(1), мы будем называть производной этой функции в фик- 


., А. 
сированной точке л предел, к которому стремится дробь = = 


| | —_ Ах 
_ е+Аа) - Ка) 


д при А х, стремящемся к нулю. 
т, 
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Операцию нахождения производной принято называть 
дифферениированием. Производная функции у = }(5) в данной 
фиксированной точке обозначается символом у’(х) или }’(т). 
Используя известный символ для обозначения предела, можно 
записать | | — 

(+) = На —“ = Ша ЛечАя) Дт) 
| Ат>0Ах Ах Дх 


Рассмотрим некоторые примеры. 

1) Вычислим мгновенную скорость материальной точки, па- 
дающей под действием силы тяжести. Поскольку закон движе- 
ния этой точки определяется функцией © = еР/ 2, то путь АБ, 
пройденный точкой за промежуток времени от # ло {+ АЁ равен 


2 2 
дб в +8 (АН. 


р) р) 
Поэтому средняя скорость за тот же промежуток времени равна 
А5 с 
век = —^ = “+ АЕ, 
СР АЕ 5 р) 


Следовательно, мгновенная скорость ® в фиксированный мо- 
мент времени $ равна 
Де о: 
и = пм — = пм |СЕ-ЕЕАЕЁ| = 2. 
д50 ЛЕ АНУ 2 
2 
Фактически мы вычислили производную функции 5 = #Ё/2, 
так что мы можем записать 5" = 5. 
2) Вычислим производную функции у = 1", где п — целое 
положительное число. Фиксируя 1 и беря произвольное А т, по- 
лучим, используя бином Ньютона, 


Ау = (+ Ах) 1" = па" Ах "(Де +...- (Ах)”. 


Ау | 
Поэтому средняя скорость д. Изменения функции у = {(т) 
> | 


на участке от х до т + Ат равна 


— п(п— 1) п—2 —1 
АУ — пт + ТО (Ах) +... +(Ат)” 
Дх 2 | | 
Следовательно, производная в данной фиксированной точке т 
равна 

/ — п(п—1) п_2 — — 

у = Пт а то (Ах) +... + (Ах)” "|= их" ®. 
Дх-›0 2 | | 

Мы видим, что для вычисления произволных фундаменталь- 
ную роль играет понятие предела функции. Уточнение этого по- 
нятия в первую очередь связано с необходимостью более деталь- 
ного выяснения самого понятия функции, переменной величины 
и вещественного числа. 
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2. Сейчас мы убедимся, что в процессе вычисления произ- 
водных простейших функций возникают новые математические 
вопросы. 

Займемся вычислением производной функции у = зш т. Фик- 
сируя т и беря произвольное А х, получим 

Ах) . Ах 
Ду = 31(5 + Ат) — зах = 20$ (2 + >) в. 
Отсюда 
А Ах \ зш(Ат/2 
-У = 08 х- — (А 2/2) / } 
Дт 2 (Ах/2) 


Таким образом, для вычисления производной функции у = шт 
в точке т нужно найти следующий предел: 


Ах \ зт(Ат/2) 


Ау | 
Пи —^ = Ша 1|с0$ (2 ++ 5) 11 
дз—0 Ах Дх—0 2 (Ах/2) 
Естественно ожидать, что при фиксированном х 
Ат | 
10 с08 (= + ==) = с08 т. (1.2) 
Дх-›0 2 


Однако не всякая функция у = }(х) обладает свойством 
Ах 
|1п (2 —- 5) = (т). 
дип, 7 2 й ) 


Фактически это свойство означает, что когда аргумент функции 
стремится к числу т, то соответствующее значение этой функ- 
ции стремится к числу {(т). Функции, обладающие таким свой- 
ством, называются непрерывными (в точке 1). Понятие непре- 
рывности функции является одним из важнейших математиче- 
СКИХ ПОНЯТИЙ. 
Для вычисления предела (1.1), кроме предела (1.2), нужно 
вычислить еще предел 
|. зт(А 1/2) 
ни ^^. 
Дт—>0 (А2/?2) 
Этот предел играет важную роль в математическом анализе. 
Его часто называют первым замечательным. пределом. Доказы- 
вается, что этот предел равен единице, и поэтому предел (1.1) 
равен со$ т. 
Итак, 


(1.3) 


(5114) = с05 5. 


В качестве второго примера вычислим производную функции 
у = 107.5. Фиксируя 1 > 0 и беря произвольное Ах (такое, что 
х + Ах > 0), получим 


Ду = 0$, (5 + Ах) — Ю5. х = 105, (1 + ==) 
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Отсюда 


АУ 1 Аг) 12 42) 1 Аг) ^ 
и о (1+) |2 об. (1+ `") 8, (+ `=) | 


Таким образом, для вычисления производной функции у = = 
= 102,5 к в точке 4 нужно найти предел 
ия 
А 1 Ах \ Аз | 

Ви =“ = Ши — 108 | (1+ 2“ (1.4) 

Ат—0 Ах Дх—0 т уй | 
Рассмотрим предел при 1 — 0 выражения, стоящего в квадралт- 
ных скобках. Он сводится к пределу 


[ав [(1 + 2)” (при й = ==) 
й—0 т 


НЙ 


Этот предел также играет важную роль в математическом ана- 
лизе. Его часто называют вторым замечательным пределом. 


Доказывается, что этот предел существует. Следуя Эйлеру !), 
число, равное этому пределу, обозначают буквойе 2), т.е. 


[ть [(1 2) М] =е. (1.5) 

й—0 | 

Вернемся к вычислению предела (1.4). Аргументом логарифма 

в формуле (1.4) служит величина (1+ 2 ^ ‚ стремящаяся, 

согласно (1.5), кепри Аз - 0. Если логарифмическая функция 

непрерывна, то 108, (1+ ==) ^ стремится к ю05,е при Ах - 
д 


— 0. Таким образом, для нахождения предела (1.4) нужно обос- 
новать непрерывность логарифмической функции и использо- 
вать предел (1.5). Предполагая, что это сделано, мы получим, 


что предел (1.4) равен 1 102, е. Итак, 
| д 


1 
(102, 1)’ = - 105. е. 


Здесь мы не будем вычислять производных других простейших 
элементарных функций: у = созх, у = т у = ху = 
—= агсзш т, у = агссоз$ т, у = агсёе т, у = атс х, у =аТиу = 1“, 
где а — любое число. При вычислении производных этих функ- 
ций не возникает никаких новых трудностей, кроме указанных 


1) Леонард Эйлер (1707-1783) — великий математик, член Петербургской 
Академии наук, большую часть жизни провел в России, по происхождению 
птвейцарен. 

2) В с 16 гл. 8 будет указан способ вычисления числа е с любой степенью 
точности. Там же приведен результат вычисления числа е на электронно- 
вычислительной машине с точностью до 590 знаков после запятой. 
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выше. Именно, для вычисления производных всех простейпих 
элементарных функций потребуется лишь их непрерывность и 
два замечательных предела. 

Приведем таблицу производных простейших элементарных 
функций: 

1°. (1°)' = ата", а — любое число. 


2°. (197, 5)’ = 108. е, в частности, если а = е, то (105. ==. 
3°. (а) = а” 085. а, в частности, если а =е, то (е*)" = ет. 
4°. (т 5)’ = со$ г. 
5°. (с035)’ = — зшх. 
1 
о 1 
6°. (425) = с. 
о ОНИ 1 
7°. (сет) = 5. 
8°. (атсзш 5)’ = = 
9°. (атссоз 5)’ = == 
1 
о / 
10°. (агсёе 5)’ = ии 
1 
о ОНИ 
11°. (агссёе 1)’ = =. 


3. Для вычисления производных широкого класса функций 
следует присоединить к указанной выше таблице производных 
правило дифференицирования сложной функции, а также правила 
дифферениирования суммы, разности, произведения и частного 
функиий. Сформулируем правило дифференцирования сложной 
функции у = { (1), где х = (В. 

Для нахождения производной у'(Р) сложной функции у = 
= /[Ф(® | по аргуметитуу $ в данной точке $ следует: 1) вычис- 
лить производную Ф'’(Р) функции х = Ф(® в точке В 2) вы- 
числить производную (т) функции у = [(х) в точке т, где 
х = Ф(®: 3) перемножить указанные производные. Таким об- 
разом, производная сложной функции у = | ф(Р)| может быть 
найдена по формуле и’ (Ё) = }(1)0'(®. Следующие рассуждения 
разъясняют сформулированное правило. Придадим аргументу 
$ в точке произвольное приращение А & = 0. Этому прираше- 
нию соответствует приращение Ах = (+ АВ — Ф(® функции 
х = Ф(®. Полученному приращению А х соответствует прира- 
шение Ау = } (1 + Ат) - [(х) функции у = }(х) в точке х. 
Опуская случай А 5 = 0, рассмотрим отношение 
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Ах | Ду 
Поскольку Ниш —^ =’. Па —^ = [(7) и из существования 
у Ши; =Ф(, Пш д, = Л (2) у 
первого из этих пределов ясно, что при Ар 0и Ах —>0'). то 


Ви АИ существует и равен }’(х)ф’ (+), те. у(® = Р(х)о'(®. 
д->0 АД? | 

Приведем теперь правила дифференцирования суммы, раз- 
ности, произведения и частного (в предположении, что (т) 


и %(1) имеют производные): 
[и (2) + 5(2)] = и (2) 5 (т), 
[и(+)6(2)] = и(ж)у (2) и (2) (т), 
Е шие) — ща (+). 


5(=) | 0? (т) 


Покажем, например, как можно вывести вторую из этих фор- 
мул. Придадим аргументу х произвольное приращение Ах 2 0, 
которому соответствует приращение А у функции у = и(т)5(5) 


Ду=и(х - Ат)5 (т + Ат) — и(т)% (т) = 
= и(т + Ах) %(х + Ат) — (1х) + 5(х)ц(х + Ах) - и(т)| = 
= и(т + Ах) Аз- 5 (1) Аи. 


Таким образом, 


И = (2 + А) + ( и 
Так как существуют пределы Пт Ач — и’(х) и Па Ае — 
Дт—0 Ах дт—0 Ах 
= %'(5) и из существования первого из этих пределов ясно, 
что Пт и(х + Ах) = и(т), то Пт Ау существует и равен 
Аз—0 Ат—>0 Ах 


и(х)о' (х) + о(хуи (т). 

Рассмотрим несколько примеров применения указанных 
правил. 

1) Вычислим производную функции у = си(т), где с — неко- 
торая постоянная. Легко проверить, что производная постоян- 
ной равна нулю. Поэтому по формуле дифференцирования про- 
изведения получим |си(5)" = си'(х). 

2) Вычислим производную функции у = т. Так как 6х = 


91 х 
— сов’ ТО О формуле дифференцирования частного получим 
(е5)' = (31 2)’ с08 5 — эт 4(с082) _ 1 
с08? с052 д’ 


1 . 
) Если знаменатель дроби, имеющей предел, стремится к нулю, то и 
числитель этой дроби стремится к нулю. 
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3) Вычислим производную функции, описывающей гармони- 
ческие колебания, у = А соз(\ф- 9), где А, ши д — постоянные. 
Будем рассматривать эту функцию как сложную функцию ви- 
да у = Асозх, где у = «& +9. По правилу дифференцирования 
сложной функции получим 


у’ (г) = (Асозт)' (+9) = -(Азшх)м, 
где х = 4+0. Поэтому 
у (в) = —Аюзш( + 9). 
4) Вычислим производную функции у =а . Будем рас- 
сматривать эту функцию как сложную функцию вида 9 = а”, 


где 1 = агсёе +. По правилу лифференцирования сложной функ- 
ции получим 


х т 1 
(о) = (*) ага = (ай 1овьа) (п) 


где 5х = агсо $. Поэтому 


атсфр $ 


аАге*Е ф 105. а 


1+Р 
Сформулированные выше правила дифференцирования и табли- 
па производных представляют собой основной аппарат той части 
математического анализа, которую обычно называют дифферен- 
циальным исчислением. Таким образом, одной из важных за- 
дач лифференциального исчисления является обоснование всех 
формул таблицы производных и правил лифференцирования 
суммы, разности, произведения, частного и сложной функции. 
4. Выясним геометрический смысл производной. С этой 
целью рассмотрим график функции у = #(1) ') (рис. 1.2). Пусть 
точка М на графике функции соответствует фиксированному 
значению аргумента х, а точка Р — значению 5х -+ Ах, где Ах — 
некоторое приращение аргумента. Прямую МР будем называть 
секущей. Обозначим через ф(А т) угол, который образует эта 
секущая с осью Ох (очевидно, что этот угол зависит от Ат). 
Касательной к графику функции у = {(1) в точке М будем 
называть предельное положение секушей МР при стремлении 
точки Р к точке М по графику (или, что то же самое, при 
Ат -0). Из рис. 1.2 ясно, что 


РМ А Ат - Ё(а 
(Аз) = ил = Пета 


Так как при Ах -} 0 секущая МР переходит в касательную, то 
Шо (А) = 80, 
Дт—;0 


(аатс8 Ву — 


1) Графиком функции у = {(5) называется геометрическое место точек 
плоскости, для каждой из которых ордината, есть значение у этой функции, 
соответствующее абсциссе т. 
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где 20 — угол, который образует касательная с осью Ох. С дру- 
гой стороны, 


Д:) — } (7) 

Вт 42 0(Дз) = На Аг = (т 

дит 45 Ф(А =) = Ш, хо 7 (2) 
Следовательно, }’(т) = 1 фо. Тангенс угла наклона прямой к 


оси От называют угловым коэффициентом этой прямой. Таким 
образом, производная (т) равна угловому коэффициенту каса- 
тельной к графику функции у = {(х) в точке М. 


Рис. 1.2 


$3. Задача о восстановлении закона движения по 
скорости и связанная с ней математическая 
проблематика 


Рассмотрим следующую физическую задачу. Пусть для 
любого момента времени х задана мгновенная скорость }(х) 
движущейся по оси Оу материальной точки и известно положе- 
ние 1/0 этой точки в начальный момент времени т = 40. Требу- 
ется найти закон движения этой точки. 

Поскольку мгновенная скорость {(5) является производной 
функции у = Е(1), определяющей закон движения материаль- 
ной точки по оси Оу, то задача сводится к разысканию по данной 
функции {(т1) такой функции Ё(т), производная Ё'(15) которой 
равна }(7). 

Отвлекаясь от конкретного физического смысла функций 
(т) и Е(т), мы придем к математическим понятиям первообраз- 
ной и неопределенного интеграла. Первообразной функции 1(х) 
называется такая функция Е(х), производная Е'(х) которой 
равна }(%). 

Очевидно, что если функция Е(х) является первообразной 
функции {(1), то и функция Е(т) + С, где С — любая посто- 
янная, также является первообразной функции }(х) (ибо про- 
изводная постоянной С равна нулю). 
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Можно доказать, что две любые первообразные одной и той 
же функции {(т) отличаются на постоянную. Таким образом, 
если функция ЁР(т) является одной из первообразных функ- 
ции }(т), то любая первообразная функции }(х} имеет вид 
Е(1) + С, где С — постоянная. 

Совокупность всет первообразных одной и той же функ- 
ции (т) называется неопределенным интегралом, от функции 


7(2) и обозначается символом | }(т) ах. 
Следовательно, если Р(5) — одна из первообразных функ- 


ции /(7), то 
| ода» = Ва) +. 


Вернемся к решению поставленной выше физической зада- 
чи. Интересующий нас закон движения точки, имеющей мгно- 
венную скорость }(5), определяется функцией у = Е(х) + С, 
гле Р(х) — некоторая первообразная функции {1 (т), а С — неко- 
торая постоянная. Для определения постоянной С воспользуем- 
ся тем, что у = 10 в начальный момент времени х = 40, т. е. 
0 = Ё(то) + С, откуда С = щ -— Ё(т0). Таким образом, интере- 
сующий нас закон движения имеет вид 

у= Е(5) +4 — Е(т0). 

Рассмотрим некоторые физические и математические приме- 
ры. 

1) Пусть мгновенная скорость материальной точки, движу- 
щейся по оси Оу, имеет вид {(т) = созх. Требуется найти закон 
движения этой точки, если в начальный момент времени 5 = +50 
точка занимает положение у = 1/0 на оси Оу. Из таблицы произ- 
водных ясно, что одной из первообразных функции ] (1) = с051 
является функция Е(т) = зшх. Следовательно, искомый закон 
движения имеет вид у = зшх-+ С. 

Из условия у = 10 при т = тд находим С = 0 — зп то, т. е. 
окончательно получим закон движения в виде 


у = $15 + 10 — 91120. 
., 1 
2) Найти те Ах. Из таблицы производных ясно, что од- 


.. 1 
ной из первообразных функции {(5) = тв ЯВляется функция 
д 


Е(1) = агсе т. Следовательно, 


[— 41 = агсёе х + С. 


В предыдущем параграфе мы выписали таблицу производ- 
ных элементарных функций. Учитывая, что каждая формула 
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Е'(х) = Ё(х) этой таблицы приводит к соответствующей фор- 
муле |{(5)ах = Е(т) + С, мы получим следующую таблицу 
неопределенных интегралов: 


м 


“оС 1 
ар | (&я 1. 


1°. [ “ат = 


2°. ст = 105, || + С. 


гу 


3°. Га?ах = а С. 
- 105, а 


4°. | зшх 4х = — с08 5 + С. 
55. | соз д ах —= зшх + С). 


с°. | Чт =%21%-+С. 


г. | 4 — осрж+С. 


8°. | Е — агсзш 2 + (С). 


— 12 
9°. 42 = агсёе х + С. 
1-42 


Эта таблица вместе с правилами интегрирования (которые 
здесь не приводятся) представляет собой важный вычисли- 
тельный аппарат той части математического анализа, которую 
обычно называют интегральным исчислением. 

Однако для вычисления многих неопределенных интегралов 
этого аппарата оказывается недостаточно. Возникает проблема 
о существовании первообразной (и неопределенного интеграла) 
у произвольной функции }(х), непрерывной в каждой точке х. 
В следующем параграфе мы укажем другой подход к задаче 
об интегрировании функции, который позволяет рептить эту 
проблему. 

Здесь же мы сразу отметим, что существуют непрерывные 
(в каждой точке 5) функции (например, у = с0з5^), первообраз- 
ные которых существуют, но не могут быть представлены с по- 
мощью конечного числа операций сложения, вычитания, умно- 
жения, деления и образования сложных функций от простейших 
элементарных функций, перечисленных нами вп. 252. 


$ 4. Проблемы, возникающие при решении задачи 
о вычислении пути 


1. Пусть функция {(5) представляет собой скорость движе- 
ния материальной точки по оси Оу. Для простоты будем счи- 
тать, что все значения функции /(5) неотрицательны. Требуется 
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вычислить путь, пройденный материальной точкой за промежу- 
ток времени от х =а до т = 

Для решения задачи 1) разобъем рассматриваемый промежу- 
ток времени на малые промежутки, ограниченные моментами 
а = 40 < д1 < 42 <... < Хх, =ЬБ6. Естественно считать, что на 
каждом промежутке от хк_1 до хх скорость }(х) меняется мало. 
Поэтому приближенно эту скорость можно считать на указан- 
ном промежутке постоянной и равной, например, {(хь). В таком 
случае путь, пройденный материальной точкой за время А хх = 
= ть — ть_1, приближенно равен (ть) А тк, а путь 50, пройден- 
ный точкой за время от а до 6, приближенно равен 


90 = (я) Аз + # (12) А ло + -.:+ (ао) А ть. (1.6) 


Естественно ожидать, что при уменыпении всех промежут- 
ков времени Ах» мы будем получать все более и более точное 
значение пути 59. Точное значение пути 50 мы получим, перейдя 
в сумме (1.6) к пределу при стремлении всех А ть к нулю (при 
этом, конечно, число слагаемых в сумме (1.6) будет неограничен- 
но возрастать). Употребляя символ предела, мы можем записать 
следующую формулу: 

50 = Ц (5) А т - (12) А Фо... - 1(т„) А Ти. (1.7) 

х,—0 
При этом вопрос о том, что мы понимаем под пределом написан- 
ной суммы, конечно, требует выяснения. Тем самым мы еще раз 
убеждаемся в необходимости углубления и развития понятия 
предела. В математике предел 


РРР УЕ) (1.7) называется определенным 
1% интегралом от функции }(5) в 
И) ? _ 7 пределах от а до 6 и обознача- 
_ > 17 ется символом 
_ Рос) Аа т 5] 72») р 

7 И х 96 = | (т 

0 а=жо Хх: 25 Кл Х,=Ы и 


Сумма (1.6) представляет собой 
сумму площадей прямоуголь- 
ников, основаниями которых служат отрезки Ать а высотами 
7 (ть). Иными словами, эта сумма равна площади изображенной 
на рис. 1.3 ступенчатой фигуры (эта ступенчатая фигура на чер- 
теже обведена жирной линией). Естественно ожидать, что при 
стремлении к нулю длин всех отрезков А т, площадь указанной 
ступенчатой фигуры будет стремиться к площади заттрихован- 


Рис. 1.3 


1 . . . 
) Связь этой залачи с задачей, рассмотренной в прелыдушем параграфе, 
будет выяснена ниже. 
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ной на чертеже криволинейной фигуры, лежащей под графиком 
функции у = }(5) на отрезке от а до 6. Эту криволинейную фи- 
гуру часто называют криволинейной трапецией. Таким образом, 
определенный интеграл равен площади указанной криволиней- 
ной трапеции. 

Конечно, проведенные нами рассуждения носят предвари- 
тельный характер. В частности, требует выяснения само поня- 
тие площади криволинейной трапеции и вообще площади плос- 
кой фигуры. 

2. Мы видим, что с понятием определенного интеграла, тесно 
связаны две важные задачи: физическая задача о вычислении 
пути и геометрическая задача о вычислении площади плоской 
фигуры. В связи с этим является важным вопрос о способах 
вычисления определенного интеграла. 

Обозначим через Ё(5) опре- у 
деленный интеграл от функции 
(т) в пределах от а до т, т. е. - 
положим | 


ий 
(5) 
а 72 
С геометрической точки зре- 0 | а хх-+Ах 6 х 
ния, этот интеграл равен площша- 
Рис. 1.4 


ди криволинейной трапеции, ле- 
жалей под графиком функции у = {(5) на отрезке от а до х. 
На рис. 1.4 эта трапеция обведена жирной чертой. Используя на- 
глядные геометрические соображения, покажем, что введенная 
функция Ё(х) является одной из первообразных функции {(5т), 
т. е. убедимся в том, что Ё'(5) = }(т). Пусть Ах — некоторое 
приращение аргумента х. Очевидно, разность Ё(х + Ах) — Е(5) 
равна площади заштрихованной на рис. 1.4 «узкой» криволи- 
нейной трапеции. Площадь этой трапеции при малом А х мало 
отличается от площади }(х)А т прямоугольника с основанием 
Ат и высотой {(т). Отсюда ясно, что при малом А х отношение 
Ге + Ат) -Е(т) (1.8) 
Ат `` 
мало отличается от высоты {(т) указанного выше прямоуголь- 
ника. Так как предел при А х -$ 0 дроби (1.8) равен производной 
Е'(х), то Е' (5) = Е(т). Итак, функция Е(х) является одной из 
первообразных функции {(х). Следовательно, любая первооб- 
разная Ф(т) функции }(х} имеет вид 


оф -Ры+С= | в) + с. (1.9) 


2 В.А. Ильин, Э.Г. Позняк, часть [ 
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Конечно, приведенные рассуждения и вытекающая из них 
формула (1.9) справедливы, вообще говоря, не для всякой функ- 
ции }(х). Нетрудно убедиться в справедливости формулы (1.9) 
для любой непрерывной (в каждой точке 5) функции /(5). Тем 
самым установление формулы (1.9) решает проблему существо- 
вания первообразной (и неопределенного интеграла) у любой 
непрерывной в каждой точке х функции }(т). 

Установим теперь с помошью той же формулы (1.9) связь 


между определенным интегралом | ](5) 45 и любой первооб- 


‚ ‚ а 
разной Ф(х) функции }(5). Полагая в формуле (1.9) последо- 
вательно х = аих = фи учитывая очевидное из наглядных 
геометрических соображений равенство 


[ лада = 0 
получим › у , 
Ф(а) = [ле ш+С-С  ФО= [ле г + С. 
Поэтому у 


Ь 
[ле 4х = Ф(Ь) — Ф(а). (1.10) 


Формула (1.10) является одной из основных формул интеграль- 


ного исчисления и называется формулой Ньютюона-Лейбница '). 
Эта формула сводит вопрос о вычислении определенного ин- 
теграла к вопросу о вычислении первообразной (или неопреде- 
ленного интеграла). Обоснование формулы Ньютона_Лейбница 
является одной из важных задач математического анализа. 
Для приближенного вычисления определенных интегралов су- 
ществует ряд способов, простейший из которых основан на за- 
мене этого интеграла суммой (1.6). Эти способы и соотношение 
(1.9) дают возможность приближенно вычислять и неопределен- 
ные интегралы, и, в частности, позволяют вычислить первооб- 
разную любой непрерывной (в каждой точке 5) функции {(1). 

В качестве примера вычислим площадь 51, заключенную 
между графиком функции у = зшх на отрезке от 0 до ли 


> 
осью Ох (рис. 1.5) 2). В силу сказанного выше 5: = [зшх ах. 
0 


1) Готфрид Вильгельм Лейбниц — немецкий философ и математик (1646-— 
1716). 

2?) Вычисление этой плошади средствами элементарной математики при- 
водит к большим трудностям. 
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Так как одной из первообразных функции /(5) = зшх является 
функция Ф(5) = — соз т, то по формуле (1.10) получим 


91 = [за = (—созл) — (— с080) =2. 
0 


Вычислим теперь площадь 52 фигуры, отсекаемой от парал 
болы у = 1° прямой, проходящей через две точки М: (а, а^) и 
М5(Ь, 5?) этой параболы (рис. 1.6) '). Искомая площадь 655 рав- 
на разности площадей прямолинейной трапепии АМ: МВ и за: 
штрихованной на чертеже криволинейной трапеции, т. е. 

й 
о’ +а’)(6 —а 2 о’ +а”)(6-а) Г -а _ (6-а)? 
с 26а) _ [12 _ аа) _ _ 6) 


= _ 2 2 3 6 


а, 


ЯМ, 5") 


В(6,0) х 


Рис. 1.5 Рис. 1.6 


$ 5. Заключительные замечания 


Лифференциальное и интегральное исчисления составляют 
основу математического анализа, создание которого является 
одним из величайших достижений человеческого разума. Вве- 
дение в математику понятий переменной величины и функции 
позволило перейти от решения отдельных разрозненных физи- 
ческих и геометрических задач к созданию общих методов реше- 
ния этих задач. Развитие лифференциального и интегрального 
исчислений оказало огромное влияние на общий прогресс науки 
и техники. 

Дальнейший прогресс науки и техники тесно связан с мате- 
матизацией наших представлений о природе, с развитием но- 


1) Эта задача средствами элементарной математики была решена вели- 
ким древнегреческим ученым Архимедом (Ш в. до н. 5.). 


ож 
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вых направлений в математике. Можно с уверенностью ска- 
зать, что математизания наших представлений, точная количе- 
ственная формулировка закономерностей, широкое использова- 
ние вычислительных методов и электронно-вычислительных ма- 
шин (ЭВМ) составляют основной стержень современного есте- 
ствознания. 

Внедрение вычислительных методов и использование ЭВМ, 
как правило, снимают вопросы трудоемкости и сложности вы- 
числений (). При этом возникает целая серия математических 
проблем, к числу которых относятся вопросы разработки алго- 
ритмов”) вычислений, служащих источником составления про- 
грамм для ЭВМ, разработка проблем теории управления, тео- 
рии оптимальных процессов, математической логики и теорети- 
ческой кибернетики. 

Наша дальнейшая задача будет заключаться в построении 
аппарата математического анализа. Мы рассмотрим также и 
некоторые приложения этого аппарата к разработке численных 
алгоритмов. 

Проведенное выше предварительное рассмотрение ставит пе- 
ред нами следующие первоочередные вопросы: 

1. Уточнение понятий вещественного числа, переменной ве- 
личины и функции. 

2. Определение и развитие понятия предела функции и свя- 
занного с ним понятия непрерывности функиии. 

3. Обоснование формул и правил лифференциального и ин- 
тегрального исчислений. 

4. Построение теории определенного интеграла как предела 
сумм специального вида и развитие методов вычисления опре- 
деленного интеграла. 

5. Выяснение некоторых геометрических понятий (площади 
плоской фигуры, длины дуги и т. д.). 


1) Современные ЭВМ в несколько минут производят вычисления, для 
проведения которых человеку потребовалась бы целая жизнь. 

5 #» 

2) Алгоритм (или алгорифм) — система вычислений, выполняемых по 
строго определенным правилам, приводящая после какого-либо числа та- 
гов к решению поставленной задачи. 


ГЛАВА 2 


ТЕОРИЯ ВЕШЕСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ 


Из элементарного курса читатель имеет представление о 
вешественных числах и о том, что они необходимы, например, 
для измерения отрезков и промежутков времени. Для углубле- 
ния наших представлений о важнейших математических поня- 
тиях — понятиях переменной величины, функции и предела — 
требуется дальнейшее развитие теории вещественных чисел. 

Рассмотрим, например, физическую переменную величину — 
время. Лля сравнения между особой различных промежутков 
времени нам необходимо уметь сравнивать между собой ве- 
шественные числа. Иными словами, мы должны установить 
правило, позволяющее выяснить, какое из двух данных веще- 
ственных чисел является большим. Нрактика последователь- 
ных измерений времени приводит к необходимости определе- 
ния операций сложения и умножения вешественных чисел и 
выяснения свойств этих операций. Отметим также, что выясне- 
ние основных свойств вещественных чисел необходимо для об- 
основания применимости к этим числам правил элементарной 
алгебры. 


$ 1. Вещественные числа 


1. Свойства рациональных чисел. Напомним, что раци- 
ональным числом называется число, представимое в виде от- 


ношения двух пелых чисел '). Из элементарного курса извест- 
ны определения операций сложения и умножения рациональных 
чисел, правило сравнения этих чисел и их простейшие свойства. 
Здесь мы перечислим основные свойства рациональных чисел, 
вытекающие из соответствующих свойств целых чисел. 
Фундаментальную роль среди свойств играют три правила: 


1) Одно и то же рациональное число представимо в виде отношения раз- 
2 53 


личных целых чисел. Например, р-р... 


2 4 6 
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правило сравнения и правила образования 
суммы и произведения. 

Г. Любые два рациональных числа а и 6 связаны между со- 
бой одним и только одним из трех знаков >, < или =, причем 
если а >65, то В <а. Иными словами, существует правило, по- 
зволяющее установить, каким из указанных трех знаков свя- 
заны два данных рациональных числа. Это правило называется 
правилом сравнения'). 

П. Существует правило. посредством которого любым двум 
рациональным числам а и 6 ставится в соответствие опреде- 
ленное рациональное число с, называемое их суммой и обозна- 
чаемое символом с =а+5?). 

Операция нахождения суммы называется сложением. 

Ш. Существует правило, посредством которого любым 
двум рациональным числам а и 6 ставится в соответствие 
определенное рациональное число с, называемое ит произведе- 
нием и обозначаемое символом с = аб 3). 

Операция нахождения произведения называется умно- 
жением. 

Перечислим теперь основные свойства, которым подчинены 
указанные три правила. 

Правило сравнения рациональных чисел обладает следую- 
шим свойством: 

1° за > Ви > с вытекает, что а > с (свойство тран- 
зитивности знака >); иза = Би ф = с вытекает, что а = с 
(свойство транзитивности знака, =). 

Правило сложения рациональных чисел обладает, следующи- 
ми свойствами: 

2‘ аб =ьЬ-а (переместительное свойство); 

3° (а 6) +с=а+ (6 + с) (сочетательное свойство); 

4° существует рациональное число 0 такое, что а + 0 =а 
для любого рационального числа а (особая роль нуля); 


1) Правило сравнения рациональных чисел формулируется так: два 
7%: 


1 2 
неотрицательных рациональных числа а = — и Ь = связаны тем же 
11 по 


знаком, что и два целых числа тип и т2п1; два неположительных рапи- 
ональных числа а и Ь связаны тем же знаком, что и два неотрипательных 
числа |Ь| и |а |; если а — неотрицательное, а 6 — отрицательное рациональ- 
ное число, то а > 6. 


2 71 72 
) Правило образования суммы рациональных чисел а = — иф = 
Пт 72 
т 7792 ти п2 топ 
определяется посредством формулы — + = —. 
11 182 71712 


3) Правило образования произведения рациональных чисел определяется 
ТЕ 72 7711772 
посредством формулы — = 
1 72 172 
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5° для каждого рационального числа а существует проти- 
воположное ему число а’ такое, что а + а’ = 0. 

Правило умножения рациональных чисел обладает следую- 
шими свойствами: 

6° аб = фа (переместительное свойство); 

7° (а6)с = а(%с) (сочетательное свойство); 

83° существует рациональное число 1 такое, что а.1 = а для 
любого рационального числа а (особая роль единицы); 

9° для каждого рационального числа а, отличного от нуля, 
существует обратное ему число а’ такое, что аа’ = 1. 

Правила сложения и умножения связаны следующим свой- 
ством: 

10° (а-+5)с = ас-Е с (распределительное свойство умножения 
относительно суммы). 

Следующие два свойства связывают знак > со знаком сло- 
жения и умножения: 

11° иза> В вытекает, чтоа-+ с > 6+ с: 

12° иза>ьис> 0 вытекает, что ас > 6с. 

Особая роль принадлежит последнему свойству: 

13° каково бы ни было рациональное число а, можно число 1 
повторить слагаемым столько раз, что полученная сумма пре- 


взойдет, а !). 

Перечисленные 13 свойств обычно называют основны- 
ми свойствами рациональных чисел, ибо все дру- 
гие алгебраические свойства этих чисел, относящиеся к ариф- 
метическим действиям и к сочетанию равенств и неравенств, 
могут быть извлечены как следствие из указанных основных 
СВОЙСТВ. 

Так, например, из этих свойств вытекает часто используе- 
мое в дальнейшем свойство, позволяющее почленно складывать 
неравенства, одного знака; 

если а>бис> 4, тта+е>ьЬ+ а. 

В самом деле, из неравенств а > Бис > 4и из свойств 11° 
и 2° вытекает, что а се > в+сиб-+с > 6 - 4, а из последних 
неравенств и из свойства 1° вытекает, что а+ с > 6-4. 

2. Об измерении отрезков числовой оси. Из элементар- 
ного курса известно, что два отрезка могут быть соизмеримыми 
(когда отношение их длин выражается рациональным числом) 
и несоизмеримыми (примером несоизмеримых отрезков могут 
служить диагональ и сторона квадрата). 

Удобно сразу же ввести в рассмотрение числовую ось. Число- 
вой осъю мы будем называть прямую, на которой выбраны опре- 
деленная точка О (начало отсчета), масштабный отрезок ОЕ 


1) Это свойство часто называют аксиомой Архимеда. 
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(длину его мы считаем равной единице) и положительное на» 
правление (обычно от Ок В). 

Естественно, возникает задача о возможности поставить в 
соответствие каждой точке Л числовой оси некоторое число, 
выражающее длину отрезка ОМ. Это число мы будем считать 
положительным, если М и Ё лежат по одну сторону от О, и 
отрицательным — в противном случае. 

Прежде всего заметим, что каоюдому рациональному числу 
соответствует на числовой оси определенная точка. В самом 
деле, из элементарного курса известно, как построить отрезок, 


длина которого составляет -— часть длины маспттабного отрез- 
п 


ка ОЕ (п — любое целое положительное число). Стало быть, 
мы можем построить отрезок 
АВ, длина которого относит- 
ся к длине масштабного от- 


резка ОЁ, как —, гетий — 
7 


мт) 8 ВМ” 


Рис. 2.1 . 
любые пелые положительные 


числа. Считая, что точка, Ё лежит правее точки О (рис. 2.1) и от- 
ложив отрезок АВ вправо (влево) от точки О, мы получим точку 
Му(М2), соответствующую рациональному числу + (-""). 

Вместе с тем существование несоизмеримых отрезков позво- 
ляет утверждать, что не все точки числовой оси соответству- 
ют, рациональным, числам. 

Естественно, возникает потребность расширить область ра- 
циональных чисел и ввести в рассмотрение такие числа, которые 
соответствовали бы всем точкам числовой оси и позволяли бы 

измерить при помоши 


ао а масштабного отрезка ОЁ 
О О О О О О О О РР О О О И О че о. 9 а» .. 
0 Е № РМ  ЛЮбой отрезок. 
Мы опишем спепиаль- 
Рис. 2.2 ный процесс измерения 


отрезка ОМ числовой оси 
и покажем, что этот процесс позволяет поставить в соответ- 
ствие любой точке М этой оси некоторую вполне определен- 
нию бесконечную десятилчицую дробъ. 
Пусть М — любая точка, числовой оси. Ради определенности 
предположим, что М (как и Е) лежит правее точки О (рис. 2.2). 
Будем измерять отрезок ОМ при помощи масштабного от- 
резка ОЁ. Прежде всего выясним, сколько раз целый отре- 
зок ОЁ укладывается в отрезке ОМ. Могут представиться два 
случая: 
1. Отрезок ОЁ укладывается в отрезке ОМ целое число ад 
раз с некоторым остатком ММ, меныпим ОЕ (см. рис. 2.2). В 
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этом случае целое число ад представляет собой приближенный 
результат измерения по недостатку с точностью до единицы. 

2. Отрезок ОЕ укладывается в отрезке ОМ целое число 
ад +1 раз без остатка. В этом случае число ад также предста: 
вляет собой приближенный результат измерения по недостатку 
с точностью до единицы, ибо отрезок ОЁ укладывается в отрез- 
ке ОМ ад раз с остатком ММ, равным ОЕ '). 

Выясним теперь, сколько раз 10 ЧАСТЬ маститабного отрез- 


ка ОЁ укладывается в остатке М М. Снова могут представиться 
два случая. 


1 
1) то Часть отрезка ОЕ укладывается в отрезке ММ целое 


1 
число а1 раз с некоторым остатком РМ, меньшим то Части от- 


резка ОЕ (см. рис. 2.2). В этом случае рациональное число ад, а1 
представляет собой результат измерения по недостатку с точ- 


1 
НОСТЬЮ ЛО —. 
1? то 


ол 1 
2) т0 Часть отрезка ОЕ укладывается в отрезке ММ целое 


число а1 +1 раз без остатка. В этом случае рациональное число 
ад, а1 также представляет собой результат измерения по недо- 


1 1 
статку с точностью до ту, ибо т0 Часть ОЕ укладывается в 


1 
отрезке № М а1 раз с остатком РМ, равным то Части ОЕ. 


Продолжая неограниченно указанные рассуждения, мы при- 
дем к бесконечной совокупности рапиональных чисел: 


а0: а0. @1: ...: @0. @1а2...@т;..., (2.1) 


каждое из которых представляет собой результат измерения от- 
резка ОМ по недостатку с соответствующей степенью точно- 
сти. Вместе с тем каждое из чисел (2.1) может быть получено 
посредством обрывания на соответствующем знаке бесконечной 
десятичной дроби 


а0, @1а2...@щ... (2.2) 


Указанные выше рассуждения применимы и для случая, ко- 
гда точка М лежит левее точки О, только в этом случае все 
числа, (2.1) и бесконечная десятичная дробь (2.2) будут иметь 
отрицательный знак. 


1) Конечно, на практике во втором случае процесс измерения считают 
законченным и полагают длину отрезка ОМ равной @0 +1. Однако нам 
удобнее (в целях единообразия) вести измерения строго по недостатку, что- 
бы и в этом случае получить остаток УМ и иметь возможность продолжать 
пропесс измерения. 
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Таким образом, мы установили, что посредством описанного 
нами процесса измерения отрезка ОМ любой точке М число- 
вой оси можно поставить в соответствие вполне определен- 
ную бесконечную десятичную дробъ. 

Итак, мы видим, что описанный выше процесс измерения 
произвольного отрезка ОМ числовой оси при помощи маситтаб- 
ного отрезка естественным образом приводит нас к рассмотре- 
нию чисел, представимых в виде бесконечных десятичниых дро- 
бей. Вместе с тем каждая бесконечная десятичная дробь (2.2) 
полностью характеризуется бесконечной совокупностью (2.1) 
рациональных чисел, приближающих эту дробь. Конечно, опи- 
санный выше процесс измерения отрезка М можно видоизме- 
нить так, что он будет приводить к рассмотрению бесконечных 
двоичных дробей или к рассмотрению бесконечных дробей в лю- 
бой другой системе счисления. 

Заметим, что для задания чисел в современных электронных 
вычислительных машинах наиболее часто используется двоич- 
ная система счисления, а иногда — троичная система счисления. 
Это объясняется тем, что входящие в конструкцию электронных 
малпин радиолампы и полупроводниковые элементы имеют ча- 
ше всего два, а иногда три устойчивых состояния (например, 
лампа закрыта, ток не идет — одно устойчивое состояние; лам- 
па открыта, ток идет — другое устойчивое состояние; третье 
устойчивое состояние возникает, если различать направление, в 
котором идет ток). 

В связи с отмеченным обстоятельством возникает необходи- 
мость в разработке алгоритмов перевода чисел из десятичной 
системы счисления в двоичную систему и обратного перевода 
чисел из двоичной системы в десятичную. Примеры таких ал- 
горитмов читатель найдет в Лополнении 1 к настоящей главе. 

3. Вещественные числа и правило их сравнения. Рас- 
смотрим множество всевозможных бесконечных десятичных 
дробей. Числа. представимые этими дробями, будем называть 


вещественными 1). 

Ланное вешественное число будем называть положителъ- 
ным (отрицательным), если оно представимо в виде положи- 
тельной (отрицательной) бесконечной десятичной дроби. 

В состав множества вещественных чисел входят, конечно, и 
все рациональные числа, ибо все они предлставимы в виде бес- 
конечных десятичных дробей. Представление данного рацио- 
нального числа в виде бесконечной десятичной дроби можно 
получить, например, из следующих соображений. Любому раци- 


1) м 2 
) Как уже отмечалось в сноске ) на с. 20, понятие числа относится к 
начальным, понятиям. 
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ональному числу соответствует определенная точка М числовой 
оси, а этой точке ставится в соответствие при помощи способа, 
указанного в пункте 2, определенная бесконечная десятичная 


дробь. Так, рапиональному числу 5 Ставится в соответствие бес- 


4 
конечная десятичная дробь 0, 4999..., рациональному числу 5 


бесконечная десятичная дробь 1,333... 

Вещественные числа, не являющиеся рациональными, при- 
нято называть иррациональными. 

Нашей задачей является последовательное перенесение на 
случай произвольных вещественных чисел трех правил и всех 
основных свойств рапиональных чисел, перечисленных в п. 1. 
Тем самым для вещественных чисел будут обоснованы все пра: 
вила элементарной алгебры, относящиеся к арифметическим 
действиям и к сочетанию равенств и неравенств. 

В этом пункте мы установим правило сравнения веществен- 
ных чисел. Прежде чем перейти к формулировке этого правила, 
договоримся об определенной форме записи тех рациональных 
чисел, которые представимы в виде конечной десятичной дро- 
би. Заметим, что указанные рациональные числа допускают дв0- 
якую запись в виде бесконечных десятичных дробей. Например, 


1 о 
число 5 = 0,5 можно записать: 1) в виде 5 = 0,4999 ...; 2) в 
1 
виде 5 = 0,5000... 
И вообще рациональное число ао, а1@42 ... ап, где ак 5 0, мож- 
но записать: 1) в виде а0,а1а2... аи_1(ап — 1) 999...; 2) в виде 
а. а1а2 ... ав 000... 


Первая из указанных двух записей может быть получена по 
способу, описанному в п. 2, а вторая — формальным превраще- 
нием данной конечной десятичной дроби в бесконечную посред- 
ством дописывания нулей. 

Мы договоримся при сравнении вещественных чисел пользо- 
ваться для указанных рациональных чисел лишь первой из этих 
двух форм записи в виде бесконечной десятичной дроби. 

Иными словами, при сравнении вешественных чисел мы не 
будем употреблять бесконечные десятичные дроби, все десятич- 
ные знаки которых, начиная с некоторого места, равны нулю (за 


исключением, конечно, дроби 0, 000...) '). 
Перейдем теперь к формулировке правила сравнения веще- 
ственных чисел. 


1) Принятие такой договоренности вполне соответствует процессу измере- 
ния отрезка, описанному в п. 2, ибо описанный процесс не может привести 
к бесконечной десятичной дроби, у которой все десятичные знаки, начиная 
с некоторого места, равны нулю. 
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Рассмотрим два произвольных вещественных числа а и Ъ. 
Пусть эти числа представимы следующими бесконечными де 
СЯТИЧНЫмМИиИ дробями: 


а = ад, а1а2... @п ..., (2.3) 
Ь — 5, 6162... 6, ... (2.4) 


(где из двух знаков -Е берется какой-то один). 

Два вещественных числа (2.3) и (2.4) называются равными, 
если они имеют одинаковые знаки и если справедливы равенства, 
а = 60, а1 =61,..., @ = ,... 

Пусть даны два неравных вещественных числа а и 6. Устано- 
вим правило, при помощи которого можно прийти к заключе- 
нию, каким знаком, > или <, связаны эти два числа. 

1. Пусть сначала а и 6 оба неотрицательны и имеют следую- 


шие представления: а = а9, а1а2... @...; 6 = 6, 6162... ... 
Так как числа а и 6 не равны, то нарушается хотя бы одно 
из равенств @9 = 60, а1 =61,..., а =6,,... Обозначим через А 


наименьший из номеров й, для которых нарушается равенство 


а’ = 6, '). Тогда мы будем считать, что а > 6, если ак > 6, 
иа < 6, если ах < 6+. 

2. Если из двух чисел а и 6 одно неотрицательно, а другое 
отрицательно, то мы, естественно, будем считать, что неотри- 
пательное число больше отрицательного. 

3. Остается рассмотреть случай, когда оба числа а и 6 отри- 
цательны. Договоримся называть м одулем вещественно- 
го числа а неотрицательное вещественное число, обозначаемое 
символом | а | и равное десятичной дроби, представляющей чис- 
ло а, взятой со знаком -. 

Если аи 6 оба отрицательны, то мы будем считать, что а > 


> 6, если |6 | > [а|, иа < Ь, если |а| > |6|?). 


1) Итак мы считаем, что ао = 60, а1 = @1,..., авт = Бит, но ак 5 6%. 

?) Легко видеть, что сформулированное правило сравнения веществен- 
ных чисел в применении к двум рапиональным числам приводит к тому же 
самому результату, что и правило сравнения рациональных чисел, указан- 
ное в сноске '). на с. 38. 

В самом деле, достаточно рассмотреть лишь случай двух неотрицатель- 
ных рациональных чисел а и 6. Пусть а > 6 согласно правилу сравнения 
рациональных чисел, и пусть а = а0, @1а2 ... ав ...: 6 = 60, 6162... В ... 
Предположим, что рациональному числу а соответствует на числовой оси 
точка М1, а рациональному числу Ь — точка /Л2. Тогда ясно, что точка 
Му лежит правее точки М2. Вместе с тем из п. 2 вытекает, что целое чис- 
ло аоа1 ... ак(Вобт ...Вь) показывает, сколько раз 08 часть масштабного 
отрезка ОЁ укладывается в отрезке ОМ: (ОМ.>) с выкинутым правым кон- 
пом. Поскольку отрезок ОМ\1 больше отрезка ОМ5, то найдется такой но- 
мер К, что аоа1т ... акт = боб1 ... бит, а ао@т ... ав > боВ1 ... 6%, но это и 
означает, что а > Ь согласно правилу сравнения вещественных чисел. 
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Убедимся, что правило сравнения вещественных чисел обла- 
дает свойством 1°, сформулированным в п. 1 для рациональных 
чисел. Именно, докажем, что если а, Би с — произвольные ве- 
шественные числа и если а > биб > с, тоа > с (свойство 


транзитивности знака >) '). Для доказательства, этого свойства 
рассмотрим три возможных случая. 

1. Пусть сначала с > 0. Тогда из правила сравнения ве- 
шественных чисел очевидно, что 6 > ОФиа > 0. Пусть а = 
— @0. @1@2 ... бб ...; = 60, 6: 65 ... 6, С — С0, (162 

. с... Обозначим через А наименьший из номеров п, для ко- 
торых нарушается равенство ап = 6» (т. е. предположим, что 
ад = 60, 1 = Ш&, ..., акт = бт, ак > 6), а через р наимень- 
птий из номеров п, для которых нарушается равенство би = си 
(т. е. предположим, что 69 = с0, 1 = с1,..., брт = бра, 9 > бр). 
Тогда, если обозначить через т наименьший из двух номеров К 
и р, то будут справедливы соотношения @а0 = с9, @1 = <, ... 

т—1 = Ст—1, @т > Ст, а это и означает, что а > с. 

2. Пусть с < 0, а> 0. Тогда равенство а > с будет справед- 
ливо при любом 6. 

3. Остается рассмотреть случай, когда все три числа а, бис 
отрицательны. Так как а > бис то |6 > аи > 
> |6]. Но тогда, в силу уже рассмотренного выше случая трех 
положительных чисел, |с| > |а|, а это и означает, что а > с. 
Свойство транзитивности знака > полностью доказано. 

4. Приближение вещественного числа рациональны- 
ми числами. В этом пункте мы покажем, что всякое веще- 
ственное число можно приблизить с любой степенью точности 
рациональными числами. Рассмотрим произвольное веществен- 
ное число а. Ради определенности будем считать это число 
неотринательным и представим его в виде бесконечной десятич- 
ной дроби а = ад, а14а2 ... @п ... 

Обрывая указанную дробь на п-м знаке после запятой, полу- 
чим рациональное число а0, 4142... ал. Увеличив это число на 


} 


то"? Получим другое рациональное число 40, @1@2 ... ап + Тот 


Из правила сравнения вещественных чисел легко установить, 
УТО ДЛЯ любого номера п справедливы неравенства 


@0, @1а2... а За< а9, а1а2 ... в + 


= (2.5) 


Неравенства (2.5) означают, что вещественное число а заклю- 
чено между двумя рациональными числами, разность между 


1 -. 
которыми равна т. При этом номер п можно взять любой. 


0” ` 


1` «в 
) Свойство транзитивности знака =, утвержлающее, что иза=ьфиф = 
—= с следует, что а = с, сразу вытекает из правила сравнения вещественных 
чисел. 
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Покажем, что для любого наперед взятого положительного 
рационального числа &, начиная с некоторого номера 1%, спра- 


1 
ведливо неравенство т. < Е. В самом деле, каково бы ни было 


рациональное число = > 0, найдется лишь конечное число нату- 
1 
ральных чисел, не превосходящих числа -. Поэтому лишь для 


5 


конечного числа номеров 7% справедливо неравенство 10” < 


© | к 


1 
ИЛИ тт > =. Для всех же остальных номеров п справедливо 


1 
обратное неравенство То < Е, что и требовалось доказать. 


Таким образом, мы приходим к следующему утверждению: 
для любого вещественного числа а и для любого наперед взя- 
того положительного рационального числа & найдутся два 
рациональных числа о4 и @2 такие, что оц < а < ао, причем 
2 — (1 < Е. 

Неравенства (2.5) позволяют утверждать, что рациональное 
число @0, а1а2аз...ап приближает вещественное число а с точ- 


1 
НОСТЬЮ ДО тт. На практике всегда имеют дело с приближенным 


значением вещественного числа, заменяя его рациональным чис- 
лом с требуемой степенью точности. 

5. Множества вещественных чисел, ограниченные 
сверху или снизу. В этом пункте мы рассмотрим произволь- 
ное множество вещественных чисел, содержащее хотя бы одно 


число '). Это множество мы будем обозначать символом {т}. 
Отдельные числа, входящие в состав множества {57}, будем на- 


зывать элементами этого множества 2). 

Определение 1. Множество вещественных чисел 2} на- 
зывается ограниченным сверту (снизу), если 
существует, такое вещественное число М (число т), что каж- 
дый элемент х множества {х} удовлетворяет неравенству 


<мМ (х>2т). 


При этом число М (число т) называется верхней (нижней) гра- 
нью множества {т}. 

Конечно, любое ограниченное сверху множество {т} имеет 
бесконечно много верхних граней. В самом деле, если веществен- 
ное число М — верхняя грань множества {7}, то любое веще- 
ственное число М”, большее числа М, также является верхней 
гранью множества {5}. Аналогичное замечание можно сделать в 
отношении нижних граней ограниченного снизу множества {1}. 


= 
) Такое множество обычно называют непустиым. 


>. 
) Отметим, что понятие множества и его элемента относится к началь- 
ным понятиям (см. сноску °) на с. 20). 
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Так, например, множество всех отрицательных веществен- 
ных чисел ограничено сверху. В качестве верхней грани М тако- 
го множества можно взять любое неотрицательное вещественное 
число. Множество всех целых положительных чисел 1,2,3.... 
ограничено снизу. В качестве нижней грани этого множества 
можно взять любое вещественное число т, удовлетворяющее 
неравенству т < 1. 

Естественно, возникает вопрос о существовании наименьшей 
из верхних граней ограниченного сверху множества и наиболь- 
шей из нижних граней ограниченного снизу множества. 

Определение 2. Наименьшая из всет вертних граней огра- 
ниченного сверту множества {1х} называется точной 
вертней гранью этого множества и обозначает- 


ся символом ® = вар{т} '). 


Наибольшая из всеф нижних граней ограниченного снизу 
множества {т} называется точной нижней гранью 


этого множества и обозначается символом т = шт} 2). 

Определение 2 можно сформулировать и по другому, а 
именно: 

Число т (число г) называется точной вертней (точной 
нижней) гранью ограниченного сверху (снизу) множества {т}, 
если выполнены следующие два требования: 1) каждый эле- 
мент х множества 1х} удовлетворяет неравенству т < т (х > 
21), 2) каково бы ни было вещественное число т’, меньшее т 
(большее х), найдется тотя бы один элемент х множества 
{т}, удовлетворяющий неравенству х > т’ (< т’). 

В этом определении требование 1) означает, что число ® (чис- 
ло 2) является одной из верхних (нижних) граней, а требова- 
ние 2) говорит о том, что эта, грань является наименьшей (наи- 
большей) и уменьшена (увеличена) быть не может. 

Очевидно, что у множества всех отрицалельных вещше- 
ственных чисел существует точная верхняя грань — число 
нуль, причем это число не принадлежит указанному мно- 
жеству. Очевидно также, что у множества всех целых по- 
ложительных чисел 1, 2, 3, ... существует точная нижняя 
грань х = 1, которая принадлежит указанному множеству 
(т. е. является наименьшим элементом этого множества). Та- 
ким образом, точная верхняя (точная нижняя) грань множе- 
ства может как принадлежать, так и не принадлежать этому 
множеству. 


') зир — первые три буквы латинского слова заргешлита («супремум»), 
которое переводится как «наивысшее». 

7) 1 — первые три буквы латинского слова шНши («инфимум»), кото- 
рое переводится как «наинизшее». 
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Существование у любого ограниченного сверху (снизу) мно- 
жества, точной верхней (точной нижней) грани не является оче- 
видным и требует доказательства. 

Докажем следующую основную теорему. 

Теорема 2.1. Если множество вещественных чисел содер- 
окт хотя бы один элемент и ограничено сверту (снизу), то 
существует, вещественное число т (число 2), которое являет- 
ся точной верхней (точной нижней) гранью этого множества. 

Доказательство. Мы остановимся лишь на доказал 
тельстве существования точной верхней грани у любого ограни- 
ченного сверху множества, ибо существование точной нижней 
грани у любого ограниченного снизу множества доказывается 
совершенно аналогично. 

Итак, пусть множество {1} ограничено сверху, т. е. существу- 
ет такое вещественное число М, что каждый элемент т множе- 
ства {т} удовлетворяет неравенству 


г <мМ. (2.6) 


Могут представиться два случая: 1°. Среди элементов мно- 
жества {7} есть хотя бы одно неотрицательное вещественное 
число. 2°. Все элементы множества являются отрицательными 
вешественными числами. Эти случаи мы рассмотрим отдельно. 

1°. Рассмотрим лишь неотринательные вещественные числа, 
входящие в состав множества {7}. Каждое из этих чисел пред- 
ставим в виде бесконечной десятичной дроби и рассмотрим це- 
лые части этих десятичных дробей. В силу (2.6) все целые ча- 
сти не превосходят числа М, а поэтому найдется наибольшая из 
пелых частей, которую мы обозначим через 20. Сохраним сре- 
ди неотрицательных чисел множества {5х} те, у которых целая 
часть равна то, и отбросим все остальные числа. У сохранен- 
ных чисел рассмотрим первые десятичные знаки после запятой. 
Наибольший из этих знаков обозначим через 21. Сохраним сре- 
ди неотрицательных чисел множества {5} те, у которых целая 
часть равна 20, а первый десятичный знак равен 71, и отбросим 
все остальные числа. У сохраненных чисел рассмотрим вторые 
десятичные знаки после запятой. Наибольший из этих знаков 
обозначим через #2. Продолжая аналогичные рассуждения да- 
лее, мы последовательно определим десятичные знаки некото- 
рого вещественного числа 2: 

т = 10. 132... 


Локажем, что это вещественное число т и является точной 
верхней гранью множества {т}. Для этого достаточно доказать 
два утверждения: 1) что каждый элемент х множества {5} удо- 
влетворяет неравенству 5 < т; 2) что, каково бы ни было веще- 
ственное число т’, меньшее т, найдется хотя бы один элемент т 
множества {т}, удовлетворяющий неравенству 1 > 2. 
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Сначала докажем утверосдение 1). Так как Х неотрицатель- 
но, то любое отрицательное число т из множества 1х \ заведомо 
удовлетворяет неравенству х < т. Пусть т = 10, 21... ... — 
любое неотрицательное число, входящее в состав множества {1}. 

Предположим, что это число х не удовлетворяет неравенству 
х < т. Тогда т > т и по правилу сравнения найдется номер А 
такой, что 10 = 10, ..., ХЕ = Яр, Ть > ть. Но послед- 
ние соотношения противоречат тому, что в качестве ть берется 
наибольший из десятичных знаков ть тех элементов т, 
у которых целая часть и первые (А — 1) знаков после запятой 


соответственно равны 20,51, ..., ЖЕ-1. 
Докажем теперь утверждение 2). Пусть т = 570, 1215 
т, ... — произвольное вещественное число"), меньшее 2. 


Тогда в силу правила сравнения вещественных чисел найдется 
номер 7 такой, что 


д и ! — = „/ 7 ‘ 
170) — 40; 1 1, ... бп—1 — Яп-1, т, < т, (2.7) 


С другой стороны, число х мы строили так, что среди элементов 
множества {7} найдется число х = 10, 1152... Жи ..., целая 
часть и первые п десятичных знаков у которого те же, что иу 
числа, ФТ, т. е. 


То = 10, 21=11, ..., Ти = Фил, Фи = Фи. (2.8) 


Сопоставляя (2.7) и (2.8), в силу правила сравнения веществен- 
ных чисел получим, что 5’ < т. Утверждение 2) доказано. Та- 
ким образом, для случая 1° существование точной верхней грани 
доказано. 

2°. Аналогично доказывается существование точной верх- 
ней грани и во втором случае, когда все элементы множе- 
ства {т} являются отрицательтиыми вещественииями, числа- 
ми. В этом случае все элементы множества {5} мы представим 
в виде отрицательных бесконечных десятичных дробей. Обозна- 
чим через фо наименьшую из целых частей этих дробей; че- 
рез #1 — наименьиий из первых десятичных знаков тех из этих 
дробей, у которых целая часть равна тд; через 12 — наименъ- 
ии из вторых десятичных знаков тех из этих дробей, у которых 
целая часть равна то, а первый десятичный знак равен 21; ... 
Таким путем мы определим отрицательное вещественное число 


Т = —10, То вв ь Си, 


В полной аналогии со случаем 1° доказывается, что число т яв- 
ляется точной верхней гранью множества {} (т. е. удовлетворя- 


11 ! 

) Это число х’мы, не ограничивая общности, будем считать неотри- 
цательным, ибо если бы оно было отрицательным, то неравенству х > 1’ 
удовлетворял бы неотрицательный элемент х множества {5}. 
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ет двум утверждениям, сформулированным при рассмотрении 
случая 1°). Теорема доказана. 

Замечание. При доказательстве теоремы 2.1 для слу- 
чая 2° у числа Х = —10,21112... Ти... все десятичные знаки, 
начиная с некоторого места, могут оказаться равными нулю, т. е. 
это число может оказаться имеющим вид 


= —10.211 ... Фе ть 000 ..., 


где ть =2 0. 

В этом случае остается в силе приведенное выше доказатель- 
ство, но согласно договоренности, принятой в п. 3, при сравне- 
нии с элементами множества число Х следует записывать в виде 


Хх = -—109, 11... ЖЕ 1 (ть —1) 999... 


$2. Арифметические операции над вещественными 
числами. Основные свойства вещественных чисел 


1. Определение суммы вещественных чисел. Одним 
из важнейших вопросов теории вещественных чисел является 
вопрос об определении операций сложения и умножения этих 
чисел и о свойствах этих операций. Остановимся прежде всего 
на операции сложения вещественных чисел. 

Хорошо известно, как складывают два вещественных чис- 
ла на практике. Для того чтобы сложить два вешественных 
числа а и В, их заменяют с требуемой степенью точности ра- 
циональными числами и за приближенное значение суммы двух 
данных вещественных чисел берут сумму указанных рациональ- 
ных чисел. При этом совершенно не заботятся о том, с какой 
стороны (по недостатку или по избытку} взятые рациональные 
числа приближают данные вещественные числа а и 6. Факти- 
чески указанный практический способ сложения вещественных 
чисел предполагает, что чем точнее рациональные числа © и В 
приближают (с любой стороны) вещественные числа а и В со- 
ответственно, тем точнее сумма а + В приближает то веше- 
ственное число, которое должно являться суммой вещественных 
чисел аи 6. 

Желание оправдать указанный практический способ сложе- 
ния вешественных чисел, естественно, приводит нас к следую- 
щему определению суммы двух вещественных чисел. 

Пусть о1 и &@2 — какие угодно рациональные числа, между 
которыми заключено вещественное число а (т. е. а1 За < а), 
а В1 и > — какие угодно рациональные числа, между которы- 
ми заключено вещественное число 6 (т. е. 61 ЗЬ < 22). Тогда 
суммой вещественных чисел а и Ь мы назовем такое веществен- 


со 
г 
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ное число х, которое заключено между всеми рациональными 
числами о + буи а2 + 62 '). 

Иными словами, сум мой вещественных чисел а цб мы 
назовем такое вещественное число х, которое для любых рацио- 
нальных чисел ол, ао, Вт и Вэ, удовлетворяющих неравенствам 


о < а< 42, В <60< р», (2.9) 
удовлетворяет следующим рвением 
от + 91 < Х < а2 + В>. (2.10) 


Существование такого вещественного числа т, и притом только 
одного, не вызывает сомнений. (Соответствующее доказатель- 
ство приводится ниже.) Нетрудно убедиться в том, что таким 
числом 1 является точная верхняя грань множества {а1 + В1} 
сумм всех рациональных чисел ат и В1, удовлетворяющих ле- 


вым неравенствам (2.9) 2). 


1”. Прежде всего убедимся в том, что указанная верхняя грань суще- 
ствует. В самом деле, фиксируем произвольные рациональные числа @2 
и 62, удовлетворяющие правым неравенствам (2.9), и рассмотрим всевоз- 
можные рациональные числа о1 и 01, удовлетворяющие левым неравен- 
ствам (2.9). Из свойства транзитивности знака >, установленного в п. 3 8 1, 
приходим к выводу, что а1 < а2, 01 < р>, а из этих неравенств следует, что 
ат + б1 < а2 + В> (см. конец п. 181). Таким образом, множество всех раци- 
ональных чисел {с + 61} ограничено сверху и число а + Вэ является одной 
из верхних граней этого множества. По теореме 2.1 у множества {а1 + В1} 
существует точная верхняя грань, которую мы обозначим через т. Остается 
убедиться в том, что число х является суммой вещественных чисел а и 6, 
т. е. удовлетворяет неравенствам (2.10). В самом деле, по определению точ- 
ной верхней грани, справедливо левое неравенство (2.10), а справедливость 
правого неравенства (2.10) вытекает из того, что @2 + В> — одна из верхних 
граней, а х — точная верхняя грань множества 1а1 + би. 

2°. Установим теперь, что существует только одно вещественное чис- 
ло х, удовлетворяющее неравенствам (2.10). Будем опираться на следую- 
шую лемму (для удобства доказательство этой леммы отнесено в конец 
настоящего пункта): 

Лемма. Если для двух данных вещественных чисел пт и 12 и для лю- 
бого наперед взятого положительного рационального 5 найдутся два рацч- 
ональных числа 1 и 7/2 таких, что т < $т < 92, 71 < 42 < 2 42—71 < Е, 
то числа тт и т2 равны. 

Предположим, что существуют два вещественных числа т1 и 12, удов- 
летворяющих неравенствам (2.10) (при любых рациональных числах от, а2, 
Вт и В2, удовлетворяющих неравенствам (2.9)). Возьмем любое положитель- 
ное рациональное число 5. Согласно утверждению, доказанному в п. 4 8 1, 


') Заметим, что в элементарном курсе сумма двух вещественных чисел 
определялась аналогичным образом (см. А. П. Киселев. Алгебра П. Учпед- 
гиз, 1959, с. 9). 

5 ` 

") Аналогично можно было бы убедиться в том, что таким числом явля- 
ется точная нижняя грань множества {а2 + В} сумм всех рациональных 
чисел @2 и В2, удовлетворяющих правым неравенствам (2.9). 
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для вещественного числа а и для рационального числа 5/2 найдутся такие 
рациональные числа ат и @2, что а1 За < а2, причем а2—@1 < 5/2. Анало- 
гично для вещественного числа 6 и для рационального числа =/2 найдутся 
такие рациональные числа 01 и Во, что 61 ЗЫ < В2, причем [5 — 1 < =/2. 

Таким образом, оба вешественных числа 11 и 12 будут заключены меж- 
ду двумя рациональными числами (а1 - В1) и (а2 + В2), разность между 
которыми (по модулю) равна 


(си -- 5) — (а + 81) = (а2 — ол) + (85 — 81) < 5. 


Так как = — любое наперед взятое положительное рациональное число, то 
тт = 22 в силу сформулированной выше леммы. 

3°. Установим, наконец, что в применении к двум рациональным, числам 
сформулированное нами определение суммы вещественных чисел и извест- 
ное из элементарного курса определение суммы рапиональных чисел при- 
водят к одному и тому же результату. В самом деле, если аи — два 
раниональных числа, удовлетворяющих неравенствам а! За За»>, В! < 
<ЗЬ< 22, а (а-Ь) — их сумма, полученная по известному из элементарного 
курса определению, то очевидно, что 


(а + 81) за Ь < (а> + 86>), (2.11) 


причем, согласно только что доказанному утверждению, рациональное чис- 
ло (а-ЕЬ) является единственным вещественным числом, удовлетворяющим 
неравенствам (2.11). 

4°. Прежде чем доказывать сформулированную выше лемму, установим 
следующее вспомогательное утверждение. 

Каковы бы ни были два вещественных числа а и В такие, что 6 < а, 
найдется рациональное число а, заключенное между ними, т. е. такое, 
что 6 <а «а (а следовательно, найдется и бесконечное множество раз- 
личных рациональных чисел, заключенных между а ц В). 

Очевидно, достаточно рассмотреть случай, когда оба числа а и В неотри- 
цательны, ибо случай, когда а и 6 оба неположительны, сводится к указан- 
ному случаю посредством перехода к модулям, а случай, когда одно число 
положительно, а другое отрицательно, тривиален (в качестве @& можно 
взять нуль). 


Итак, пусть 62 0; 6 <а; а = 95, а1а2... @...; 6 = Ъ, 61602... щ... 
Пусть Е — наименьший из номеров п, для которых нарушается равенство 
ап = Бы, т. е. ао = 60, аа =61 ... авт = бет, ак > 6. 


В силу договоренности, принятой в п. 3 $ 1, можно считать, что все ав 
при п > К не могут быть равны нулю. Пусть р — наименьший из номеров 
п, превосходящих К, для которых ав > 0, т.е. 


а= ао, @1, ... ак 00 ... Оар 


'Гогда из правила сравнения вещественных чисел непосредственно вытекает, 
что рациональное число а = ао, ат ... ак 00... 0 (а› — 1) 999... удовлет- 
воряет неравенствам 6 < а < а. Вспомогательное утверждение доказано. 

Обращаясь к доказательству леммы, предположим, что 11 % 12. Пусть 
ради определенности 11 < т2. Тогда в силу вспомогательного утверждения 
найдутся два рациональных числа а и а2 таких, что 


21 За! < а> < 12. (2.12) 


Пусть теперь ^/1 и ^/2 — какие угодно рациональные числа, удовлетворяющие 
неравенствам 
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7 <: < 42, 71 < 22 < 72. (2.13) 


Из сопоставления (2.12) и (2.13) и из свойства транзитивности знака > по- 
лучим ^/1 < а! < а2 < 72. Но тогда 72—51 > а2-— ат, что противоречит тому, 
что разность 7/2 — 1 может быть сделана меньше любого наперед взятого 
положительного рационального числа =. Лемма доказана. 


2. Определение произведения вещественных чисел. 
Поскольку вопросы, возникающие в связи с определением произ- 
ведения вешественных чисел, в основном совпадают с вопросами, 
рассмотренными при определении суммы вещественных чисел, 
мы ограничимся лишь краткой формулировкой результатов. 

Определим сначала произведение двух положительных 
чисел аи 6. Обозначим через от, аз, В1 и В2 любые положи- 
тельные рациональные числа, удовлетворяющие неравенствам 
от <а<а2>, 1 <6< р. 

Произведением положительных вещественных чисел аи б 
назовем вещественное число т, удовлетворяющее неравенствам 
от 91 < т < @а2р. 

Точно так же, как и для суммы, устанавливается, что такое 
вещественное число х существует, и притом только одно. Легко 
убедиться в том, что таким числом т является точная верхняя 
грань множества {о В1 } произведений всех рациональных чисел 
от и 61, удовлетворяющих неравенствам 0 < а! <а 0 < В <. 

Произведение вещественных чисел любого знака определяет- 
ся по следующему правилу: 

1) считают, что а. 0 =0-а= 0; 

[а |. если а и Ь одного знака, 
—|а|. если аи 6 разных знаков. 


В заключение отметим, что точно так же, как и для суммы, 
можно доказать, что в применении к двум рациональным чис- 
лам определение произведения вещественных чисел и известное 
из элементарного курса определение произведения рациональ- 
ных чисел приводят к одному и тому же результату. 

3. Свойства вещественных чисел. В этом пункте мы 
убедимся в справедливости для произвольных вещественных чи- 
сел всех основных свойств, перечисленных в п. 1 8 1 для рацио- 
нальных чисел. Справедливость для вещественных чисел свой- 
ства 1° уже установлена выше. Таким образом, нужно выяснить 
лишь вопрос о справедливости для вещественных чисел свойств 
2°—13°. 

Легко убедиться в справедливости для вещественных чисел 
свойств 2°—5° и 11°, связанных с понятием суммы. Справед- 
ливость свойств 2° _5° непосредственно вытекает из определе- 
ния суммы вещественных чисел и из справедливости указанных 
свойств для рациональных чисел. 


2) считают, что аб = 
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Остановимся на доказательстве свойства 11°, т.е. докажем, что если а, 
Бис — любые три вещественных числа ча >65, тоа+е> 6 - с. 

Так как а > 6, то в силу вспомогательного утверждения, установленного 
при доказательстве леммы (см. конец п. 1 настоящего параграфа), найдутся 
рациональные числа а1 и В> такие, что а > от > В> > 6. Лля вещественного 
числа с и для положительного рационального числа = = а1 — 62 найдутся 
рациональные числа 7/1 и 7/2 такие, что 7/1 < с < 72, причем 12 — 91 < Е = 
= а1 — 62 (см. утверждение, локазанное в п. 4 к 1). 

Пусть далее 2 и 01 — любые рациональные числа, удовлетворяющие 
неравенствам а2 2 а, 6 > 861. Тогла по определению суммы вещественных 
чисел 


а + 72 зафезо +71, 2 +72 2 Ы-+е> ВЕ +9. 


Для доказательства того, что а + с > 6+ с, в силу транзитивности знака > 
достаточно доказать, что ал +7: > В2 +72, но это непосредственно вытекает 
из неравенства 7/2 — 7/1 < @1 -— 62. 


Заметим, что вопрос о вычитании вещественных чисел как 
о действии, обратном сложению, полностью исчерпывается на 
основании свойств 2°—5°. Назовем разностью веществен- 
ных чисел а и 6 вещественное число с такое, что с + =а. 

Убедимся в том, что такой разностью является число с = а-+ 
+6’, гле 6’ — число, противоположное 6. 

В самом деле, используя свойства 2°—5°, можем записать 
с = (а+ в) + =ач (+6) =а+0=а. 
Убедимся в том, что существует только одно вещественное чис- 
ло, являющееся разностью двух данных вещественных чисел. 
Предположим, что кроме указанного выше числа с = а-+ 6 су- 
ществует еше одно число такое, что 4+ Ь = а. Тогда, с одной 
стороны, (А-В) = а-Е6' = с, с другой стороны, (4-6) 6' = 4-+ 

НЫ) = а+0=а, те. с= а. 

Из определения разности и из свойства 5° вытекает, что чис- 
ло а’, противоположное а, равно разности числа 0 и числа, а. Это 
число обычно записывают в виде —а. 

Не вызывает затруднения перенесение на, случай веществен- 
ных чисел свойств 6°, 7°, 8°, 9°, 10° и 12°, связанных с поня- 
тием произведения. Отметим лишь в отношении свойства 9°, 
что если а — положительное вещественное число, а от и аз — 
какие угодно рациональные числа, удовлетворяющие неравен- 
ствам 0 < а: <а < а, то число а’, обратное числу а, опреде- 
ляется как единственное вещественное число, удовлетворяющее 
1 1). 

ОТ 

Свойства 65° -9° позволяют сделать вывод, что для любых 

двух вешественных чисел а и 6 (5 = 0) существует, и притом 


1 
неравенствам — <а < — 


! 
1) В качестве числаа может быть взята точная верхняя грань множества 


1 
всех рациональных чисел = 
2 
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только одно, вешественное число с, удовлетворяющее условию 
сб = а. Это число с называется частным чисел а и 6. 

Из определения частного и из свойства, 9° вытекает, что чис- 
ло а’, обратное числу а, равно частному чисел 1 и а, которое мы 
обозначим как 1/а. 

Заметим, наконец, что на случай вешественных чисел перено- 
сится и последнее 13-е свойство рациональных чисел, а именно: 
каково бы ни было вещественное число а, можно число 1 повто- 
рить слагаемым столько раз, что полученная сумма превзой- 


дет а'). Докажем это свойство. В случае а < 0 доказательство 
не требуется, ибо 1 > а. Пусть а > 0; а = ад, а ... @ ... В 
силу того, что определение суммы вещественных чисел в при- 
менении к сумме рациональных чисел совпадает с определением 
суммы рациональных чисел, повторив число 1 слагаемым 97 раз, 
получим целое число %. Таким образом, достаточно доказать, 
что для числа а найдется целое число п такое, что п > а. Но это 
очевидно: достаточно взять 7 = @0 +2. 

Таким образом, на случай вещественных чисел переносят- 
ся все основные свойства, сформулированные для рациональных 
чисел в п. 1 настоящего параграфа. Следовательно. для веще- 
ственных чисел сохраняют свою силу все правила алгебры, 
относящиеся к арифметическим действиям и к сочеталнлио 
равенств и неравенств. 

На этом мы заканчиваем изложение элементов теории ве- 
щественных чисел, необходимых для построения курса матема- 
тического анализа. Дальнейшее развитие теории вещественных 
чисел читатель может найти в приложении в конце книги. 

В заключение заметим, что мы построили теорию вешествен- 
ных чисел, апеллируя к их представлению в виде бесконечных 
десятичных дробей. 

Совершенно ясно, что мы могли бы апеллировать и к беско- 
нечным дробям с любым другим (не обязательно десятичным) 
основанием. В этом отношении системы счисления с различными 
основаниями эквивалентны между собой. Однако в некоторых 
вопросах приближенных вычислений и, в частности, при округ- 
лении чисел до заданного количества разрядов системы счисле- 
ния с четными и нечетными основаниями ведут себя существен- 
но по-разному (см. по этому поводу дополнение 2 к этой главе). 

4. Некоторые часто употребляемые соотношения. 
Докажем справедливость для любых вещественных чисел аи б 
следующих двух соотношений: 


[а | = [а - [81, (2.14) 
а-+ь| < |а|-+ 16|. (2.15 


1) Заметим, что это свойство называют аксиомой Архимеда. 
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Словесная формулировка этих соотношений такова: 1) мо- 
дуль произведения двух чисел равен произведению модулей этих 
чисел, 2) модуль суммы двух чисел не превосходит суммы мо- 
дулей этих чисел. 

Соотношение (2.14) непосредственно вытекает из определе- 
ния произведения двух вещественных чисел. Докажем соот- 
ношение (2.15). На основании определения модуля и правила 
сравнения для любых вещественных чисел а и 6 справедливы 
неравенства, 


В силу основных свойств. можно почленно складывать неравен- 
ства, одного знака (это доказано в конпе п. 1 8 1). Поэтому 


—([а| + [6] за+6< [а|+|6]. 


Используя в случае а + 6 > 0 правое, а в случае а + В < 0 левое 
из последних неравенств, мы получим неравенство (2.15). 


—а|<а<|а 


Замечание. Отметим еще два часто употребляемых неравенства: 


а-6|> |[а| - [61 (2.16) 
а-в| > [а|- [6]. (2.17) 


Для получения неравенства (2.16) достаточно учесть, что а = (а-6)-+6, 
и, опираясь на (2.15), записать неравенство: |а| < |а-—6|-|6|. Неравенство 
(2.17) является следствием неравенства (2.16) и неравенства |6 -а| > |6 | —- 
— |а|, которое получается из (2.16), если поменять местами числа а и 6. 


$ 3. Некоторые конкретные множества 
вещественных чисел 


В дальнейшем нам часто придется иметь дело с различны- 
ми множествами вещественных чисел. Будем обозначать произ- 
вольное множество вещественных чисел символом {т}, а числа, 
входящие в состав этого множества, будем называть элемента- 
ми или точками этого множества. Мы будем говорить, что точ- 
ка х1 мноэсества {т} отлична от точки хо этого множества, 
если вещественные числа т1 и т2 не равны друг другу. Если при 
этом справедливо неравенство %1 > то (71 < 12), то будем гово- 
рить, что точка ху лежит правее (левее) точки т2. 

Рассмотрим некоторые наиболее употребительные множе- 
ства вещественных чисел. 

1°. Множество вещественных чисел т, удовлетворяющих 
неравенствам а < т < 6, глеа < 6 будем называть сегмен- 
том и обозначать символом [а,6]. При этом числа а и 6 будем 
называть граничииями точками или концами сегмента, [а, 6], & 
любое число т, удовлетворяющее неравенствам а < т < 6, будем 
называть внутренней точкой сегмента, [а, 6]. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 57 


2°. Множество всех вещественных чисел т, удовлетворяющих 
неравенствам а < д <6{илиа < т< ь будем называть полу- 
сегментом и обозначать символом [а,6) {или (а,6]}. 

3°. Множество всех вешественных чисел х, удовлетворяющих 
неравенствам а < т < 5, будем называть интервалом и обозна- 
чать символом (а, 6). 

4°. Любой интервал, содержащий точку с, будем называть 
окрестностью точки с. 

5°. Интервал (с-=, с+=), где & > 0, будем называть =-окрест- 
ностью точки с. 

6°. Множество всех вешественных чисел будем называть чи- 
словой (бесконечной) прямой и обозначать символом (—с0, +05). 

7. Множество всех вещественных чисел х, удовлетворяющих 
неравенству х 2 а {или т < В!, будем называть полупрямой и 
обозначать символом | а, со) {или (—с0,6]}. 

8°. Множество всех вешественных чисел х, удовлетворяющих 
неравенству д > а {или т < 6}, будем называть открытой по- 
лупрямой и обозначать символом (а, со) {или (—с0,6)}. 


Замечание. Отметим, что сегмент иногда называют замкнупиым 
отрезком или просто отрезком, а интервал — открытым отрезком. 

Произвольное множество {1%} будем называть плотиным в себе, если в 
любой окрестности каждой точки х этого множества содержится хотя бы 
одна точка множества, отличная от х. Примером плотного в себе множе- 
ства может служить любое из определенных выше множеств 1°—8°. Другим 
примером плотного в себе множества может служить множество всех ра- 
циональных чисел, входящих в состав любого из множеств 1°-8°. 


ЛОПОЛНЕНИЕ 1 


О ПЕРЕВОДЕ ЧИСЕЛ ИЗ ДЕСЯТИЧНОЙ СИСТЕМЫ 
СЧИСЛЕНИЯ В ДВОИЧНУЮ И ИЗ ДВОИЧНОИ 
СИСТЕМЫ В ДЕСЯТИЧНУЮ 


В этом дополнении мы остановимся на алгоритмах перевода чисел из де- 
сятичной системы счисления в двоичную и обратного перевода из двоичной 
системы в десятичную ‘). 

Перевод чисел из десятичной системы счисления в двоичную. 
Для задания десятичного числа т1о в разрядной сетке электронной мапины 
используют так называемую нормализованную форму записи 
этого числа 


ИИ р10 | | 
$10 = 910 ° 10 . (2.18) 
В этой форме записи величина 


Фо = (1-25, ) (аи. 107" + а2 1077 +... + аэ: 10?) (2.19) 


1) Излагаемые ниже алгоритмы реализуются, в частности, на электрон- 
ной машине БЭСМ-4. 
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называется десятичн09$й мантиссой данного числа, причем оз > 1, 


1 
© берется равным нулю при 410 2 0 и равным единице при 410 < 0 ). а 
показатель степени 


рю = (1 - 25») (В1 + 1082) (2.20) 
называется десятичным порядком данного числа, причем Юр берется 
равным нулю при 1710 2 0 и равным единице при р < 0 2). 


Ро Ч 10 


поро 


Рис. 2.3 


На рис. 2.3 указано, как десятичное число (2.18)—(2.20) задается в раз- 
рялной сетке электронной машины. На изображение каждого из десятич- 
ных чисел 01, ол, а2, ..., @9 отводится по четыре двоичных разряда, так 
что каждое из указанных чисел может принимать любое целочисленное зна- 
чение от ( до 15, а на изображение числа 05 отводится всего два разряда, 
так что 5 может принимать значения 0, 1, 2,33). 

Стандартная программа вырабатывает по десятичному числу (2.18)- 
(2.20) соответствующее ему двоичное число 52. Эта программа реализуется 
слелдующим образом. Сначала вычисляется величина У: 


у = (1-25. (аа : 10° + а. 10° +... + ао) . 20° 


Затем указанная величина ^/ умножается на величину А = 298.107 '° (послед- 
няя величина задается в машине также в нормализованной форме, причем 
обычно с избытком в две единицы младшего разряда мантиссы). 

Произвеление Алу отвечает, очевидно, десятичной мантиссе (2.19). 
Дальнейшая процедура заключается в умножении ^^) на 10 или 1/10 в за- 
висимости от знака р1о (т. е. от 5»), производимом столько раз, какова 
величина |р1о|. В завершение программы в полученном результате обычно 
очищают три младиих разряда мантиссы. 

Указанная программа 1) обеспечивает по крайней мере 30 верных двоич- 
ных знаков результата, 2} обеспечивает перевод в двоичное число любого пе- 
лого десятичного числа в диапазоне от ( ло 50 000, 3) обеспечивает перевод 


десятично нормализованного числа в двоично нормализованное число 1). 


') Таким образом, множитель (1 — 25.) в равенстве (2.19) характеризует 
знак мантиссы 410. 

°) Так что множитель (1—25,) в равенстве (2.20) характеризует знак 
порядка р1о. 

3) На самом деле, в силу конструкции клавишного устройства, на этом 
устройстве нельзя пробить кажлое из чисел 61, ол, а2,... , @9 ббльшим де- 
вяти, а число 0> нельзя пробить ббльшим единицы. Таким образом, каждое 
из чисел 01, @1,а2,...,@э меняется в диапазоне от 0 до 9, а число 05 
принимает значения (и 1. 

“) Если исходное десятичное число не являлось нормализованным (т. е. в 
(2.19) нарушалось условие а: 2 1), то и результат его перевода в двоичную 
систему может оказаться ненормализованным. 
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В заключение заметим, что если при реализации указанной программы 
в процессе умножения на 10 двоичный порядок переводимого числа пре- 
вышает 59, то дальнейшие умножения на 10 прекращаются, даже если они 
требуются в соответствии с величиной |р1о|. 

Перевод чисел из двоичной системы счисления в десятичную. 
Укажем стандартную программу, которая вырабатывает по заданному в 
нормализованной форме двоичному числу х = 42.272 соответствующее ему 
десятичное число 110, записанное в нормализованной форме (2.18)—(2.20). 
В разрядлной сетке машины вырабатываемое число располагается так, как 
указано на рис. 2.3. 

Программа реализуется следующим образом. Сначала исходное чис- 
ло 12 множится на 1/10 для того, чтобы при последующем умножении на 10 
не получить маптгинного переполнения. Затем полученное число множится 
на 10 или 1/10 в зависимости от того, больше оно единицы или нет, до 
тех пор, пока результат умножений не попадет в интервал от 1/10 ло 1. 
Количество произведенных умножений, очевидно, определяет |р1о|. Что же 
касается знака р10, то он положителен, если исходное число превосходит 
единицу, и отрицателен в противном случае. 

ДЛалее очевидно, что полученное в результате умножений число и будет 
десятичной мантиссой 410. Цифры ол, @2,... , @э десятичной мантиссы 410 
определяются последовательно путем умножения на 10 и выделения целой 
части. 


ЛОПОЛНЕНИЕ 2 


ОБ ОШИБКАХ В ОКРУГЛЕНИИ ЧИСЕЛ В СИСТЕМАХ 
СЧИСЛЕНИЯ С ЧЕТНЫМ И НЕЧЕТНЫМ ОСНОВАНИЯМИ 


Предположим, что вычислительная маптина работает с {-разрядными 
числами в системе счисления с основанием р > 2. Тогда, не уменьшая общ- 


ности, можно считать, что все числа х(), хранящиеся в памяти машины, 
имеют ви 
д (8) __ —1 —2 —$ 
то =@р тар тс фар , 


гле коэффициенты а, (1 = 1,2,...,Ё) могут принимать значения 0,1,... 
‚(р -— 1). Совершенно ясно, что такие операции, как сложение, умно- 
жение или деление, булучи произведены над {-разрядными числами, мо- 
гут лать в результате числа, содержащие более чем $ разрядов, и поэтому 
естественно возникает необходимость в округлении указанных чисел до 
разрялов. 
Рассмотрим простейшую операцию — округление чисел, содержащих 
Еф {т (гдег > 0) разрядов, до чисел, содержащих # разрядов. Каким бы 
способом ни производилось округление содержащего (#- т) разрядов чис- 


(+) результатом округления должно быть #-разрядное число. Отсюда 


вытекает, что ошибка округления числа д") (обозначим эту оптибку сим- 


ла 5 


волом =(%('"”))) имеет следующий вид: 
=(=( т") — —р о 1") + т(?) р". 


Здесь 1 может принимать значения 0, 1,..., р’ -—1 в зависимости от 
значения последних !' разрядов числа с”) а от т(®) — некоторая функция 
от 1, принимающая пелочисленные значения и зависящая от выбранного 


способа округления. 
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Наиболее важной характеристикой ошибки округления является ее 
ы 
среднее значение А, которое определяется как дробь ) 


д_ Хе”) 
— ит) ) 


в числителе которой стоит сумма ошибок, соответствующих всем лопу- 
стимым значениям чисел же”), а в знаменателе — количество таких чи- 
сел х( ">. 


Предположим, что все рассматриваемые числа д") 


удовлетворяют 


неравенствам 0 < ("< 1. Тогда, очевидно, количество ве”) 


ж(г) будет равно р'"", и мы получим после несложных вычислений, что 


всех чисел 


(и) р, р’ 1 ‚ 
— + т(з).р (а д р -1 
д=24 р С | =р > п 5 
1=0 


Сумма У`т(1), стоящая под знаком фигурной скобки, зависит от выбран- 
ного нами способа округления, но в любом случае эта сумма будет пело- 
т 


® 9 в р 
численной. Второй член под знаком фигурной скобки 5 при любом 


четном рне будет целым. Таким образом, при любом четном осно- 
вании р средняя ошибка А не равна нулю. Это означает, что при любом 
фиксированном способе округления, определяемом лишь отбрасываемыми 
разрядами, ошибка от округления до меньшего числа разрядов будет иметь 
систематическое смещение при любой системе счисления с четным основа- 
нием. С другой стороны, легко проверить, что обычное «школьное» правило 
округления в любой системе с нечетным основанием приводит к «несме- 
шенным» ошибкам. 


1) Символ »` есть символ суммирования тех слагаемых, которые записа- 
ны вслед за этим символом. Если указанные слагаемые зависят от номера $, 
И 
то запись >’ обозначает, что нужно произвести суммирование по всем зна- 
. У 
чениям 4 от 7 до п. 


ГЛАВА 3 


ПРЕДЕЛ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 


Одной из основных операций математического анализа, явля- 
ется операция предельного перехода. Эта операция встречается 
в анализе в различных формах. В настоящей главе рассматри- 
вается простейшая форма операпии предельного перехода, осно- 
ванная на понятии предела так называемой числовой послело- 
валтельности. Понятие предела числовой последовательности по- 
зволит нам в дальнейшем определить и другие формы операции 
предельного перехода. 


$ 1. Числовые последовательности 


1. Числовые последовательности и операции над ни- 
Из элементарного курса читатель имеет представление о 
числовых последовательностях. Примерами числовых послело- 
вательностей могут служить: 1) последовательность всех элемен- 
тов арифметической и геометрической прогрессии, 2) послелдо- 
вательность периметров правильных п-угольников, вписанных 
в данную окружность, 3) последовательность 5х1 = 1, 42 = 1,4, 


3 =1,41... приближенных значений числа \/2. Этот пункт мы 
начнем с уточнения понятия числовой последовательности. 
Если каоюкдому числу п натурального ряда чисел 1, 2, и: 
п,... ставится в соответствие по определенному закону неко- 
торое вещественное число ть, то множество запумерованных 
вещественных чисел 
оно + + + (3.1) 


мы и будем называть числовой последовательностью или про- 
сто последовательностью. 

Числа ти будем называть элементами или членами последо- 
вательности (3.1). Сокращенно последовательность (3.1} будем 
обозначать символом {т}. Так, например, символом {1/т! бу- 
дем обозначать последовательность 1, 1/2,..., 1/п, ..., а сим- 
волом 11 + (—1)”} — последовательность 0, 2, 0, 2, 
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Введем понятие арифметических операций над числовыми 
последовательностями. Пусть даны произвольные последова- 
тельности 11, 12,..., Ти, ... ИЗ, 14, ..., щи, ... Суммой этих 
последовательностей назовем последовательность 51 + 91, 12 + 
+ 92, ..., бр + Уп, ... (или {х, + ч.!), разностью — последо- 
вательность 11 — 91, 12 — 12, ..., Хи — Уп, ... (или {ть — ть, 
произведением — последовательность 11:1, 12:12,..., Тит»... 


ФТ 42 И 
(или {7:/.}), частным — последовательность ==, =^,..., =“... 


и’ у’ _ Уп 
ити) 
или — р}. 
Ут 


Фо 
Замечание. При определении частного |= - нужно тре- 
Ут 


бовать, чтобы все элементы у» последовательности {у} были 
отличны от нуля. Однако если у последовательности {у»} обра- 


бт 
шается в нуль Лии конечное число элементов, то частное фт - 
Ут 


можно определить с того номера, начиная с которого все элемен- 
ты Ул отличны от нуля. 

2. Ограниченные и неограниченные последователь- 
ности. 

Определение 1. Последовательность {т} называется 
ограниченной сверту (снизу, если суще- 
ствует такое вещественное число М (число т), что каждый 
элемент ти последовательности {ти} удовлетворяет неравен- 
ству т, < М (ти 2 т) 1). 

При этом число М (число 7%) называется верхней гранью 
(нижней гранью) последовалельности {7„}, а неравенство 
ти < М (1% > т) называется условием ограниченности по- 
следовательности сверху (снизу). 

Отметим, что любая ограниченная сверху последователь- 
ность {1%} имеет бесчисленное множество верхних граней. В 
самом деле, если М — верхняя грань, то любое число М», боль- 
ттее М, также является верхней гранью. Подчеркнем, что в усло- 
вии 7, < М ограниченности последовательности {хи} сверху в 
качестве М может рассматриваться любая из верхних граней. 
Аналогичные замечания можно сделать в отношении нижних 
граней ограниченной снизу последовательности {52}. 

Определение 8. Последовательность {ти} называется 
ограниченной с обеих сторон или просто ограниченной, 
если она ограничена и сверту, и снизу, т. е. если существуют 
числа т и М такие, что любой элемент хи этой последова- 
тельности удовлетворяет неравенствам: т < ть < М. 


1) Это определение полностью аналогично определению ограниченного 
сверху (снизу) множества вещественных чисел (см. п. 5 $ 1 гл. 2). 
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Если последовательность {5 } ограничена и М и т — ее верх- 
няя и нижняя грани, то все элементы ти этой последовательно- 
сти удовлетворяют неравенству 


| < А, (3.2) 


где А — максимальное из двух чисел |М] и |т|. Обратно, если 
все элементы последовательности 17. : удовлетворяют неравен- 
ству (3.2), то выполняются также неравенства —А < т, < А, 
и, следовательно, последовательность {т„! ограничена. Таким 
образом, неравенство (3.2) представляет собой другую форму 
условия ограниченности последловательности. Уточним понятие 
неограниченной последовательности. Последовательность {ть} 
называется неограниченной, если для любого полоэкительно- 
го числа А найдется элемент ти этой последовательности, 
удовлетворяющий неравенству |т„| > А. Рассмотрим несколь- 
ко примеров: 

1) Последовательность —1, —4, —9,..., -п?,... ограничена 
сверху и не ограничена снизу. Верхней гранью этой последовал 
тельности является любое число, не меньшее —1. 

2) Последовательность 1, 1/2, 1/3,...,1/п,... ограничена. 
Действительно, верхней гранью этой последовательности явля- 
ется любое число М > 1, анижней гранью — любое число т < 0. 

3) Последовательность 1, 2, 1,3,..., п, Ъ п+ 1) ... 
не ограничена. В самом деле, каково бы ни было положительное 
число А, среди элементов этой последовательности (с четными 
номерами) найдутся элементы, превосходящие А. 

3. Бесконечно большие и бесконечно малые послело- 
вательности. 

Определение 1. Последовательность {ть}! называется 
бесконечно большой, если для любого поломсительного 


числа АГ) можно указать номер № такой”). что при п > М все 
элементы ти этой последовательности удовлетворяют нера- 
венству |т,| > А. 

Замечание. Очевидно, что любая бесконечно большая по- 
следовательность является неограниченной, поскольку для лю- 
бого А > 0 можно указать номер М такой, что при п > М все 
элементы ху, удовлетворяют неравенству |х„| > А, а следова- 
тельно, для любого А > 0 найдется по крайней мере один та- 
кой элемент ти, что || > А. Однако неограниченная послелдо- 
вательность может и не быть бесконечно большой. Например, 
неограниченная последовательность 1, 2, 1,3,..., п, ... не 
является бесконечно большой, поскольку при А > 1 неравенство 
|7»| > А не имеет места, для всех т» с нечетными номерами. 


') Сколь бы большим мы его ни взяли. 
?) Так как номер № зависит от числа А, то иногда пишут № = М№(А). 
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Определение 2. Последовательность {ор\Г) называется 
бесконечно малой, если для любого положительного 


числа =?) можно указать номер № такой3). что при > М все 
элементы от этой последовательности удовлетворяют, нера- 
венству |0%| < 6. 

Рассмотрим следующие примеры: 

1. Локажем, что последовательность 4, 47°, 49°. 
при |4| > 1 является бесконечно большой, а при |4 < 
бесконечно малой. 

Сначала рассмотрим случай |4| > 1. Тогда |а| = 1-0, где 
б > 0. Используя формулу бинома Ньютона, получим |4|\ = 
= (1+6)^ =1+06М№+ положительные члены). Отсюда 


а > 6М. (3.3) 
Фиксируем произвольное число А > 0 и выберем номер № столь 
большим, чтобы имело место неравенство ЯМ > А%). Из нпо- 
следнего неравенства и неравенства (3.3) вытекает неравенство 
|4” > А. Так как прит > |4|^ (в си- 
лу свойств произведения вещественных чисел), то |9 |" > А при 
у > №. Тем самым доказано, что при |4| > 1 рассматриваемая 
последовательность является бесконечно большой. 
Случай |4| < 1 рассматривается совершенно аналогично. В 


п, 


1 ., 
этом случае т = 1 +9, гле д > 0 (мы опустили случай 4 = 0). 
9 


Снова используя формулу бинома Ньютона, мы получим вместо 
(3.3) следующее неравенство: 
1 


>0М№ или |4“ < =. (3.3*) 


Фиксируем произвольное = > 0 и выберем номер М№ из условия 


тЫ 


1 Е 
= < =5). Так как |9” < |9|” при п > М и при |9| < 1 
то из полученных неравенств вытекает, что |4 |" < = при п 2 


> М№. Тем самым доказано, что при |9| < 1 рассматриваемая 
последовательность является бесконечно малой. 

2. Докажем, что последовательность 1, 1/2,...,1 / 7, бес- 
конечно малая. В самом деле, если п > М, то 1/п < | ИМ. По- 
этому по данному = достаточно выбрать номер М из условия 
1/№ < =. Например, можно положить М = [1/=| + 1. 


1) Элементы бесконечно малых последовательностей мы, как правило, 
будем обозначать греческими буквами. 


2) Сколь бы малым мы его ни взяли. 

3) Так как номер № зависит от числа =, то иногда пишут № = №(2). 

1) Достаточно положить № = [А/6] + 1, где символ [| обозначает целую 
часть числа т. Например, [5, 138| =5, [-172, 9] = —173 

5) Достаточно положить № = [1/(6=)] +1 
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4. Основные свойства бесконечно малых последова- 
тельностей. 

Теорема 93.1. Сумма двух бесконечно малых последова- 
тельностей есть бесконечно малая последовательность. 

Доказательство. Пусть {о} и {Ви} — бесконечно 
малые последовательности. Докажем, что последовательность 
{а - би} — бесконечно малая. Пусть = — произвольное поло- 
жительное число, № — номер, начиная с которого |аи| < 5/2, 
а № — номер, начиная с которого || < =/2. (Такие номера № 
и № найдутся по определению бесконечно малой последователь- 
ности.) Так как модуль суммы двух чисел не превосходит суммы 
их модулей, т. е. аи + Вы < |@п| + |Ви| (см. п. 4 $ 2 пл. 2), то, 
обозначив через № наибольший из двух номеров М№М и №, мы 
получим, что, начиная с номера №, выполняется неравенство 
|2, + бп! < в. Это означает, что последовательность {а + В} 
бесконечно малая. Теорема доказана. 

Теорема 9.2. Разность двух бесконечно малых последова- 
тельностей есть бесконечно малая последовательность. 

Эта теорема доказывается аналогично предыдущей, только 
вместо неравенства |о„ + Ви| < |@п - |6.| следует взять нера- 
венство а — Вь| < |@и + |Вв|. 

Следствие. Алгебраическая сумма любого конечного чис- 
ла бесконечно малых последовательностей — бесконечно малая 
последовательность. 

Теорема 9.3. Бесконечно малая последовательность огра- 
ничена. 

Доказательство. Пусть {аи} — бесконечно малая по- 
следовательность и & — некоторое положительное число. Пусть, 
далее, № — номер, начиная с которого || < =. Обозначим че- 
рез А наибольшее из следующих М чисел: &, |1 |, |2 |,...,|@м_1|. 
Это можно записать так: А = шах{Е, |0 |, [@2|,..., ам. 
Очевидно, |@р| < А для любого номера п, что означает огра- 
ниченность последовательности. Теорема доказана. 

Теорема 3.4. Произведение ограниченной последовательно- 
сти на бесконечно малую последовательность представляет 
собой бесконечно малую последовательность. 

Доказательство. Пусть {5} — ограниченная ‚ а 
{а„\ — бесконечно малая последовательности. Так как после- 
довательность {хи} ограничена, то сушествует число А > 0 та: 
кое, что любой элемент ти удовлетворяет неравенству |7.| < А. 
Возьмем произвольное положительное число =. Поскольку по- 
следовательность {аи} бесконечно малая, то для положитель- 


1 . 
) Здесь и в дальнейшем символ а = шах{а1, а2,..., ап! означает, что 
число а равно максимальному из чисел ат, а2,..., Ол. 


3 В.А. Ильин, Э.Г. Позняк, часть [ 
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ного числа =/А можно указать номер № такой, что при ® 2 № 
выполняется неравенство |от| < &/А. Тогда при ® > М | ти-оъ| = 
= ть: < А- = =. Поэтому последовательность {ти : п} 


бесконечно малая. Теорема доказана. 

Следствие. Произведение любого конечного числа бесконеч- 
но малых последовательностей представляет, собой бесконечно 
малую последовательность. 

Замечание. Частное двух бесконечно малых последо- 
вательностей может быть последовательностью любого типа и 
даже может не иметь смысла. Если, например, аи = 1/п, В» = 


Ст 
= 1/п, то все элементы последовательности и равны еди- 


ИГ? 
Ол 
нице. Если о„ = 1/п, В, = 1/17, то последовательность {9 
п, 
бесконечно большая, и наоборот, если а„ = 1/п”, а В» = 1/п, 
О 
В» 
но много элементов последовательности 1В»„{ равны нулю, то 


то последовательность | | бесконечно малая. Если бесконеч- 


с 
частное {9") не имеет смысла. 
у 


Теорема 9.5. Если все элементы бесконечно малой последо- 
вательности {от} равны одному и тому же числу с, то с = 0. 

Доказательство. Допустим, что с = 0. Положим = = 
= |с|/2, = > 0. Начиная с номера №, соответствующего этому 5, 
выполняется неравенство || < . Так как о = са = |& | /2, 
то последнее неравенство можно переписать следующим обра- 
зом: |с| < |с|/2, откуда 1 < 1/2. Полученное противоречие 
показывает, что предположение с = 0 не может иметь места. 
Итак, с = 0. Теорема доказана. 

В заключение отметим предложение, устанавливающее связь 
между бесконечно большими и бесконечно малыми последова- 
тельностями. 

Теорема 3.6. Если {т} — бесконечно большая последова- 
тельность, то, начиная с некоторого номера %, определена по- 
следовательность {1/т,}, которая является бесконечно ма- 
лой. Если все элементы бесконечно малой последовательности 
{ат} не равны нулю, то последовательность {1 /ош} бесконечно 
большая. 

Доказательство. Отметим, во-первых, что у бесконеч- 
но большой последовательности лишь конечное число элементов 
может быть равно нулю. В самом деле, из определения беско- 
нечно большой последовательности вытекает, что для данного 
положительного числа А можно указать такой номер М№*, начи- 
ная с которого выполняется неравенство |т„| > А. Это означает, 
что при п > М№* все элементы ти не равны нулю, а поэтому по- 
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следовательность {1/5} имеет смысл, если ее элементы рассма- 
тривать начиная с номера М№*. Докажем теперь, что {1/2} — 
бесконечно малая последовательность. Пусть = — любое поло- 
жительное число. Для числа 1/= можно указать номер № > № 
такой, что при й > М элементы х„ последовательности {ти} 
удовлетворяют неравенству |5„| > 1/=. Поэтому, начиная с ука- 
занного номера №, будет выполняться неравенство |1/7.| < 6. 
Таким образом, доказано, что последовательность {1/5} беско- 
нечно малая. 

Доказательство второй части теоремы проводится аналогично. 


$ 2. Сходящиеся последовательности и их 
основные свойства 


1. Понятие сходящейся последовательности. 
Определение. Последовательность {хи} называется ст о- 
дящейся, если существует, такое число а, что последовалте- 
льность {т„-а} является бесконечно малой. При этом число 
а называется пределом последовательности 
Определение сходящейся последовательности можно, очевид- 
но, сформулировать также и следующим образом. 
Последовательность {т} называется сходящейся, если су- 
ществует такое число а, что для любого положительного чис- 


ла = можно указать номер № такой”). ‘по при п > М все 
элемезитиы т» этой последовательности удовлетворяют, нера- 


венств 

у Ри — а, < Е. (3.4) 
При этом число а называется пределом последовательно- 
сти {ть}. 


Если последовательность {т„} сходится и имеет своим пре- 
делом число а, то символически это записывают так 3): 


т т, =а, или т, а при п >} ©. 
—со 


1) В соответствии с этим определением всякая бесконечно малая после- 
довательность является сходящейся и имеет своим пределом число нуль. 

2) Так как № зависит от &, то иногла пишут № = М№(=). 

3) Отметим, что бесконечно большие последовательности иногда назы- 
вают последовательностями, сходящимися к бесконечности. Поэтому если 
последовательность {х„} бесконечно большая, то символически это запи- 
сывают так: п, = О. 
п—} со 
Если элементы бесконечно большой последовательности, начиная с некото- 
рого номера, имеют определенный знак, то говорят, что последовательность 
{т} сходится к бесконечности определенного знака. Символически это за- 
писывается следующим образом: 

Пт ди = +0, Па дл =- оо. 
п—оо и—с 


3% 
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Замечание 1. Неравенство (3.4) эквивалентно неравен- 
ствам —ё < ти-а < -Е, илиа-Е < т, < а-+е. Последние нера- 
венства означают, что элемент х„ находится в =-окрестности 
числа а (напомним, что =-окрестностью числа а называется 
интервал (а—,а-+=)). Поэтому определение сходящейся по- 
следовательности можно сформулировать также и следующим 
образом. 

Последовательность {ти} называется сходящейся, если су- 
ществует число а такое, что в любой =-окрестности числа а 
находятся все элементы последовательности {ти}, начиная с 


некоторого номера). 

Определение сходяшейся последовательности утверждает, 
что разность ти — а = о является бесконечно малой после- 
довательностью. Следовательно, любой элемент хи, сходящейся 
последовательности, имеющей пределом число а, можно пред- 
ставить в виде 


ти = а + оп, (3.5) 


гле а„ — элемент бесконечно малой последовательности. 
Замечание 2. Из определения предела последователь- 

ности очевидно, что конечное число элементов не влияет на схо- 

димость этой последовательности и на величину ее предела. 
Рассмотрим примеры сходящихся последовательностей. 


7% в 
1) Последовательность т сходится; предел этой после- 
7 


7 
довательности равен единице. В самом деле, так как т — 1 = 
7 


т, то для доказательства достаточно убедиться, что по- 
7 


1 
следовательность | — бесконечно малая. Если п > №, то 
7 


и поэтому по данному = > 0 достаточно вы- 
1 


& 


1 
п-+1|] ^ М+1 
брать номер М из условия 
можно положить 


или № > 


— 1. Например, 


ЕН +1 при & < 1, 


: 
1 при Е > Ё. 
2) Докажем, что последовательность 41 = 0,3; тэ = 0,33 
.; ти = 0,33...3;... сходится и имеет своим пределом число 
“Азат, ии” 
тъ раз 


1/3. Поскольку число 1/3 представимо бесконечной десятичной 
дробью 0,333..., то из правила сравнения вещественных чисел 


1) Зависящего, конечно, от =. 
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(см. п. 38 1 гл. 2) вытекают неравенства ') 


0. 33...3< : < 0.33...3+ 


—_— —_ тя 
п раз п раз 
| 1 1 
Из этих неравенств получим, что и -=| < тоя Так как при 
1 1 й 

> № Тот < том? 9; выбрав по любому = > 0 номер № из усло- 

1 и —1 > № 
ВИЯ 10% < =, Получим |Ти — З < = при п 2 \. 


Возможность выбора номера №, удовлетворяющего условию 
|4 |^ < Е при любом |4 | < 1, была установлена в примере 1 п. 3 $ 1. 

2. Основные свойства сходящихся последовательно- 
стей. 

Теорема 3.7. Стодящаяся последовательность имеет 
только один предел. 

Доказательство. Пусть аи 6 — пределы сходящейся 
последовательности {ти}. Тогда, используя специальное пред- 
ставление (3.5) для элементов хи сходящейся последовательно- 
сти {7}, получим т, = а+ о, ть = 6+ Вь, где и В, — 
элементы бесконечно малых последовательностей {от} и {б.}. 

Вычитая написанные соотношения, найдем а — В, = 6 - 
—а. Так как все элементы бесконечно малой последовательности 
{а — Ви} имеют одно и то же постоянное значение 6 — а, то по 
теореме 3.5 6 — а = 0, т. е. 6 = а. Теорема доказана. 

Теорема 3.8. Стодящаяся последовательность ограничена 

Доказательство. Пусть {ти} — сходящаяся последо- 
вательность и а — ее предел. Используя формулу (3.5), имеем 

7 = а Ой, 
где о„ — элемент бесконечно малой последовательности. Так как 
бесконечно малая последовательность {аи} ограничена (см. те- 
орему 3.3), то найдется такое число А, что для всех номеров п 
справедливо неравенство |о„ < А. Поэтому |ти| < |а| + А для 
всех номеров п, что и означает ограниченность последователь- 
ности {7и}. Теорема, доказана. 

Замечание 1. Ограниченная последовательность может 
и не быть сходящейся. Например, последовательность 1, —1, 1, 
—1,... ограничена, но не является сходящейся. В самом деле, 
если бы эта последовательность сходилась к некоторому чис- 
лу а, то каждая из последовательностей {2 аи [ли -а} 
являлась бы бесконечно малой. Но тогда, в силу теоремы 3.2, 
последовательность {(5„—а) — (хи1-а)} = 2 — хит была бы 
бесконечно малой, что невозможно, так как | ти — пит | = 2 для 
любого номера п. 


1) См. также неравенства (2.5) из п. 4 $ 1 гл. 2. 
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Докажем следующие основные теоремы. 

Теорема 3.9. Сумма стодящихся последовательностей 
{2иф и {уп} есть стодящаяся последовательность, предел ко- 
торой равен сумме пределов последовательностей {2} и {уп}. 

Доказательство. Пусть а и 6 — соответственно 
пределы последовательностей {жи} и {уп}. Тогда 


Ти, = а + бп Уп = 6 - Вю, 


где {иги {В»} — бесконечно малые последовательности. Сле- 
довательно, (ти + уп) — (а-+ 5) = о - Вы. 

Таким образом, последовательность {(2„-+ув)— (а--5)} беско- 
нечно малая, и поэтому последовательность {ти + ур} сходится 
и имеет своим пределом число а - 6. 

Теорема 3.10. Разность стодящихся последовательностей 
{тии {уп} есть стодящаяся последовательность, предел кото- 
рой равен разности пределов последовательностей {хи} и {уп}. 

Доказательство этой теоремы аналогично доказа- 
тельству теоремы 3.9. 

Теорема 3.11. Произведение схтодящихся последовательно- 
стей {2} и {уп} есть сходящаяся последовательность, пре- 
дел которой равен произведению пределов последовательностей 
{ви} и {т}. 

Доказательство. Еслиаи 6 — пределы последователь- 
ностей {2иф и {уи} соответственно, то ти = а + а, У = 6+ Вы 
и ти и =а-6+а: 6. + 6: оп + оби. Следовательно, 

ти и а. 6 =а- В» +6: о + ов : Вы. 

В силу теоремы 3.4 и следствия из нее, а также теоремы 3.1 
последовательность {а : В» +6: аи + аи : Ви! бесконечно малая, 
т. е. и последовательность {7 : и —&а`6} бесконечно малая, и 
поэтому последовательность {ти ` Уп} сходится и имеет своим 
пределом число а. 6. 

Для доказательства соответствующей теоремы для частного 
двух последовательностей нам понадобится следующая лемма. 

Лемма 1. Если последовательность {ци} сходится и име- 
ет отличный от нуля предел 6, то, начиная с некоторого 


1 
номера, определена последовательносткь 1 которая явля- 


ется ограниченной. 

Доказательство. Пусть = = |6|/2. Так как 6 = 
2 0, то = > 0. Пусть № — номер, соответствующий этому &, 
начиная с которого выполняется неравенство |у„ —В| < = или 
у, —6| < |5 /2. Из этого неравенства следует, что при п 2 


> М выполняется неравенство ') |у„| > |6|/2. Поэтому при 


1) В самом деле, так как 6 = (В - у») + жи |6 -ин| < |Ъ|/2, то [6 | < 
< 6 -— ин] + [у [ < 162+ [| 
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2 
< ТЫ Следовательно, начиная с этого номера 


1 
М, мы можем рассматривать последовательность 1 и эта 


Ут, 


п > № имеем 


последовательность ограничена. Лемма 1 доказана. 

Теорема 3.12. Частное двух стодящихтся последовательно- 
стей {ти} и {уп} при условии, что предел {у}? отличен от 
нуля, есть сходящаяся последовательность, предел которой ра- 
вен частному пределов последовательностей {ть} и {уп}. 

Доказательство. Из доказанной леммы 1 следует, 
что, начиная с некоторого номера №, элементы последовательно- 


1 

сти {уп} отличны от нуля и последовательность 1} ограниче- 
на. Начиная с этого номера, мы и будем рассматривать послелдо- 

т . 
вательность Ее Пусть аи 6 — пределы последовательностей 

у 

й бт, Я, 

{тиф и {уп}. Локажем, что последовательность | — а бес- 
конечно малая. В самом деле, так как х„ = а+ ам, у, =6 + Вы. 


ТО 
а _ бб та _ 1 (а =“ В») 
Уп, б у ‘6 Уп № БИ у 


1 
Так как последовательность |} ограничена, а последо- 


Я 
вательность 1 — т В» бесконечно малая, то последователь- 


1 а Ги а 
ность 4 — |0 - - | г = 3 -^ — - г бесконечно малая. Теорема, 
Уп 6 у, 6 

доказана. 


3. Предельный переход в неравенствах. Мы только 
что выяснили, что арифметические операции над сходящими- 
ся последовательностями приводят к таким же арифметиче- 
ским операциям над их пределами. В этом пункте мы покажем, 
что неравенства, которым удовлетворяют элементы сходящих- 
ся последовательностей, в пределе переходят в соответствующие 
неравенства для пределов этих последовательностей. 

Теорема 3.138. Если элементы сходящейся последователь- 
ности {ти}, начиная с некоторого номера, удовлетворяют 
неравенству т, > В (ть < 5), то и предел а этой последова- 
тельности, удовлетворяет неравенству а 26 (а<Ь. 

Доказательство. Пусть все элементы ти, по крайней 
мере начиная с некоторого номера, удовлетворяют неравенству 
т, 2 6. Требуется доказать неравенство а 2 6. Предположим, 
что а < 6. Поскольку а — предел последовательности {ти}, 
то для положительного = = 6 — а можно указать номер № та- 
кой, что при ® 2 М№ выполняется неравенство |т„ —а| < б-а. 
Это неравенство эквивалентно следующим двум неравенствам: 
—(6 а) < т, -а< В - а. Используя правое из этих неравенств, 
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мы получим ти < 6, а это противоречит условию теоремы. Слу- 
чай ти < 6 рассматривается аналогично. Теорема, доказана. 
Замечание. Элементы сходящейся последовательности 
{ти} могут удовлетворять строгому неравенству ти > 6, однако 
при этом предел а может оказаться равным 6. Например, если 
1 . 
т = —, то ти > 0, однако ши ти =0. 
п п—оо 
Следствие 1. Если элементы ть, и уп стодящится последо- 


вательностей {хи} и {уп}, начиная с некоторого номера, удо- 
влетворяют неравенству ть, < ув, то их пределы удовлетворя- 
ют такому же неравенству: 

110 т» < Ши чи. 

—со —со 

В самом деле, элементы последовательности {Ур — ти! неотри- 

цательны, а поэтому неотрицателен и ее предел Пт (у — 2.) = 
п—}оо 
= Пи у, — Ша т). Отсюда следует, что 
—со —со 
11 ту < Ши чи. 
п—со п—со 

Следствие 2. Если все элементия сходящейся последова- 
тельности {ти} находятся на сегменте |[а, 6], то и ее предел с 
также находится на этом сегменте. 

В самом деле, так как а < ти < в, тта<с< 6. 

Следующая теорема играет важную роль в различных 
приложениях. 

Теорема 3.14. Пусть {ти} и {21} — сходящиеся последо- 
вательности, имеющие общий предел а. Пусть, кроме того, 
начиная с некоторого номера, элементия последовательности 
{уп удовлетворяют, неравенствам ти, < уп < 2п. Тогда после- 
доветельностть {уп} сходится и имеет, предел, а.. 

Доказательство. Нам достаточно доказать, что после- 
довательность {[у„ — а} является бесконечно малой. Обозначим 
через М” номер, начиная с которого выполняются неравенства, 
указанные в условии теоремы. Тогда, начиная с этого же номера, 
будут выполняться также неравенства т, -а < у -а< 2. — а. 
Отсюда, следует, что при й 2 М№* элементы последовательности 
‘у„— а} удовлетворяют неравенству 

|фь а «важ и —а|, [и 21} 
Так как Пи д, = аи Па ди = а, то для любого = > 0 
—со —со 

можно указать номера №; и № такие, что при п 2 М |1.-а| < 
<= а при п > № |22-а| < Е. Пусть М = шах{ №, М, №}. 
Начиная с этого номера, имеет место неравенство |уи-а|< :. 
Итак, последовательность {у„-—а} — бесконечно малая. Теорема 
доказана. 
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$ 3. Монотонные последовательности 


1. Определение монотонных последовательностей. 
Определение. Последовательность {т} называется неу- 
бывающей (невозрастающей ), если каждый по- 
следующий член этой последовательности не меньше (не боль- 
ше) предыдущего, т. е. если для всет номеров п справедливо 
неравенство 
Тъ < С -1 (си 2 Фит). 


Неубывающие и невозрастающие последовательности объединя- 
ются общим наименованием монотонные последовательносты. 
Если элементы монотонной последовательности {5} для всех 
номеров п удовлетворяют неравенству ти < Хи1 (тп > Тит), 
то последовательность {5} называется возрастающей (убыва- 
ющей). Возрастающие и убывающие последовалельности назы- 
ваются также строго монотонными. 

Монотонные последовательности ограничены либо сверху, 
либо снизу. Именно: невозрастающие последовательности огра- 
ничены сверту, а неубывающие последовательности ограниче- 
ны снизу своими первыми элементами. Поэтому невозрастаю- 
шая последовательность будет ограниченной с двух сторон, если 
она ограничена снизу, а неубывающая последовательность будет 
ограниченной с двух сторон, если она ограничена, сверху. 

Рассмотрим примеры монотонных последовательностей. 

1. Последовательность 1, 1, 1/2, 1/2,...,1/п, 1/п,... невоз- 
растающая. Она ограничена сверху своим первым элементом, 
равным единице, а снизу числом нуль. 

2. Последовательность 1, 1, 2,2,..., п, п,... неубывающая. 
Она ограничена снизу своим первым элементом, равным едини- 
це, а сверху не ограничена. 

3. Последовалельность 1/2, 2/3, 3/4,...,п/(п-Т),... возра- 
стающая. Она ограничена с обеих сторон: снизу своим первым 
элементом 1/2, а сверху, например, числом единица. 

2. Признак сходимости монотонной последователь- 
ности. Имеет место следующая основная теорема. 

Теорема 3.15. Если неубывающая (невозрастающая) по- 
следовательность {ти} ограничена сверту (снизу), то она схо- 
дится. 

Согласно предыдушему пункту последовалельность {7}, 
удовлетворяющая условию теоремы 3.15, является ограничен- 
ной. Поэтому теорему 3.15 можно кратко сформулировать так: 
если монотонная последовательность {ти} ограничена с обеих 
сторон, то она сходится. 

Доказательство. Так как последовательность {7} 
ограничена, то множество ее элементов имеет точные верхнюю 
и нижнюю грани 2 и х (см. теорему 2.1). Докажем, что если 
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{т„} — неубывающая последовательность, то ее пределом будет 
указанная точная верхняя грань 7; если же {х„} — невозраста- 
ющая последовательность, то ее пределом будет указанная точ- 
ная нижняя грань х. Мы ограничимся случаем неубывающей 
последовательности, поскольку для невозрастающей последова- 
тельности рассуждения аналогичны. 

Поскольку Х — точная верхняя грань множества элементов 
последовательности {72»}, то для любого & > 0 можно указать 
элемент хм такой, что хм > 1-5 ИХмМ < (любой элемент т, не 
больше точной верхней грани т, т„ < т). Сопоставляя указан- 
ные неравенства, получим неравенства 0 < Х— хм < =. Так как 
{ти} — неубывающая последовательность, то при п 2 М№ спра- 
ведливы неравенства хм < т, < т. Отсюда следует, что при 
п > № выполняются неравенства 0 < Х- т, < Т- тм. Выше 
мы отмечали, что $ — хм < &, поэтому при п > М справедливы 
неравенства 0 < 1 -— хи < &, из которых вытекает неравенство 
ти —-2| < =. Таким образом, установлено, что # — предел по- 
следовательности {ти}. Теорема доказана. 

Замечание 1. Условие ограниченности монотонной 
последовательности представляет собой необходимое ц доста- 
точное условие ее сходимости. 

В самом деле, если монотонная последовательность ограни- 
чена, то в силу теоремы 3.15 она сходится; если же монотонная 
последовательность сходится, то в силу теоремы 3.8 она ограни- 
чена. 

Замечание 2. Сходящаяся последовательность может и 
не быть монотонной. Например, последовательность {5}, для 
которой хи = (-1)"/п сходится и имеет пределом число нуль. 
Так как знаки элементов этой последовательности чередуются, 
то она не является монотонной. 

Замечание 3. Если последовательность {5} неубы- 
вающая и ограниченная и Х — ее предел, то для всех номеров 
п справедливо неравенство хи < т. Элементы невозрастающей 
ограниченной последовательности {ти}, сходящейся к х, удовле- 
творяют неравенству х < т». Справедливость этого утвержде- 
ния была установлена в процессе доказательства теоремы 3.15. 

Следствие из теоремы 3.15. Пусть дана бесконечная си- 
стема сегментов ал, 61|, [42,65], |@3, 03], ..., @п. бы...) Каж- 
дьий последующий из которых содержится в предыдущем!) и 
пусть разность 6» — аи (будем называть ее длиной сегмента 
ат, 9) стремится к нулю при п — со (систему сегментов, 
обладающую этими свойствами, будем называть стягивалю- 
щейся). Тогда существует, и притом единственная, точка с, 
принадлежащая всем сегментам этой системы. 


1) Это означает, что ав-1 < ал ЗВ < 6-1. 


$3 МОНОТОННЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 75 


Локазательство. Прежде всего заметим, что точ- 
ка с, принадлежащая всем сегментам, может быть только одна. 
В самом деле, если бы нашлась еще одна точка 4, принадлежа- 


шая всем сегментам, то весь сегмент) |с,4] принадлежал бы 
всем сегментам |@п, |. Но тогда для любого номера 7 выполня- 
лись бы неравенства, 6, — а, 2 а-—с> 0, а это невозможно, ибо 
6, — ав — 0 при п -} со. Докажем теперь, что существует точ- 
ка с, принадлежащая всем сегментам |@и,б|. Так как система 
сегментов является стягивающейся, то последовательность ле- 
вых концов {ав} является неубывающей, а последовательность 
правых концов {6,} невозрастающей. Поскольку обе эти после- 
довательности ограничены (все элементы последовательностей 
{авт и 6, } находятся на сегменте |[а1,61 |), то по теореме 3.15 обе 
они сходятся. Из того, что разность 6, — аи является бесконеч- 
но малой, вытекает, что указанные последовательности имеют 
общий предел. Обозначим этот предел через с. Из замечания 3 
вытекает, что для любого номера п справедливы неравенства 
а ЗС ЗЫ, т. е. точка с принадлежит всем сегментам |@щ, 6. 

3. Некоторые примеры сходящихся монотонных нпо- 
следовательностей. Рассмотрим примеры последовательно- 
стей, для нахождения предела которых будет использована тео- 
рема 3.15 о пределе монотонной последовательности. Кроме 
того, в этом пункте мы познакомимся с одним общим приемом 
нахождения пределов последовательностей, задаваемых рекур- 
рентными формулами °). 

Пример 1. Рассмотрим последовательность {ти}, элемент 


т которой равен 
а \/а+...+уа а>0. 


Эту же последовательность можно, очевидно, задать следующей 
рекуррентной формулой: 


ал = Ма, 9 = Уа+ и. 
Для того чтобы установить существование предела последова- 
тельности {7}, докажем, что эта последовательность возраста- 
ющая и ограниченная. Первое усматривается непосредственно. 
Докажем, что последовательность {ть} ограничена сверху чис- 
лом А, где А — наибольшее из двух чисел аи 2. Если ги < а, то 
требуемое доказано. Если же т» > а, то, заменив в правой ча- 


Фи — 


1) Ради определенности мы считаем, что 4 > с. 

2?) Рекуррентная формула (от латинского слова «тесштепз» — возвралца- 
ющийся) — формула, позволяющая выразить (п + 1)-й элемент последова- 
тельности через значения ее первых п элементов. 
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сти неравенства 12 = а+ хи_1 < а-+ хи число а превосходящим 
его числом ти, мы получим 17 < 2ти, откуда ти < 2. Итак, мы 
доказали, что послеловательность {т} ограничена сверху. По 
теореме 3.15 она имеет предел. Обозначим этот предел через с. 
Очевидно, с > 0. Из рекуррентной формулы имеем соотношение 


5 


бу — а - Тт—1 у 


которое означает, что последовательности {12} и {а ти_1} то- 
ждественны. Поэтому их пределы равны. Так как первая из этих 
последовательностей имеет предел с^, а вторая а + с, то с? = = 
1+ УТ + 4а 


2 
Пример 2. Рассмотрим теперь последовательность {ти}, 


с помошью которой обычно вычисляют квадратный корень из 
положительного числа а на современных быстродействующих 
электронных машинах. Эта последовательность определяется 
следующей рекуррентной формулой: 


1 а 
= (2+), п =1,2...., 


=а- с. Отсюда, поскольку с > 0, находим, что с = 


где в качестве 51 может быть взято любое положительное число. 

Докажем, что эта последовательность сходится и имеет сво- 
им пределом число \/а. Прежде всего докажем существование 
предела последовательности {7»!. Для этого достаточно уста 
новить, что последовательность {7%} ограничена снизу и, на- 

чиная со второго номера, является не возрастающей. Снача- 
ла докажем, что последовательность {ти} ограничена, снизу. По 
условию 11 > 0. Но тогда из рекуррентной формулы, взятой 
при п =1, вытекает, что 12 > 0, а отсюда и из той же форму- 
лы, взятой при п = 2, вытекает, что хз > 0. Продолжая эти 
рассуждения, мы докажем, о все ти > 0. 

Докажем теперь, что при п > 2 все ти, удовлетворяют, нера- 
венству ти > \уа. Переписав рекуррентную формулу в виде 
Уа = (= ; Уа 

УС 


ством +: >21), справедливым для любого # > 0 (мы берем $ = 


Фи--1 — } ‚ воспользуемся почти очевидным неравен- 


бп 


—= =) Получим, что тит > \/а при любом п > 1, т.е. хи 2 \а, 
начиная с номера п = 2. 
Докажем, наконец, что последовательность {ть} при п > 


. Ти 
> 2 не возрастает. Из рекуррентной формулы получим =” 


7, 


') Для доказательства этого неравенства достаточно заметить, что при 
+ > 0 оно эквивалентно неравенству Ё — 24120. 
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1 а .. Фт-1 
=5 (1+ <), а, отсюда, учитывая, что т» 2 \/а, найдем —— < 1, 
7 


п, 
или ти 2 тит (прип > 2). Так как последовательность {хи} при 
п > 2 невозрастающая и ограничена снизу числом \/а, то она 


имеет предел, не меньший \/а (см. теорему 3.15 и теорему 3.13). 
Обозначая этот предел через с и учитывая, что Ша хи =сСи 
пй—>со 


[17 {5 (2 - =) -1 ( + “. получим с = ь (+ “. 1). Сле- 
С С 


и— со Ти 2 
довательно, с = \/а. 

Замечание 1. В рассмотренных примерах использовал- 
ся следующий часто употребляемый прием разыскания предела, 
последовательностей. Сначала устанавливается сушествование 
предела, а затем находится его числовое значение из уравнения, 
которое получается из рекуррентной формулы путем замены 
в ней 2, и т»-1 искомым значением с предела последователь- 
ности {7%}. 

Замечание 2. Рекуррентные формулы часто исполь- 
зуются в современной вычислительной математике, поскольку 
их применение приводит к многократному повторению одно- 
типных вычислительных операций, что особенно удобно при 
проведении вычислений на быстродействующих электронно- 
вычислительных машинах. 

Рассмотренная нами рекуррентная формула определяет, как 
мы убедились, алгоритм вычисления \/а (мы доказали, что 
п 5 = а). 
оо 

В дополнении 2 к настоящей главе изучается вопрос о скоро- 
сти сходимости последовательности {ти } к \/а. Мы доказываем, 
что для любого а > 1 при определенном выборе первого при- 
ближения 1 уже четвертое приближение тд дает нам число \/а 


с ошибкой, не превышающей 10710. 


Пример 3. Докажем, что последовательность {си}, для 
п-1 
ий 


(в 1)!’ 
равный нулю. Так как при достаточно большом п дробь - г т < 
< 1, то, начиная с некоторого номера М, имеем |си1| < || 
РТ |. Г. 
и п! в 1 

Следовательно, начиная с номера №, послеловательность 
{|сп|} будет монотонно убывающей и ограниченной снизу (на- 
пример, нулем). По теореме 3.15 последовательность {| сп} схо- 
дится. Пусть с — предел этой последовательности. Из соотно- 


которой си = имеет при любом фиксированном х предел, 


поскольку | Си = 


1 а 
') Это равенство вытекает из рекуррентной формулы 214 = 5 (+=). 
т 
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| 
п-+1 
последовательности {| сит |} равен с, а предел последовательно- 


| 
сти {= равен нулю. 

4. Число е. Применим теорему 3.15 о существовании пре- 
дела монотонной последовательности для доказательства суще- 
ствования предела последовательности {ти}, элемент ти кото- 
рой определяется формулой 


1 п 


Докажем, что эта последовательность возрастает и ограни- 
чена сверху. Применив формулу бинома Ньютона, найдем 


шения | си! | = |Сп|: следует, что с = 0, так как предел 


—_ 1 пп-т 1 пп —1(п-—2) 1 
тт Ти + 21 2 т 3! в #‘”. 
п(п —1)(п-—2)... п- (п- 1] 1 


. 


т п” ` 
Представим это выражение в следующей форме: 


— тт _2 
шеи (1-1) + (1-1) (1-2) +... 
и (1-2) (1-2)... (1-^=1). (8.6 
73: 7 7 7 
Совершенно аналогичным образом запищем элемент Рип: 
1 ат 2 
пы = 2+ (1 Е (1 т) (1 т) +.-. 
| | 2 п 
т (в +1)! (- т) (- т) о (- т). 


. т 
Непосредственным сравнением убеждаемся, что ') 


т. е. последовательность {ти} возраствииющая. 
Для доказательства ограниченности этой последовательно- 
сти сверху заметим, что каждое выражение в круглых скобках 


в соотношении (3.6) меньше единицы. Учитывая также, что тт < 


< при А > 2, получим 


2-1 
ти +++... + ПН: 


2п—1 2—1 
Итак. последовательность 1 т, ( возрастает и ограничена сверху. 
* у в 
По теореме 3.15 послеловательность 151 имеет предел. Этот 
у 


| | 
1) Ибо (1 — -) < (1 — — >) для любого 0 < А < пи, кроме того, хи 
п в 1 


содержит по сравнению с г, лишний положительный член. 
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предел называют числом е. Следовательно, по определению, 


. 1\\7 
е = Пт (1+7) 
п—со п 

Замечание. В дальнейшем выяснится, что число е играет 
важную роль в математике. В настоящем пункте мы даем только 
определение числа, е, но не указываем способа вычисления этого 
числа с любой степенью точности. Это будет сделано в пи. 1и2 
$ 1б гл. 8. 

Здесь мы лишь отметим, что поскольку хи < Зи из (3.6) 
непосредственно очевидно, что 2 < ти, то число е заключено в 
пределах | 

2<е<3 (3.7) 


(в силу следствия 2 из теоремы 3.13). 


$ 4. Некоторые свойства произвольных 
последовательностей и числовых множеств 


1. Подпоследовательности числовых последователь- 
ностей. Пусть 11, 12,..., Ти, ... — некоторая числовая после- 
довательность. Рассмотрим произвольную возрастающую после- 
довательность целых положительных чисел Ат, Ао, ..., Ко, ... 
Выберем из последовательности {ти} элементы с номерами 
1, А2,..., Ки, ... И расположим их в таком же порядке, как и 
числа Аи: 

С, СЕ бКль ее. 


Полученную числовую последовательность будем называть под- 
последовательностью последовательности {1}. В частности, 
сама последовательность {5„} может рассматриваться как под- 
последовательность (в этом случае К», = п). Отметим следу- 
ющее свойство подлпоследовалельностей сходящейся последова- 
тельности: если последовательность {ти} сходится и имеет 
своим пределом число а, то и любая подпоследовательность 
этой последовательности сходится и имеет своим пределом 
число а. В самом деле, так как {ти} — сходящаяся последо- 
вательность и а — ее предел, то для любого =>0 можно ука- 
зать номер М такой, что при п > № выполняется неравен- 
ство |7, —а| < &. Пусть {хь, } — некоторая подпоследователь- 
ность последовательности {т}. Так как Км > М, то, начи- 
ная с номера Ам, элементы подпоследовательности {хь,} удо- 
влетворяют неравенству |1, —а| < &. Поэтому подпоследо- 
вательность {хь,} сходится и имеет пределом число а. Спра- 
ведливо и обратное предложение: если все подпоследователь- 
ности данной последовательности {ть} сходятся, то преде- 
лы всех этих подпоследовательностей равны одному и тому 
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же числу а; в частности, к этому же числу стодится и по- 
следовательность {ти}. Действительно, так как последователь- 
ность {ти} также является подпоследовательностью, то она схо- 
дится и имеет пределом некоторое число а. Но тогда и любая 
другая подпоследовательность также сходится и имеет тот же 
предел а. 

Подпоследовательности бесконечно больших последователь- 
ностей обладают аналогичным свойством. Именно, каждая 
подпоследовательность бесконечно большой последовательно- 
сти также будет бесконечно большой. Доказательство это- 
го утверждения аналогично доказательству соответствующего 
предложения о подпоследовательностях сходящихся последова- 
тельностей. 


Замечание. Из каждой сходящейся послелователь- 
ности можно выделить монотонную сходяшуюся подпоследова- 
тельность. В самом деле, если {ти} — сходящаяся последова- 
тельность и а — ее предел, то имеет место по крайней мере один 
из следующих трех случаев: 1} имеется бесконечно много рав- 
ных а элементов последовательности, 2) в любой =-окрестности 
точки а имеется бесконечно много элементов, удовлетворяющих 
неравенству т» < а, 3) в любой =-окрестности точки а имеет- 
ся бесконечно много элементов, удовлетворяющих неравенству 


Тт < а'}. В первом случае сходящейся монотонной подпосле- 
довательностью является подпоследовалтельность равных а эле- 
ментов. Второй и третий случаи рассматриваются одинаково, 
поэтому ограничимся рассмотрением второго случая, т. е. бу- 
дем считать, что в любой =-окрестности точки а имеется беско- 
нечно много элементов хи, удовлетворяющих неравенству хи < 
< а. Иными словами, рассмотрим случай, когда в любом ин- 
тервале (а — =, а) содержится бесконечно много элементов по- 
следовательности. Пусть ть, — один из этих элементов, дк. < 
< а. Из бесконечного множества, элементов последовательности 
{т„}, находящихся на интервале (ть, , а), выберем какой-нибудь 
элемент ть., номер Ё2 которого больше Ат. Затем из бесконечно- 
го множества элементов последовательности {ти}, находящихся 
на интервале (ть›,а) выберем элемент ту., для которого Аз > 
> А›. Продолжая этот процесс неограниченно, мы получим мо- 
нотонно возрастающую подпоследовательность {ту,} последо- 
вательности {ти}, которая, в силу указанного в этом пункте 
свойства подпоследовательностей сходящейся последовательно- 
сти, сходится к 4. 


') Если бы ни один из этих случаев не имел места, то в некото- 
рой =-окрестности точки а находилось бы лишь конечное число элемен- 
тов последовательности, т. е. точка а не была бы пределом последова- 
тельности. 
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Отметим, что из каждой бесконечно большой последователь- 
ности можно выделить монотонную бесконечно большую подпо- 
следовательность. 

2. Предельные точки последовательности. 

Определение 1. Точка х бесконечной прямой называется 
предельной точкой последовательности {т}, если 
в любой =-окрестности этой точки имеется бесконечно много 
элементов последовательности {5}. 

Справедлива следующая лемма. 

Лемма 2. Если х — предельная точка последовательности 
{ти}, то из этой последовательности, можно выделить подпо- 
следовательность ть, }, сходяиилося в числу т. 

Доказательство. Пусть 1 — предельная точка послело- 
вательности {ти}. Рассмотрим систему =-окрестностей точки х, 
для которых = последовательно равно 1, 1/2, 1/3, ...,1/м, ... 
В первой из этих окрестностей выберем элемент ть, последо- 
вательности {ти}, во второй окрестности выберем элемент ть, 
такой, что Ё> > №1. В третьей окрестности выберем элемент ть. 
такой, что Ёз > Ко. Этот процесс можно продолжать неограни- 
ченно, так как в любой =-окрестности точки х имеется бесконеч- 
но много элементов последовательности {ти}. В результате мы 


получим подпоследовательность 1,., Фур.,..., Фк,... Последо- 


Тк, — ий < Е 
п 


вательности {т}, которая сходится к х, так как 


Лемма доказана. 

Замечание. Справедливо и обратное утверждение: ес- 
ли из последовательности {ти} можно выделить подпоследова- 
тельность, сходящуюся к числу т, то число х является предель- 
ной точкой последовательности {7%»}!. В самом деле, в любой 
=-окрестности точки х имеется бесконечно много элементов вы- 
деленной подпоследовательности, а стало быть, и самой после- 
довательности {7}. 

Таким образом, можно дать другое определение предельной 
точки последовательности, эквивалентное определению 1. 

Определение 2. Точка х называется предельной точкой 
последовательности {ти}, если из этой последовательности 
можно выделить подпоследовательность, стодяииуюся к т. 

Отметим следующее утверждение. 

Лемма 9. Каждая сходящаяся последовательность имеет 
только одну предельную точку, совпадающиую с пределом этой 
последовательности. 

Доказательство. Отметим, во-первых, что предел а 
сходящейся последовательности {ти} является предельной точ- 
кой этой последовательности, поскольку в любой =-окрестности 
точки а содержатся все элементы последовательности, начиная 
с некоторого номера. Убедимся, что у сходяшейся последова- 
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тельности нет других предельных точек. Действительно, пусть 
$ — предельная точка сходящейся последовательности. В силу 
леммы 2 из {ти} можно выделить подпоследовательность {ту }, 
сходящуюся к 6, но любая подпоследовательность сходящейся 
последовательности имеет предел а (см. п. 1 этого параграфа), 
и поэтому 6 = а. 

Приведем пример последовательности, имеющей две пре- 
дельные точки. Докажем, что последовательность 


1 1 


1,2, 5,2, 5, 


Йо’ 2 


ее 


имеет только две предельные точки 0 и 2. Очевидно, что эти 
точки являются предельными точками рассматриваемой после- 
довательности, поскольку подпослеловательность 1, 1/2, 1/3, ... 
.... 1/0, ... этой последовательности имеет предел нуль, а под- 


последовательность 2, 2,...,2,... имеет предел 21). Других 
предельных точек у этой последовательности нет. В самом деле, 
пусть х — любая точка числовой оси, отличная от точек 0 и 2. 

Рассмотрим неперекрыва- 

0 х 2 ющиеся =-окрестности то- 
чек 0, 2 их (рис. 3.1). 
В =-окрестностях точек 0 

Рис. 31 и 2 содержатся, начиная 

с некоторого номера, все 

элементы последовательности, и поэтому в указанной =-окрест- 

ности точки х находится лишь конечное число ее элементов, 
т.е. х не является предельной точкой. 

3. Существование предельной точки у ограничен- 
ной последовательности. Справедливо следующее замеча- 
тельное утверждение. 

Теорема 3.16. У всякой ограниченной последовательности 
существует хотя бы одна предельная точка. 

Доказательство. Так как последовательность 
{ти} ограничена, то существуют вещественные числа ти М 
такие, что все элементы ти последовательности {ти} удовлетво- 
ряют неравенствам т < г, < М. Рассмотрим множество 1т 


вещественных чисел т таких, что правее?) каждого из этих 
чисел либо вовсе нет элементов последовательности {ти}, ли- 
бо таких: элементов лишь конечное число. Множество {2} име- 
ет хотя бы один элемент (например, число М) и ограничено сни- 
зу (любым числом, меньшим 7). В силу теоремы 2.1 у множе- 


1) См. определение 2 предельной точки. 


?) Мы говорим, что число а лежит правее числа 6, еслиа > В (см. $ 3 
гл. 2). 
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ства {т} существует точная нижняя грань, которую мы обозна- 
чим через х 1). 

Докажем, что это число т и является предельной точкой но- 
следовательности {ти}. Пусть = — любое положительное число. 
Число ТД -— = заведомо 


не принадлежит множе- 25 КЯ х’ Ж-+Е 
ству 11}, а поэтому пра- Е 
вее числа Т — & лежит 

бесконечно много элемен- Рис. 32 


тов последовательности 

{т„!. По определению точной нижней грани найдется число 5’ 
из множества {т}, удовлетворяющее неравенствам # < < + 
+ Е (рис. 3.2). По определению множества {х} правее х’ лежит 
не более чем конечное число элементов последовательности 
{т}. Стало быть, на полусегменте (т — &,х'], а тем более и в 
=-окрестности точки ® содержится бесконечно много элементов 
последовательности, т. е. х является предельной точкой после- 
довательности {т„}. Теорема доказана. 

Замечание 1. Обратимся еше раз к множеству 15}, 
введенному при доказательстве теоремы 3.16. Мы доказали, что 
точная нижняя грань Ж этого множества представляет собой 
предельную точку после- 
довательности {ти}. До- се т 
кажем, что ни одно чис- — о 
ло т, превосходящее т, 
не является предельной Рис 33 
точкой последовательно- 
сти {ть}, т. е. ф является наибольшей предельной точкой этой 
последовательности. Пусть х — любое число, превосходящее т. 
Выберем = > 0 столь малым, чтобы число т — = также пре- 
восходило число т (рис. 3.3). По определению точной нижней 
грани найдется число т из множества {т}, лежащее левее х — 
— =. По определению множества {5}, правее х’, а стало быть, и в 
=-окрестности точки х лежит не более чем конечное число эле- 
ментов последовательности {ти}. Это и доказывает, что число 5 
не является предельной точкой. 

Определение. Наибольшая предельная точка т последо- 
вательности {т,} называется верхним пределом 
этой _ последовательности ‘и обозначается символом & = 


= Ш ти. 
—оо 


Замечание 1 позволяет утверждать, что у всякой ограничен- 
ной последовательности существует вертний предел. 


1 & & окикяжкякю: 
) Целесообразность обозначения этой нижней грани символом т будет 
выяснена ниже. 
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Совершенно аналогично вводится понятие нижнего преде- 
ла Хх последовательности {Ти}, который определяется как наи- 
меньшая предельная точка ЭТОЙ последовательности. Для НИжЖ- 


него предела используется обозначение х = Пш ти. 
песо 


Существование нижнего предела у любой ограниченной по- 
следовательностьи {ти} доказывается в полной аналогии с рас- 
суждениями теоремы 3.16 и замечания 1 к этой теореме. Только 
на этот раз следует рассмотреть множество {т} вещественных 
чисел т таких, что левее каждого из этих чисел лежит не более 
чем конечное число элементов этой последовательности. 

Итак, мы приходим к следующему утверждению. 

У всякой ограниченной последовательности существуют 
верхний и нижний пределы. 

Извлечем еще ряд следствий из рассуждений теоремы 3.16 и 
замечания 1. 

Следствие 1. Если (а,6) — интервал, вне которого лежит 

иди конечное число элементов ограниченной последователь- 
ности {т атит — нижний и верхний пределы этой после- 
довательности, то интервал (х, т) содержится в интервале 
(4,6) и поэтому я -х<Ь-а. 
Доказательство. Так как правее точки 6 находится 
не более чем конечное число элементов последовательности ‚ то 6 
принадлежит указанному в доказательстве теоремы 3.16 множе- 
ству {7} и поэтому т < 6. Рассуждая аналогично, убедимся, что 
а < т. Это и означает, что интервал (а,б) содержит интер- 
вал (7,7). 

Следствие 8. Для любого полоэюкительного числа & интер- 
вал (т—Е,- =) содержит, все элементы последовательности 
{ти}, начиная с некоторого номера (зависящего, конечно, от, 2). 


Доказательство. Так как х является точной нижней 
гранью множества {т}, указанного при доказательстве теоре- 
мы 3.16, то для любого = > 0 найдется число т’, меньшее я + 
+= и принадлежащее {5х}. Но это означает, что направо от 1’, 
а стало быть, и направо от интервала (х — вт + =) может 
лежать лишь конечное число элементов последовательнос- 
ти 1т,}. Аналогично доказывается, что и налево от интервала 
(х—е,т-+ =) может лежать лишь конечное число элементов по- 
следовательности {7}. 

Замечание 2. Выясним вопрос о том, сколько предель- 
ных точек может иметь ограниченная последовательность {7 } 

Обозначим через х и Хх соответственно нижний и верхний 
пределы этой последовательности. Очевидно, что все предель- 
ные точки последовательности {7} (сколько бы их ни было) 
лежат на сегменте |[т,2 | 
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Если Х = т 1) то последовательность имеет только од- 
ну предельную точку. Если же т < т, то последовательность 
имеет по крайней мере две предельные точки хи т. От- 
метим, что последовательность может иметь любое и даже 
бесконечное число предельных точек. Последовательность 1, 
2, 1/2, 2,...,1/п, 2, ... ‚ рассмотренная в предыдущем пунк- 
те, имеет только две предельные точки: нижний предел х = 0 
и верхний предел х=2. Приведем пример последовательно- 
сти, имеющей бесконечно много предельных точек. Рассмотрим, 
например, последовательность, элементы которой без повто- 


рений пробегают все рациональные числа сегмента |0,1] 2). 
Очевидно, любая точка этого сегмента будет предельной точкой 
указанной последовательности. 

4. О выделении сходящейся подпоследовательности. 
Результаты предыдущего пункта приводят к следующей основ- 
ной теореме. 

Теорема 3.17 (теорема Больицано-Вейериитрасса?)). 
Из любой ограниченной последовательности можно выделить 
стодяиилюся подпоследовательность. 
Доказательство. Так как последовательность огра- 
ничена, то она имеет хотя бы одну предельную точку т. В таком 
случае из этой последовательности можно выделить подпосле- 
довательность, сходящуюся к точке х (см. определение 2 пре- 
дельной точки). 

Замечание 1. Из любой ограниченной последовательно- 
сти можно выделить монотонную подпоследовательность. В 
самом деле, в силу теоремы Больцано-Вейерштрасса из любой 
ограниченной последовательности можно выделить сходящуюся 
подпоследовательность, а из этой подпоследовательности, в силу 
замечания п. 1 этого параграфа, можно выделить монотонную 
полпоследовательность. 


1) Ниже мы докажем, что равенство х = т и условие ограниченности 
являются необхолимыми и достаточными условиями сходимости послело- 
вательности. 


") Рациональные числа сегмента, [0,1] можно расположить в последова- 
тельность без повторений, например, так. Рассмотрим группы рапиональ- 
ных чисел этого сегмента, причем в первую группу отнесем числа 0 и 1, во 
вторую — число 1/2, в третью — все несократимые числа р/4 со знамена- 
телем 3 и вообще в п-ю группу — все несократимые рациональные дроби 
из сегмента [0, 1] со знаменателем п. Очевидно, каждое рациональное число 
попадает в одну группу и в кажлой группе будет лишь конечное количество 
рациональных чисел. Выпишем теперь подряд элементы первой группы, за 
ними элементы второй группы, затем третьей и т. д. В результате мы и 
получим нужную нам последовательность. 

3) Бернгард Больцано — чешский философ и математик (1781-1848), 
Карл Вейерштрасс — немецкий математик (1815-1897). 
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Замечание 2. Пусть {5%} — ограниченная последова- 
тельность, элементы которой находятся на сегменте |а,0.. 
Тогда предел с любой стодящейся подпоследовательности {5 ь„ 
также находится на сегменте [а.6]. Действительно, так как 
а < ть, < 6, то в силу следствия 2 из теоремы 3.13 выполняют- 
ся неравенства а < с < 6. Это и означает, что с находится на 
сегменте |4@,6]. 

Отметим, что в отдельных случаях и из неограниченной 
последовательности также можно выделить сходяшуюся под- 
последовательность. Например, последовательность 1, 1/2, 2, 
1/3, ..., п, 1/(п + 1) ... неограниченная, однако подпосле- 
довательность 1/2,1/3,...,1/п,... ее элементов с четными но- 
мерами сходится. Но не из каждой неограниченной последова- 
тельности можно выделить сходящуюся подпоследовательность. 
Например, любая подпоследовательность неограниченной по- 
следовательности 1, 2,..., п, ... расходится. Поэтому теоре- 
му Больцано-Вейерштрасса, вообще говоря, нельзя распростра- 
нить на неограниченные последовательности. 

Аналогом этой теоремы для неограниченных последователь- 
ностей является следующее предложение. 


Лемма 4. Из каждой неограниченной последовательности можно 
выделилть бесконечно большую подпоследовательность. 

Доказательство. Пусть {1»} — неограниченная последова- 
тельность. Тогда найдется элемент ть, этой последовательности, удовле- 
творяющий условию ть, | > 1, элемент ть, этой последовательности, удо- 


влетворяющий условиям |ть.| > 2, К2 > К, ..., элемент фк, этой после- 
довательности, удовлетворяющий условиям |хк,| > п, № > ю№Шит д. 
Очевидно, подпоследовательность ть, Фк,...,Жь,,... является бесконеч- 


но большой. 

Из леммы 4 и из теоремы Больцано-Вейерштрасса вытекает следующее 
утверждение. 

Лемма 5. Из совершенно произвольной последовательности можно 
выделить либо стодящуюся, либо бесконечно большую подпоследователъ- 
ность. 

Замечание 3. Результаты настоящего пункта позволяют несколь- 
ко расширить понятие предельной точки и верхнего и нижнего пределов 
последовательности. 

Будем говорить, что +с0(—с0) является предельной точкой последо- 
вательности {т„}, если из этой последовательности можно выделить бес- 
конечно большую подпоследовательность, состоящую из положительных 
(отрипательных) элементов. 

При таком расширении понятия предельной точки у последовательно- 
сти, кроме конечных предельных точек, могут существовать еше две пре- 
дельные точки + с0 и —со. В таком случае лемма 5 позволяет утверждаль, 
что у совершенно произвольной последовательности существует хотя бы 


одна предельная точка"). 


1) Либо конечная, либо бесконечная. 
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Естественно считая, что +со и —со связаны с любым конечным веще- 
ственным числом х соотношением —с < т < -+с, убедимся в том, что 
) совершенно произвольной последовательности существуют вертний и 
нижний пределы (т. е. сушествуют наибольшая и наименьшая предельная 
точки). 

Рали определенности, установим существование верхнего предела. 

В силу замечания 1 к теореме 3.16 достаточно рассмотреть только слу- 
чай, когда последовательность {х„} не является ограничен- 
ной. Если при этом {хи} не является ограниченной сверху, то из нее можно 
выделить бесконечно большую последовательность, все элементы которой 
положительны, и поэтому + со является предельной точкой, а, стало быть, 
и верхним пределом {1 }. 

Рассмотрим случай, когда неограниченная последовательность {ть} яв- 
ляется ограниченной сверху, т. е. когла существует вещественное число М 
такое, что все элементы т, удовлетворяют условию т, < М. Поскольку 
послеловательность {т„} не является ограниченной снизу, из нее можно 
выделить бесконечно большую последовательность, все элементы которой 
отрицательны, а это означает, что —со является предельной точкой рассма- 
триваемой последовательности. 

Если при этом последовательность не имеет ни одной конечной предель- 
ной точки, то —со является единственной предельной точкой, а поэтому 
является и верхним пределом рассматриваемой послеловательности. Дока- 
жем, что если последовательность, кроме —со, имеет еше хотя бы одну ко- 
нечную предельную точку то, то и в этом случае у нее существует верхний 
предел. Так как все элементы т, удовлетворяют условию ти < М, то в силу 
теоремы 3.13 и то удовлетворяет условию хо < М. Фиксируем произволь- 
ное = > 0. Так как в 5-окрестности то лежит бесконечно много элементов 
послеловательности {х»}, то и на сегменте [хо — & М] лежит бесконечно 
много этих элементов. 

Выделим из последовательности {т } подпоследовательность тех ее эле- 
ментов, которые лежат на сегменте [то — &, М]. Выделенная подпослело- 
вательность является ограниченной. Поэтому в силу замечания 1 к тео- 
реме 3.16 у нее существует верхний предел, т. е. наибольшая предельная 
точка т. Очевидно, что Х > то и является предельной точкой и всей по- 
следовательности {т„}. Очевидно также, что последовательность {5} не 
имеет предельных точек, превосходящих т, ибо если бы некоторое число 
т, превосходящее т, являлось предельной точкой последовательности {т}, 
то поскольку все элементы последовательности {т}, превосходящие число 
то — &, являются элементами и выделенной нами подпоследовательности, 
это число Я являлось бы предельной точкой и выделенной нами подпосле- 
довательности, а эта подпослеловательность не имеет предельных точек, 
превосходящих т. 

Итак, число Х является наибольшей предельной точкой рассматривае- 
мой последловалельности. 

Существование у совершенно произвольной последовательности верхне- 
го предела доказано. 

Аналогично доказывается сушествование нижнего предела. 


5. Необходимое и достаточное условие сходимости 
последовательности. При выяснении вопроса о сходимости 
последовательности {т»} при помощи определения сходимости 
нам приходится оценивать разность элементов хи этой последо- 
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вательности и ее предполагаемого предела а. Иными словами, 
приходится предугадывать, чему равен предел а этой последо- 
вательности. 

Естественно указать «внутренний» критерий сходимости по- 
следовательности, позволяющий выяснить вопрос о ее сходимо- 
сти лишь по величине ее элементов. Такой внутренний критерий 
и будет установлен в настоящем пункте. Для формулировки это- 
го критерия введем понятие фундаментальной последовательно- 
сти. 

Определение. Последовательность {ть} называется фун- 
даментальной, если для любого полоэжжительного Е 
найдется номер № такой, что для всех номеров п, удовлетво- 
ряющих условшо п > М, и для всех натуральных чисел р (р = 
=1,2,...) справедливо неравенство 


| ир — Ти, < ©. 


Основной задачей настоящего пункта является доказатель- 
ство следующего критерия сходимости последовательности (так 


называемого критерия Коши ')): для того чтобы последова- 
тельность была стодящейся, необходимо и достаточно, чтобы 
она была фундаментальной. 

Прежде чем перейти к доказательству критерия Коши, мы 
докажем несколько вспомогательных предложений, имеющих и 
самостоятельный интерес. 

Теорема 3.18. Для того чтобы последовательность {ть} 

была стодящейся, необходимо и достаточно, чтобы она была 
ограниченной и чтобы ее верхний и ниююний пределы т и т сов- 
падали. 
Доказательство. 1) Необходимость. Пусть 
последовательность {т„} сходится. Тогда она ограничена (в 
силу теоремы 3.8) и имеет единственную предельную точку (в 
силу леммы 3 п. 2). Таким образом, х = 2. 

2) Достаточность. Следствие 2 из теоремы 3.16 
утверждает, что для любого = > 0 интервал (х-Е, Ж- =) со- 
держит все элементы последовательности {хи}, начиная с неко- 
торого номера. Так как т = т = т, то указанный интервал совпа- 
дает с =-окрестностью точки 1, т. е. число х является пределом 
последовательности {ти} (см. замечание 1 п. 182). 

Установим теперь важное свойство фундаментальной по- 
следовательности, непосредственно вытекающее из ее опреде- 
ления. 

Для любого положительного числа Е можно указать та- 
кой элемент тм фундаментальной последовательности, в 
=-окрестности которого находятся все элементиы последова- 


1) Огюстен Луи Коши — французский математик (1789-1857). 
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тельности, начиная с номера №. Иными словами, вне интер- 
вала (ту =, тм +=) находится не более чем конечное число 


элементов последовательности '). 

В самом деле, из определения фундаментальной последо- 
вательности следует: для любого = > 0 можно указать такой 
номер №, что для всех натуральных р (р = 1,2,3,...) выпол- 
няется неравенство [хм — $м| < &, которое и означает, что в 
=-окрестности элемента хм находятся все элементы последова- 
тельности, начиная с номера №. 

Отмеченное свойство позволяет установить ограниченность 
фундаментальной последовательности. В самом деле, пусть Е — 
некоторое фиксированное положительное число и тм — элемент, 
в Е-окрестности которого находятся все элементы последова- 
тельности, начиная с номера №. Тогда вне этой =-окрестности 


могут находиться только элементы 11,12,....Хм_1. Положим 
А = шах 21|, | 12|, "..) | Тм-1|, | Хм = =|, | Тм + =|} }. Тогда на 
сегменте |—А, -А| находятся числа 11, 12, ..., ЖМ_-1, Ям —&, 


ти- Е, а следовательно, и все точки =-окрестности элемента тм. 
Отсюда вытекает, что все элементы фундаментальной последо- 
вательности находятся на, сегменте |-А, - А], что и означает ее 
ограниченность. 

Переходим к доказательству основного утверждения этого 
пункта. 

Теорема 3.19 (критерий Коши сходимости после- 

довательностии). Для того чтобы последовательность {хи \ 
была стодящейся., необходимо и достаточно, чтобы она была 
фундаментальной. 
Доказательство. 1) Необходимость. Пусть 
последовательность {ти} сходится и х — ее предел. Требуется 
доказать, что эта последовательность является фундаменталь- 
ной. Возьмем любое положительное число =. Из определения схо- 
дяшейся последовательности вытекает, что для положительного 
числа =/2 найдется номер № такой, что при п 2 М№ выполняется 
неравенство |5 —2| < 5/2. 

Если р — любое натуральное число, то при п > М выполня- 
ется также и неравенство |114» — | < Е/2. 

Так как модуль суммы двух величин не больше суммы их 
модулей, то из последних двух неравенств получим, что при п > 
> № и для всех натуральных чисел р 


пр — 2т| = |(2т-р — 2) + ($ — %и)| < [пр — $| + 21-1] < =. 


1) Отметим, что указанное свойство эквивалентно определению фунда- 
ментальной послеловательности. 

2) Геометрически это означает, что А равно максимальному из расстояний 
от начала отсчета 0 до точек 11,12,.... мфу фм — & м + Е. 
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Тем самым фундаментальность последовательности {7} уста- 
новлена. 

2) Лостаточность. Пусть {т„} — фундаментальная 
последовательность. Требуется доказать, что эта последователь- 
ность сходится. Согласно теореме 3.18 для этого достаточно 
доказать ограниченность последовательности {7} и равенство 
ее верхнего и нижнего пределов т и т. Ограниченность фунда- 
ментальной последовательности уже установлена нами выше. 
Для доказательства равенства верхнего и нижнего пределов 
т и т воспользуемся доказанным выше свойством фундамен- 
тальной последовательности: для любого положительного чис- 
ла Е можно указать элемент хм такой, что вне интервала (тм — 
—с, тм - =) находится не более чем конечное число элементов 
последовательности. На основании следствия 1 из теоремы 3.16 
интервал (тм —&тм + =) содержит интервал (1,7), и поэтому 
1 —т < 2е, откуда, в силу произвольности &, х = т. Тем са- 
мым сходимость последовательности установлена. Теорема пол- 
ностью доказана. 

Пример. Применим критерий Коши для установления 
сходимости следующей последовательности {ти}: 


Ти = Ч а2+... + ам, 


где ак (К = 1,2,3,...) — произвольные вещественные числа, 


удовлетворяющие условию |а%| < 4^, ад — некоторое число из 
интервала 0 << 1. 

Пусть п — любой номер, р — любое натуральное число. Тогда, 
очевидно, 


и--р — Фи] = |@п-т + ата +... + @вр| < |@п-ни| + |@+2| + ... 
—-1 п--1-р ь--1 
п-Е1 п-2 п+р _ 9’ -—а Ч 
2: + |@п-р! < 9” Аа”... +9 А 
—4 1-а 

Учитывая, что последовалтельность 14”} является бесконечно 
малой (см. пример 1 из п. 3 8 1), мы можем утверждать, что 
для любого Е > 0 найдется номер М№ такой, что 


4" < (1-9) (при п > №). 


Стало быть, при п > М и для любого натурального р 


в-Е1 


Ч 
5, 
та < | 


т.е. последовательность {ти } является фундаментальной и схо- 
дится согласно теореме 3.19. 


ар — Фи| < 


6. Некоторые свойства произвольных числовых множеств. В 
этом пункте мы рассмотрим некоторые свойства произвольных числовых 
множеств. Часть из этих свойств аналогична, свойствам числовых после- 
ловательностей. 
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В н. 5 $ 1 гл. 2 мы ввели понятие множества, ограниченного свер- 
ту (снизу). Договоримся теперь называть множество 1х} ограниченным, с 
обеих сторон или просто ограниченным, если это множество ограничено и 
сверху и снизу, т. е. если найдутся такие два вещественных числа т и М, что 
каждый элемент х множества {х} удовлетворяет неравенствам п < х < М. 
Множество {т} будем называть конечным или бесконечным в зависимости 
от того, является ли число элементов, входящих в состав этого множества, 
конечным или бесконечным. 


Точку х бесконечной прямой назовем предельной точкой множест- 
ва [х}, если в любой =-окрестности точки х содержится бесконечно много 
элементов этого множества. 


Точку т (точку х) назовем верхней (нижней) предельной точкой мно- 
жества {т}, если эта точка является предельной точкой множества, {т}, 
но ни одна точка, ббльшая т (меньшая 5), не является предельной точкой 
этого множества. 


Дословно повторяя доказательство теоремы 3.16 с заменой термина «по- 
следовательность {х»„}» на «множество {15}», мы придем к следующему 
утверждению: у всякого ограниченного бесконечного множества существу- 
ет тотя бы одна предельная точка. 


Дословно повторяя рассуждения замечания 1 к теореме 3.16, мы по- 
лучим, что всякое ограниченное бесконечное множество имеет вертнюю 
и нижнюю предельные точки. Следствием указанных утверждений явля- 
ется следующий факт: из элементов всякого ограниченного бесконечного 
множества можно выделить стодящуюся последовательность. 


Наряду с понятием множества часто пользуются понятием подмноже- 
ства. Множество {1’} называется подмножеством множества {5}, если 
все элементы множества {[х’]} входят в состав множества {т}. Например, 
множество всех четных целых чисел является подмножеством множества 
всех пелых чисел. 


Два множества {5} и {у} называют эквивалетитными, если между эле- 
ментами этих множеств можно установить взаимно однозначное соответ- 


ствие '). Заметим, что два конечных множества эквивалентны тогда и толь- 
ко тогда, когда число элементов у этих множеств одинаковое. Приведем 
пример двух эквивалентных бесконечных множеств. Легко видеть, что мно- 
жество {$}, элементами которого служат четные положительные числа, 2, 
4, 6,..., 2п, ..., эквивалентно множеству {у}, элементами которого слу- 
жат натуральные числа 1, 2, 3,..., п, ... В самом деле, мы установим 
взаимно однозначное соответствие между элементами этих множеств, по- 
ставив в соответствие элементу 2 множества {5} элемент п множества {у}. 
Обратим внимание на то, что рассмотренное нами множество {т} является 
подмножеством множества {у}. Таким образом, бесконечное множество {у} 


о 
оказывается эквивалентным своему подмножеству {х} ). 


1) Взаимно однозначным соответствием между элементами двух мно- 
жеств называется такое соответствие, при котором каждому элементу пер- 
вого множества отвечает только один элемент второго множества так, что 
при этом каждый элемент второго множества отвечает только одному эле- 
менту первого множества. 

2?) Легко показать, что любое бесконечное множество эквивалентно неко- 


торому своему подмножеству, не совпалающему со всем множеством. Этот 
Факт может быть принят за определение бесконечного множества. 
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Из всевозможных множеств выделим слелующие два важных типа: 
1°. Всякое множество, эквивалентное множеству всех натуральных 


чисел 1, 2,3,...,п,... будем называть счетичым. Из определения счетного 
множества вытекает, что все элементы этого множества можно зануме- 
ровать. 


2°. Всякое множество, эквивалентное множеству всех вещественных 
чисел интервала (0,1), будем называть множеством мощности конти- 
нуума. 

Приведем примеры счетных множеств и множеств мощности континуу- 
ма. Первым примером счетного множества может служить рассмотренное 
выше множество четных положительных чисел 2, 4, 6,..., 2п,... Дру- 
гим примером счетного множества может служить множество всех рапи- 


ональных чисел сегмента [0,1], ибо, как доказано в сноске °) на с. 85, это 
множество можно расположить в последовательность без повторений, т. е. 
занумеровать. Примером множества мощности континуума может служить 
множество всех вещественных чисел (бесконечная прямая). В самом де- 
ле, функция у = свв лх ') устанавливает взаимно однозначное соответствие 
между точками интервала 0 < х < | и точками бесконечной прямой. 

В заключение докажем, что множество мощности континуума не 
эквивалентно счетному множеству. Для этого достаточно доказать, что 
множество всех вещественных чисел интервала (0,1) нельзя занумеровать. 
Допустим противное, т. е. предположим, что все вещественные числа ин- 
тервала (0,1) можно занумеровать. Тогда, записывая эти числа в виде бес- 
конечных десятичных дробей, мы получим последовательность 


Ж — 0, 011412... Си... 
$2 =0, 4а21а22...@2п. 


Рассмотрим теперь вешественное число х = 0, @1, 62 ... ..., где 
6: — любая пифра, отличная от а11, 0 и 9, 6> — любая пифра, отличная от 
22, 0 и 9, и вообще 6, — любая пифра, отличная от али, Оби 9. 

Так как число х не содержит после запятой нулей и девяток, то это 
число не принадлежит к классу рациональных чисел, представимых двумя 
способами в виде бесконечных десятичных дробей 2). Но в таком случае 
число т заведомо отлично от всех чисел 11,12,...,Жи,..., ибо совпадение 
числа т с каким-либо х„ означало бы совпадение 6, и али. 

Математиков долгое время занимал вопрос о существовании бесконеч- 
ного множества {1}, не эквивалентного ни счетному множеству, ни множе- 
ству мощности континуума, но эквивалентного части множества мощности 
континуума. В 1963 г. американский математик ЦП. Коэн доказал, что ги- 
потеза о существовании такого множества не зависит от остальных аксиом 
теории множеств. Это означает, что возможно построить внутренне не про- 


1 
) Читатель имеет представление о функции у = сё лх из элементарного 
курса. Вопрос о строгом построении тригонометрических функпий выясня- 
ется в гл. 4. 


2) См. п. З$ Т гл. 2. 
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тиворечивую теорию множеств, постулирующую как факт существования 
такого множества, так и факт его отсутствия (см. книгу: П. Дж. Коэн. Те- 
ория множеств и континуум-гипотеза. — М.: Мир, 1969). 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 
ТЕОРЕМА 1ИТОЛЬЦА 


2 
Во многих случаях для исслелования сходимости частного |=} после- 


Уп 
довательностей {т} и {у»„! оказывается полезным слелующее предложе- 
ние. 


Теорема Штольца,. Пусть {у„} — возрастающая бесконечно болъь- 


Фи — Фи-1 
шая последовательность, и пусть последовательность } сто- 
Ут — Уп-1 
Ст, 
дится и имеет предел а. Тогда последовательность |=" сходится и име- 
Уп 
ет предел а. Таким образом, 
. ФТ . ФТп — Ти-1 
Пт — = ЦП 


Фи — Фи-1 
Доказательство. Поскольку последовательность 3 —————— 
Уп — Уп-1 
сходится и имеет пределом число а, то последовательность {а |, где ап = 
Ту — ФХи-1 — . . 
= а, бесконечно малая. Пусть № — любой фиксированный 
Ук — Уп-1 


номер и п > №. Используя выражение для @„, рассмотрим серию равенсть: 
з 


м ау ух) а (Ум ух), 


У\М+2 Иа) + Чу (У — Ут), 


Тп—1- Фи = а(уп—1 — уп-2) — Яп-1(Ут—1 — Ип-2), 


Фи — Фп-1 = а(ул — пт) - ат (Уп — Уп-1). 


Складывая эти равенства, найдем 


1" — Ту = аул - уу Так: (У ух) - Чу 2 (ухо Уха) т... 
... + Яи—1 (Ур — Уп—2) -- @л (у — Уп-т). 


Так как {у» } — возрастающая бесконечно большая последовательность, то, 
начиная с некоторого номера, ее элементы положительны. Будем считать, 


что при п > № ул > 0. Тогда из последнего равенства получим 


Ти ^а= бт — Чу 
а (Ума — ух) - а (Ум Ум) Е... 7 От (ут = Уп-—1) 


Уп 


= 
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Поскольку последовательность {у»} возрастающая, то разности ука — Ук, 


К =М№, М+1,... п-1, положительны. Поэтому из последнего соотношения 
имеем 

$: — аут 

Ти _ а < |7 “м | у 

Ут, Ут, 

а | (Ум — ух) + емо (Их— Ух) |... + а | (и— ут—1) (3.8) 

| . . 

Ут 


Докажем теперь, что последовательность |" сходится и имеет предел а. 
Ут, 


Для этого достаточно доказать, что для любого положительного = можно 


- бт 
указать номер Л такой, что при п > № выполняется неравенство | — — 


Уп 
—а <:. Во-первых, по данному = > 0 выберем номер № так, чтобы при 


— & 
п > № выполнялось неравенство |а„| < 5 (это возможно, поскольку по- 


следовательность {а„} бесконечно малая). Далее, выберем номер № > № 


т — аут Е 
^_^“ <-. Такой 
Ут, 


т т, . . р __ . 
выбор номера № возможен, поскольку число т-; — ау; фиксировано, а по- 


слеловательность {у | бесконечно большая, и поэтому последовательность 


так, чтобы при п 2 М выполнялось неравенство 


бесконечно малая. Пусть теперь п > №. Из неравенства (3.8) 


Уп 
имеем 
т хе + Е (Ух им) (Ум 2 Ума) + + (у» — Уп-ь) 
т, 2 2 п, 
или 
т = т 
т, 2.2 
- Уп Ум - 
Так как при п 2 № Уп — Ут < Уп и у» >0, то ————` <1. Поэтому прип>2 А 
из последнего неравенства имеем У» 
— — а <= 
Уп 
Теорема доказана. 
Замечание. Если {у,! — возрастающая бесконечно большая по- 


бп — Фи—1 
——__ р также бесконечно 
У» — Уп-1 
большая и стремится к бесконечности определенного знака, то последо- 


следовательность, а последовательность | 


вательность $ — г бесконечно большая. 
Ут, 
В самом деле, пусть 
Сп ^ Фп-1 
У» — Уп-1 


= А». 
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Послеловательность {А„} бесконечно большая. Имеем при п 2 № 


м1 м = = Ам. (Ум — ух), 


2" — 1-1 = Ап(У — Уп-1). 
Складывая эти равенства, найдем 
т” — у = Ам. (Ум: - Их) +... + А» (уп — ти). 
Отсюда 


Ти, Ал (У — Ух) +... Ал (% — 1) + у 


Из этого соотношения имеем 


> а — м (3.9) 


Ут, 


Будем для определенности считать, что при п > № элементы последова- 
тельностей {ур} и {А„} положительны. Выберем, далее, по заданному по- 
ложительному А номер М№ так, чтобы при п > № выполнялось неравенство 
А, > АА, затем такое № > №, что при п > № 
т ут 1 
м м 
р о 
Уп у 2 
Возможность выбора такого Л обеспечивается тем, что последовательности 
{Аж} и {у } бесконечно большие и их члены, начиная с некоторого номера, 
положительны. Очевидно, при п > М из неравенства (3.9) имеем 


в | дд — И) + (у) || 
или 
> 4А(1- № } АЪА. 
Ут, Ут, 


Таким образом, последовательность |" бесконечно большая. 


Рассмотрим несколько примеров. 
1’. Докажем, что если последовательность {а»„\! сходится и имеет пре- 
| | | 
Гат... 


т 
ских значений элементов последовательности {а»} сходится к тому же са- 


О@1 О 
дел а, то последовательность | } средних арифметиче- 


т. 
мому пределу а ). В самом деле, если положить а1 + 42+... фа, = т, а 


бп — Фи—1 . бп — Фи—1 . 
уп = п, то ———— =а,. Так как Ни ———— = Ш а» существует, 
Ул — Уп-1 ">00 Уп — Уп-1 п—со 
то по теореме Штольца 
.  @т- 42 +... - а 
|1та —= Нм ал =а. 
п— со у) п— со 


1) Это предложение было доказано Коши. 
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2°. Рассмотрим теперь последовательность а», где 


СИН... +9” 
— п-т 


Чт, 


ик — пелое положительное число. 


Обозначим 1* + 2^+...+п^ через хи, а пи! 


через у». Тогда последо- 


вательность {а» } приобретает вид ии Исследуем сходимость последлова- 
Уп, 


бп — Фи—1 
тельности епт. Имеем 
У» — Уп-1 
ТВ ИО ТБН 


Поделив числитель и знаменатель последнего выражения на п”, получим 
бп — Фи—1 


— — 1 
Уп Ут ЕТ [...] 


2 


где в знаменателе в квалратных скобках опушено выражение, предел кото- 
(ЕН 
2 


. бт, — Фи-—1 1 
р 
п Уп — Уп-1 | - 1 


рого при п -» со равен |- | . Из последней формулы находим 


Следовательно, по теореме Штольца имеем 


и И. + _ 1 


о а” 
3. Рассмотрим, наконец, послеловательность +3 — р, а > 1. Полагая 
7 


бт, — Фи-—1 
а" = т. ип = уд и исследуя последовательность ть, находим 
Уп — Уп-1 
. Фи — Фп-—1 . —1. . 
К о = Ц (а"-а” )= Ню а” (1 — -) = + оо. 
>50 Уп — Уп-1 п—}оо ИСО а 


Поэтому, в силу замечания к теореме Штольца, имеем 


7, 


и — = + со. 
и-—со п 


ДОПОЛНЕНИЕ 2 


О СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ, 
ПРИБЛИЖАЮЩЕЙ \а 


В п. 3 $ 3 этой главы мы доказали, что предел последовательности {хи}, 
определяемой рекуррентной формулой 


1 | 
= 5 (+=). п=12,..., (3.10) 


ДОПОЛНЕНИЕ 2 97 


глеа > 0, ах: — любое положительное число, равен \/а. В качестве прибли- 
женного значения \/а мы можем взять любой элемент х„-1! этой последова- 
тельности. При этом, естественно, нужно выяснить вопрос о выборе числа 
п итераций '), обеспечивающих приближение \/а с заданной погрешностью. 
Обратимся к последовательности {т„}, определяемой реккурентной 
формулой (3.10). Будем называть элемент х„ этой последовательности п-м 
приближением числа 7; = \/а. Величину 
=” (3.11) 
у 
назовем относительной погрешностью п-го приближения. 
Справедливо следующее утверждение об оценке относительной погреш- 
ности „+1 через относительную погрешность &1 первого приближения. 
Пусть тт выбрано так, что |51| < 1/2. Тогда при любом п 21 имеют 
место неравенства 


7 


ОЕ <=. (3.12) 
Доказательство. Из формулы (3.11) имеем 
ти = 9 (1 + =р). (3.13) 


Обращаясь к формулам (3.10), (3.13) и к равенству “= у, получим 
| | ту 
1 а 1 | а Е, 
во = 5 (2+) = 5 +) + | =. 
т 5 (2 +.) 5 ы Та е») ТЕТ | 
Так как фи = (1 + =), то, очевидно, 
1 2 


еи-1 — 2а+=,)“”` 


1 
По условию |=1| < 1/2. Отсюда следуют неравенства 0 < а) < 1. Но 
51 


тогда из (3.14) при п = 1 вытекает неравенство =2 2 0. Используя далее 
соотношение (3.14) при п = 2, 3, ..., убедимся в неотрицательности Е 
для любого п > 1. 

Из равенства (3.14), из соотношений 0 < 


+=) < Ти из неотрица 
тельности =» для любого п > 1 вытекает неравенство #1 < =? для любого 
п 21. Отсюда сразу же получаем правое из неравенств (3.12). Утверждение 
доказано. 

Обращаясь к неравенствам (3.12), мы видим, что относительная погреш- 
НОСТЬ 041 вычисления \/а после п итераций оценивается через относитель- 
ную погрешность =: первого приближения 51 и число п итераций. Ниже мы 
убедимся, что приа > 17) первое приближение х1 можно выбрать так, что 
51 по абсолютной величине не будет превышать 0,05. Очевидно, что при 
таком выборе х! относительная погрешность =, будет удовлетворять усло- 
виям доказанного нами утверждения. Ясно также, что тем самым будет 


')} Итерация (от латинского слова «Цегайо» — повторение) — ре- 
зультат повторного применения какой-либо математической операции. В 
рассматриваемом случае одной итерацией является вычисление хи-1 по хи 
с помощью рекуррентной формулы (3.10). 

2) Если а < 1, тоа = 1/6, где Ь > 1, и \/а равен 1/\Ъ. 


4 В.А. Ильин, Э.Г. Позняк, часть 1 
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решен вопрос о выборе числа п итераций, обеспечивающих приближение к 

\/а с заданной относительной погрешностью &: это число п может быть 
в» 1` 

найдено из формулы ") 


(0,05)? <=. (3.15) 
Итак, пусть а > 1. Представим число а в слелдуюшей форме: 
а = 2" М, (3.16) 


где К — пелое неотрипательное число, число 1 равно либо нулю, либо еди- 
нипе, а число М удовлетворяет условиям 


1<М<2. (3.17) 


Отметим, что представление числа а в форме (3.16) единственно. 
Выберем т! следующим образом: 


и =2^ Е М 5). (3.18) 
3 24 | 
Убедимся, что для любого М, удовлетворяющего условиям (3.17), пер- 
вое приближение х1, вычисляемое по формуле (3.18), дает относительную 
ошибку =! при вычислении 7) = \/а, превышающую по абсолютной величине 
числа 0, 05. 
Для доказательства обратимся к точному выражению относительной 


оттибки &1 = ТЯ. Так как, согласно (3.16), у = 2^/2: М, то из выражения 
для 1 и формулы (3.18) получим 

1. 17 
2 М+—-УйМ 


в = 3 24 | (3.19) 
2М 


Поскольку число 1 равно либо нулю, либо единице, а М 2 1, то УМ > 1. 
Отсюда и из (3.19) вытекает неравенство 
Е|<|1.2м+И УМ (3.20) 
п 13 24 
Обозначим У2'М через Х. Поскольку 1 < М < 2 и г равно либо нулю, 
либо единипе, то все допустимые значения Х наверняка находятся на сег- 
менте [1,2]: 


1<Х<2. (3.21) 


Используя введенное обозначение Х длля У2ММ, перепишем неравен 
ство (3.20) в следующей форме: 


1. 17 | 
[| < 5х’ +5 (3.22) 


В силу (3.22) максимальное значение |51| не превышает максимально- 


„у 


1... ( 
го значения 5“ "Хх + т для значений А, удовлетворяющих условиям 


') Справедливость этой формулы непосредственно вытекает из соотно- 
шений (3.12). 
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(3.21). Для выяснения вопроса об этом максимальном значении обратимся 
| 1... 17 
к графику функции }{(Х) = 5х 7х + 5д. Из курса элементарной мате- 


матики известно, что графиком этой функции является парабола, вершине 


т: | 1 

которой отвечает точка Х = 5 (рис. 3.4) 1). Так как (1) = 1(2) = 5 
= 
а 5)=- 54: то ясно, что для значений 


Х, удовлетворяющих условиям (3.21), зна- 


чения /(Х) заключены между 54 И 54. 
Иными словами 
ООН 1711 
= Ех <. 
2) = |5 +51 < 54 


Из последнего неравенства и неравенства 
(3.22) вытекает интересующее нас неравен 
СТВО ДЛЯ 51 


1 
51| < — < 0, 05. 
| | 24 2 
Замечание. Отметим, что если заданная относительная погрешность 
= равна 10`"°, то для вычисления с такой точностью квадратного корня из 
любого числа а > 1 после выбора х1 по формуле (3.18) потребуется всего 


Рис. 3.4 


РО и — 9 \23 —10 
лишь три итерации (п = 3), поскольку (0, 05)" < 19°. 


1) На рис. 3.4 масштаб по оси Оу в 20 раз больше масштаба по оси Оз. 


4* 


ГЛАВА 4 


ПОНЯТИЕ ФУНКЦИИ. ПРЕДЕЛЬНОЕ ЗНАЧЕНИЕ 
ФУНКЦИИ. НЕПРЕРЫВНОСТЬ 


Эту главу мы начнем с уточнения важнейшего понятия мате- 
малтического анализа — понятия функции. Опираясь на понятие 
предела числовой последовательности, мы введем новую форму 
операции предельного перехода, основанную на понятии предель- 
ного значения (или предела) функции. В этой главе вводится 
также важное математическое понятие непрерывности функции. 

Значительное место в главе отводится выяснению свойства 
непрерывности и других свойств простейших элементарных 
функций. 

Вопрос о приближенном вычислении значений элементарных 
функций рассматривается в Дополнении к гл. 8. 


$ 1. Понятие функции 


1. Переменная величина и функция. В гл. 1 мы уже 
отметили, что со всяким реальным физическим процессом свя- 
заны по меньшей мере две переменные величины, изменение ко- 
торых взаимообусловлено. 

Рассматривая реальные физические переменные величины, 
мы приходим к выводу, что эти величины не всегда, могут при- 
нимать произвольные значения. Так, температура тела не мо- 
жет быть меньше —273°С, скорость материальной точки не мо- 
жет быть больше 3 . 1010 см/с (т. е. скорости света в пустоте), 
смещение у материальной точки, совершающей гармонические 
колебания по закону у = Азш(ф- 0), может изменяться лишь 
в пределах сегмента, |-А, + А]. 

В математике отвлекаются от конкретных физических 
свойств наблюдаемых в природе переменных величин и рас- 


сматривают абстрактную переменную величину !), характеризу- 


') Уместно отметить, что понятие величины относится к числу начальных 
математических понятий (см. сноску ^) на с. 20). 
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емую только численными значениями, которые она может при- 
нималь. 

Множество {т} всех значений, которые может принимать 
данная переменная величина, называется областью изменения 
этой переменной величины. Переменная величина считается за- 
данной, если задана область ее изменения. В дальнейшем мы,как 


У 


Рис. 4.1 Рис. 4.2 


правило, будем обозначать переменные величины строчными 
латинскими буквами т, у, и,..., а области изменения этих пе- 
ременных символами {1}, {у}, {и}... 

Пусть задана переменная величина х, имею- 
пая областью изменения некоторое множество {5}. 

Если каждому значению переменной х из 
множества 1х} ставится в соответствие по 
известному закону некоторое число у, то гово- 
рят, что на множестве {х{ задана функция у = 
= (1) или у = }(х). 

При этом переменная х называется аргу- 
ментом, а множество 1%} — областью 
задания функции у= { (5). 

Число у, которое соответствует данному зна- 
чению аргумента х, называется частным 
значением функции в точке т. Совокуп- 
ность всех частных значений функции образует 
вполне определенное множество {у}, называемое 
множеством всех значений 
функции. 

В обозначении у = [(х) буква } называет- 
ся характеристикой функции. Лля обозначения 
аргумента, функции и ее характеристики могут 


употребляться различные буквы. Рис. 4.3 
Приведем примеры функций: 
1°. у = 57. Эта функция задана на бесконечной прямой 


—с< < х< с. Множество всех значений этой функции — по- 
лупрямая 0 зу < + (рис. 4.1). 
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2°. у = М1 - 17. Функция задана, на сегменте —1 < х < +1. 
Множество всех значений функции — сегмент 0<у< 1 (рис. 4.2). 

3°. у = т. Эта функция задана на множестве натуральных 
чисел п = 1,2,... Множество всех значений этой функции — 
множество натуральных чисел вида п! (рис. 4.3). 

4°. Функция Дирихле!) 


и 0, если т — иррациональное число, 
1, если х — рациональное число. 
Эта функция задана, на бесконечной прямой —с < х< +, 
а множество всех ее значений состоит из двух точек 0 и 1. 


-1, если х>0. 


у = 5515 = 0, если х=0, 


—1, если х<0. 
® (Термин зп происходит от латин- 


ского слова этиш — знак.) Эта 


—`—`—<щ1 .. 
функция задана на всей бесконеч- 
ной прямой —со < © < сх, а мно- 
жество всех ее значений состоит из 
Рис. 4.4 


трех точек: —1, би +1 (рис. 4.4). 

6°. у = |х|, где [х| обозначает целую часть вещественного 
числа х. Читается: «у равно антье х» (от французского слова 
епег — целый). Эта функция задана для всех вещественных 
значений х, а множество всех ее значений состоит из целых чи- 
сел (рис. 4.5). 

2. О способах задания функции. В этом пункте мы оста- 
новимся на некоторых способах задания функции. 

Часто закон, устанавли- 
вающий связь между аргу- 
ментом и функцией, задает- 
ся с помощью формул. Та- 
кой способ задания Ффунк- 
ции называется аналитиче- 
ским. Следует подчеркнуть, 
что функция может опреде- 
ляться разными формулами 
на разных участках области 
своего задания. 

Например, функция 


зпх при т<0, 
У = 
5 при т>0 


Рис. 4.5 


1) Петер Густав Лежен-Дирихле — немецкий математик (1805-1859). 
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задана аналитическим способом на всей бесконечной прямой 
(рис. 4.6). 

Ловольно распространенным способом задания функции яв- 
ляется табличный способ, заключаютщийся в задании таблицы 
отдельных значений аргумента и соответствующих им значений 
функции. При этом мож- 
но приближенно вычислить 
не содержалциеся в табли- 
це значения функции, со- 
ответствующие промежуточ- 
ным значениям аргумента. 
Для используется способ ин- 
терполяции, заключающий- 
ся в замене функции между 
ее табличными значениями 
какой-либо простой функцией (например, линейной или ква- 
дратичной). Примером табличного задания функции может 
служить расписание движения поезда. Расписание определяет 
местоположение поезда в отдельные моменты времени. Интер- 
поляция позволяет приближенно определить местоположение 
поезда в любой промежуточный момент времени. 

В практике физических измерений используется и еще один 
способ задания функции — графический, при котором соответ- 
ствие между аргументом и функцией задается посредством гра- 
фика (снимаемого, например, на осциллографе). 


Рис. 4.6 


$ 2. Понятие предельного значения функции 


1. Определение предельного значения функции. Рас- 
смотрим функцию у = {(1), определенную на некотором мно- 
жестве {т}, и точку а, быть может, и не принадлежащую мно- 
жеству 1%} но обладающую тем свойством, что в любой =- 
окрестности точки а имеются точки множества 17}, отличные 
от а. Например, точка а может быть граничной точкой интер- 
вала, на котором определена функция. 

Определение 1. Число 6 называется предельным 
значением функции у= [ (1) в точке х=а (или 
пределом функции при т а), если для любой стодя- 
щейся к а последовательностьи т1, т2,...,Ти,... значений аргу- 


мента т, элементия т», которой отличны от а Г) (хи 52 а), соот- 


ветствующая последовательность }(х1), 1(12),...,Л(7тп),-.. 
значений функиии сходится к 0. 


') Это требование объясняется, в частности, тем, что функция {(х) может 
быть не определена в точке а. 
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Для обозначения предельного значения функции использу- 


ется следующая символика: Пт }(7) =6. 
1—›а 


Отметим, что функция у = }(%) может иметь в точке а 
только одно предельное значение. Это вытекает из того, что по- 
следовательность 1}(5»)} может иметь только один предел. 

Рассмотрим несколько примеров. 

1°. Функция }(1) = с имеет предельное значение в каждой 
точке бесконечной прямой. В самом деле, если 11,12,...,Ти,... 
есть любая схоляшаяся к а последовательность значений аргу- 
мента, то соответствующая последовательность значений функ- 
ции имеет вид с,С,...,С,... и поэтому сходится к с. Таким об- 
разом, предельное значение этой функции в любой точке х =а 
равно с. 

2°. Предельное значение функции }(т) = х в любой точке а 
бесконечной прямой равно а. Действительно, в этом случае по- 
следовательности значений аргумента и функции тождествен- 
ны, и поэтому, если последовательность {т} сходится к а, тои 
последовательность 4} (ти)! также сходится к а. 

3°. Функция Дирихле, значения которой в рапиональных 


предельного значения ни в одной точке а бесконечной прямой. 
Действительно, для сходящейся к а последовательности рацио- 
нальных значений аргумента предел соответствующей последо- 
вательности значений функции равен единице, а для сходящей- 
ся к а последовательности иррациональных значений аргумента 
предел соответствующей последовательности значений функции 
равен нулю. 

В дальнейшем мы будем использовать понятия односторон- 
них предельных значений функции. 

Будем считать, что множество {1}, на котором задана функ- 
ция }(т), для любого = > 0 имеет хотя бы один элемент ‚ лежа- 
ший на интервале (а, а + =) (соответственно на интервале (а — 
—=,а)). 

Определение 2. Число 6 называется правым (левым) 
предельным значением фунжииц 1 (1) в точке т =а, 
если для любой стодящейся к а последовательности х1, 12, ... 


..., Фи, ... значений аргумента т, элементия т», которой боль- 
ше (меньше) а, соответствующая последовательность }(тт), 
Т(т2),... ‚ (тр), ... значений функими сходится к 6. 


Для правого предельного значения функции используется 
обозначение | | 
6 }(5х) =ф или }(а- 0) = 6. 
х—а-0 
Для левого предельного значения употребляется обозначение 


о „(т ) =Били }(а-—0) =6. 


х—а— 
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В качестве примера рассмотрим функцию {(15) = еп !). 
Эта функция имеет в нуле правое и левое предельные значе- 
ния, причем 321(0 + 0) = Та 31(0 — 0) = -1. В самом деле, 
если {т„!{ — любая сходящаяся к нулю последовательность зна- 
чений аргумента этой функции, элементы х„ которой больше 
нуля (т > 0), то зви т, = 1 и поэтому Ши епт, = 1. Таким 

пс 


образом, справедливость равенства 5°1(0 + 0) = 1 установлена. 
Аналогично доказывается, что з21(0 — 0) = —1. 

Замечание. Если в точке а правое и левое предельные 
значения функции }(х) равны, то в точке а существует, пре- 
дельное значение этой функции, равное указанным односторон- 
ним предельным значениям. Этот наглядный факт мы снабдим 
доказательством. 

Пусть {х» } — любая сходлящаяся к а последовательность зна- 
чений аргумента функции {(7), элементы которой не равны а. 
Пусть {7,,} — подпоследовательность этой последовательно- 
сти, состоящая из всех больших а элементов последовательно- 
сти 17}, а 111, } — подпоследовательность, состоящая из всех 
меньших а элементов последовательности {х„\2). Так как в си- 
луп. 154 гл. 3 подпоследовательности |1} и 111, } сходятся 
к а, то из существования правого и левого предельных значе- 
ний функции }(1) в точке а вытекает, что последовательности 
(тк) и {1(хь,)} имеют пределы, которые по условию рав- 

Пусть 6 — предел этих последовательностей. Для любого 
= > 0 можно указать номер М№ такой, что все элементы после- 
довательностей {}(хь,)}Ё и 1{(21.}}, для которых Ки 2 Ми 
„> М, удовлетворяют неравенствам |}(хь,)—6] <=и |] (хх, )— 
—6| < ;. Следовательно, при п > М выполняется неравенство 
|1(т.)} —6]| < Е, т. е. последовательность {}(т»)} сходится к 6. 
Тем самым доказано, что предельное значение функции }(5) в 
точке а существует и равно 6. 

Сформулируем определения предельного значения функции 
при стремлении аргумента, 5 к бесконечности и к бесконечности 
определенного знака. 

Будем считать, что множество {2}, на котором задана функ- 
ция }(5), лля любого А > 0 имеет хотя бы один элемент, лежа» 
ий вне сегмента |-А, + А). 

Определение 9. Число 6 называется предельным 
значением функции [1) при хх (или 


‚) Определение функции у = $01 4 дано в п. 1 8 1. 
Мы исключаем из рассмотрения случай, когда у последовательности 
{ть} ли конечное число элементов лежит правее (левее) точки а. В этом 
случае сходимость {}(т.)} очевидна. 
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пределом функции при х — ©}, если для любой 
бесконечно большой последовательности значений аргумента 
соответствующая последовательность значений функции сто- 
дится к 6. 

Лля обозначения предельного значения функции при т -$ со 
используется следующая символика: 


Паш (2) = 


Наконец, будем считать, что множество 1х!, на котором за- 
дана функция }(5), для любого А > 0 имеет хотя бы один эле- 
мент х, удовлетворяющий условию т > А (х < —А). 

Определение 4. Число 6 называется предельным значением 
функиии (х) при стремлении аргумента х к положительной 
(отрицательной) бесконечности, если для любой бесконечно 
большой последовательности значений аргумента, элементы 
которой, начиная с некоторого номера, положительниы (отри- 
цательны), соответствующая последовательность значений 
функиии стодится к 6. 

Символические обозначения: 

Пил -ь (вв) =) 
В качестве примера рассмотрим функцию { (1) = 1/х. Эта функ- 
ция имеет равное нулю предельное значение при х -—} со. Дей- 
ствительно, если 11,12,....2р,... — бесконечно большая по- 
следовательность значений аргумента, то последовательность 
1/1, 1/152,...,1/%и.... бесконечно малая и поэтому имеет пре- 
дел, равный нулю. 

2. Арифметические операции над функциями, имею- 
щими предельное значение. Убедимся, что арифметические 
операции над функциями, имеющими предельное значение в 
точке а, приводят к функциям, также имеющим предельное 
значение в этой точке. Справедлива следующая основная 
теорема. 

Теорема 4.1. Пусть заданные на одном и том же множе- 
стве функции }(х) и е(х) имеют в точке а предельные значе- 
нияБис. Тогда фуикции }(2) + 5 (2), (2) — (2), а) в (г) и 
2) имеют в точке а предельные значения (частное при усло- 


ий 
Е с 52 0), равные соответственно В + с, 6 -с,6-сц -. 

Доказательство. Пусть 11,12,...,.2и,... (5. а) — 
произвольная сходящаяся к а последовательность значений ар- 
гумента функций } (7) ив (5). Соответствующие последователь- 
ности (1), (аа), . „ат, о и 8(21),8 (22), ... „в (ат).. 
значений этих функций имеют пределы 6 и с. Но тогда, В силу 
теорем 3.9-3.12, последовательности {}() + 2(ти)\, {1 (хь) — 
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65 (1) } 171 (7) "& (2) И сы имеют пределы, соответ- 


В 
ственно равные 6 + с. 6 —с, 6 -си -. В силу произвольности по- 
| | С 


следовательности {х„! это означает, что Ны|} (5) + =(т)] = В- с, 
Ф-> 


шт [/(2) — 8(2)] = 6-с, №в[(2) 8 (2)] = 6-6, шв = 


ф—>а, Е (т) С 


Теорема доказана. 
Применим доказанную теорему для отыскания предельных 
значений многочленов и несократимых алгебраических дро- 


бей '). Имеет место следующее утверждение. 

В каждой точке а бесконечной прямой предельные значения 
многочленов и несократимых алгебраических дробей существу- 
ют и равны частчым значениям этих функций в указанной 
точке (в случае алгебраической дроби а не долэсно бъить кор- 
нем знаменателя). 

Действительно, в силу теоремы 4.1 


. 2 . . . о 
Па 2“ = Пат: т = Цих: шт =а". 
ха ха ха ха 

Аналогично можно убедиться, что 

Па т” = а”. 
ха 


Следовательно, для многочлена бол” + ИТ... 1+ Ь, 
получим (используя теорему 4.1 для произведения и суммы) 


[10 (Бох” - ры --- 615 - Ь,,) —= 
х—а 


—= Ша” - | о 1а-+щ6,. 


В случае несократимой алгебраической дроби, когда, а не явля- 
ется корнем знаменателя, получим (применяя теорему 4.1 для 
частного) 


п бод” Ныж”Т +... а -Ь, ба’ а" +... +6, а-+в 
ха со” ах”? 1+... стл + ст соа” + чат... ст—1а+ ст. 


3. Сравнение бесконечно малых и бесконечно боль- 
ших функций. Функция у = 1(т) называется бесконечно ма- 
лой в точке х = а (при т а), если Ша }(т) = 0. Легко убе- 

— 1—>а 


диться, например, что функция { (т) = (5 —-а)", где т — целое 
положительное число, является бесконечно малой в точке х = 
—= а. В самом деле, в предыдущем пункте мы установили, что 


1) Несократимая алгебраическая дробь — частное двух многочленов, не 
имеющих отличных от постоянной общих множителей. 
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предельное значение многочлена }(х) = (х —а)” в любой точ- 


ке бесконечной прямой существует и равно частному значению 


многочлена в этой точке. Поэтому Пт (5 — а)" = 0. 
1—>а, 


Отметим, что если функция у = }(1) имеет равное 6 предель- 
ное значение в точке а, то функция а(х) = 1(1) -6 является 
бесконечно малой в точке а. Действительно, предельные значе- 
ния каждой из функций }(х) ибв точке а равны 6, и поэтому в 
силу теоремы 4.1 

[т а(2) = Ша ({(х) — 6) = Па } (5) - Паб =0. 
т—›а х—›а т—›а ф—>›а 
Используя полученный результат, мы получаем специальное 
представление для функции, имеющей равное 6 предельное зна- 
чение в точке 5х =а: 
7(%) =6-+ а(х), где Ша а(5) = 0. (4.1) 
1—а 

Представление (4.1) оказывается весьма удобным при дока- 
зательстве различных предложений и будет неоднократно ис- 
пользовано нами ниже. 

Наряду с понятием бесконечно малой функции часто ис- 
пользуется понятие функции, бесконечно большой в точке а 
справа или бесконечно большой в точке а слева. Именно, функ- 
ция (т) называется бесконечно большой в точке а справа (сле- 
ва), если для любой стодящейся к а последовательности тл, 


12,... ‚ Фи... значений аргумента т, элементы хо которой 
больше а (меньше а), соответствующая последовательность 
(5х1), №(12),... ‚ 1(%.),... значений функими является беско- 


нечно большой последовательностью определенного знака. 
Для бесконечно больших функций используются следующие 
обозначения: 


Пи (5) = со или Ё(а- 0) = +, 
х—а-0 

Вт (5) = +0 или [(а-0) = +, 
х—а—0 

В Х(х) = —со или Г(а-+0) = -с, 
х—а-0 

пт /(5) = -со или Г(а- 0) =-с. 
х—а—0 


Познакомимся с методикой сравнения бесконечно малых 
функций и употребляемой терминологией. 

Пусть &(7) и В(х) — две заданные на одном и том же множе- 
стве функции, являющиеся бесконечно малыми в точке 5 = а. 

1. Функция а(5) называется бесконечно малой более высокого 
порядка, чем В(х) (имеет более высокий порядок малости), если 
предельное значение функции а(х)/В(х) в точке а равно нулю. 
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2. Функции &@(5) и 6(1) называются бесконечно малыми, одно- 
го порядка (имеют одинаковый порядок малости), если предель- 
ное значение функции 0(5)/В(т) в точке а существует и отлично 
от нуля. 

3. Функции @(1) и В(т) называются эквивалеитииями беско- 
нечно малыми, если предельное значение функции @(7)/В(т) в 
точке а равно единице. 

Часто бесконечно малые функции сравнивают с какими-либо 
стандартными бесконечно малыми функциями. Обычно в каче- 
стве функции сравнения берут функцию (х—а)””, где т — целое 
положительное число. В этом случае употребляется следующая 
терминология: бесконечно малая в точке а функция а(т) имеет 


(т) 


порядок малости ть, если предельное значение функции 
ф-а)” 
в точке а отлично от нуля. 


При сравнении бесконечно малых функций часто употребля- 
ют символ о (о малое). Именно, если функция а = @(7) пред- 
ставляет собой бесконечно малую в точке а функцию более вы- 
сокого порядка, чем бесконечно малая в этой же точке функция 
В = 6(5), то это условно записывают так: 

и = 0(р) 
(читается: © равно о малое от В). Таким образом, символ 0(В) 
означает любую бесконечно малую функцию, имеющую в точ- 
ке а более высокий порядок малости, чем бесконечно малая в 
этой точке функция В = В(х). 

Отметим следующие очевидные свойства символа о: если 5) = 
= (В), то (В) 2 (1) = 0(В), о(В) + о(В) = (В). 

Заметим также, что если а и В — бесконечно малые в точке а 
функции, то функция аб имеет более высокий порядок малости, 
чем каждый из сомножителей, и поэтому 


оВ = (а), В = о(В). 

Для бесконечно больших в точке а справа (или слева) функ- 
ций используется аналогичная методика сравнения. 

Пусть А(5) и В(т%) — бесконечно большие в точке @& справа 
функции, и пусть, например, обе эти бесконечно большие функ- 
ции положительного знака, т. е. 

Пт А(5) = +< и Ша В\(т) = +0. 
х—а-0 х—а-0 

Мы будем говорить, что функция А(1) имеет в точке а справа 
более высокий порядок роста, чем функция В (1), если функция 
А(т .. 

а является бесконечно большой в точке а справа. Если же 

ИЯ , 


правое предельное значение функции В(+) в точке а конечно и 
ий 
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отлично от нуля, то в этом случае мы будем говорить, что А(7) 
и В(т) имеют в точке а справа, одинаковый порядок роста. 
Рассмотрим несколько примеров. 
1°. Функции @(5) = 31° +43 и В(1) = 21° являются беско- 
нечно малыми функциями одного порядка в точке 1 = 0. Дей- 


1 
(т) — 3 5+ т. Так как шт -х = 0, то в 
В(1) 1—0 2 | 
а(т) _ 3 
50 8(#) 2 
бесконечно малые одного порядка. 
2°. Функции @(1) = 1° — 65° и В(1) = 17 — эквивалентные 


ствительно, при 5х = 0 


силу теоремы 4.1 ри А это означает, что а(т) и 9(%) — 


С 
бесконечно малые в точке т = 0. В самом деле, а(2) — = 1 — 6х 


В() 


Так как Пт 61 = 0, то в силу теоремы 4.1 Ша (т) — 1. Это и 
х—0 —0 В(х) 


означает эквивалентность бесконечно малых (2 и В(т). 


3°. Функции А(5т} = и В(т) = - имеют одинаковый 
порядок роста в точке х = 0 справа и слева. Это следует из 


того, что Шо те = Пат +4) =1. 


$ 3. Понятие непрерывности функции 


1. Определение непрерывности функции. Пусть точ- 
ка а принадлежит области задания функции }(5) и любая 
=-окрестность точки а содержит отличные от а точки области 
задания этой функции. 

Определение 1. Функция {(т) называется непрерыв- 
ной в точке а, если предельное значение этой функици в 
точке а существует, и равно частному значенлио {(а). 

Таким образом, условие непрерывности функции { (5) в точке 
а символически можно выразить следующим образом: 

1 (а) = У(а). 
Так как а = тии х, то предыдущему равенству можно при- 
т-—>а, 
дать слелдующую форму: 
Бо (2) = Л (Вт =). 
1—а 1—>а 
Следовательно, для непрерывной функции символ «ша» пре- 
дельного перехода и символ «}» характеристики функции мож- 
но менять местами. 

Используя определение 1 предельного значения функции 
7(1) в точке а (см. п.1$82 настоящей главы), мы можем следую- 
шим образом перефразировать определение 1 непрерывности 
функции в точке а. 
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Определение 1*. Функция (т) называется непреры в- 
ной в точке а, если для любой стодящейся к а последователь- 
НОСТИ тт, 12,... Тп,... значений аргумента х соответствую- 
щцая последовательность }(7т1), 1(12),...,}(7.),... значений 
этой функици сходится к числу (а). 

Заметим, что, по сравнению с определением 1 из п. 182 
предельного значения }(т) в точке а, мы в определении 1* опу- 
стили требование, обязывающее все элементы последовательно- 
сти 11,12,...,.5и.... быть отличными от а. Это можно сделать 
в силу того, что добавление к элементам последовательности 
(ти) }, сходящейся к {(а), любого числа новых элементов, рав- 
ных /(а), не нарушит сходимости получающейся при этом по- 
следовательности к }(а). 

Предположим, что множество 1х}, на котором задана функ- 
ция (1), содержит точку а и для любого = > 0 имеется хотя бы 
один элемент этого множества, лежащий на интервале (а, а +=) 
(на интервале (а —5,а)). 

Определение 2. Функция }(1) называется непреры в- 
ной справа (слева) в точке а, если правое (левое) 
предельное значение этой функции в точке а существует и 
равно частному значенлио (а). 

Символические обозначения непрерывности справа (слева): 


Вт )(х) = Ё(а) или Ка +0) = Ка) 


т-—за-0 


(№ 1(2) = (а) или Р(а-—0)= 1(а)). 


Замечание. Ёсли функичя (т) непрерывна в точке а 
и слева и справа, то она непрерывна в этой точке. В самом 
деле, в силу замечания п. 1 $ 2 этой главы в этом случае суще- 
ствует предельное значение функции в точке а, равное частному 
значению этой функции в точке а. 

Рассмотрим примеры. 

1°. Степенная функция }(5) = х” с целочисленным положи- 
тельным показателем п непрерывна в каждой точке бесконечной 
прямой. Действительно, вп. 28 2 мы доказали, что предельное 
значение этой функции в любой точке бесконечной прямой рав- 
но частному значению а”. 

27. Так как многочлены и несократимые алгебраические дро- 
би имеют в каждой точке области задания предельное значение, 
равное частному значению (см. п. 282), то они являются непре- 
рывными функциями. 

Точки, в которых функция не обладает свойством непре- 
рывности, называются точками разрыва функции '). Например. 


1) В5 8 мы дадим классификацию точек разрыва. 
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функция /(1) = зп х имеет разрыв в точке 1 = 0 (вп. 1$ 2 мы 
доказали, что правое и левое предельные значения этой функ- 
ции в точке 1 = 0 существуют, но не равны друг другу, и поэто- 
му не существует предельное значение функции в этой точке). 
Функция Дирихле разрывна в каждой точке бесконечной пря- 
мой, поскольку она не имеет предельного значения ни в одной 
точке этой прямой (см. п. 182). 

Мы будем говорить, что функция }(х) непрерывна на мно- 
окестве {т}, если она непрерывна в каждой точке этого множе- 
ства. Если функция непрерывна в каждой точке интервала, то 
говорят, что она непрерывна на интервале. Если функция непре- 
рывна в каждой внутренней точке сегмента |а,6| и, кроме того, 
непрерывна справа в точке а и слева в точке 6, то говорят, что 
она непрерывна на сегменте |а,6]. 

2. Арифметические операции над непрерывными 
Функциями. Убедимся, что арифметические операции над не- 
прерывными функциями приводят к непрерывным функциям. 

Докажем следующую основную теорему. 

Теорема 4.2. Пусть заданные на одном и том же мнозже- 
стве функции }(х) и 2(х) непрерывны в точке а. Тогда функции 
(т) +=(т), }(х)—2(т), 1(1)-5(%) ц ги непрерывтия в точке а 
(частное при условии 2 (а) = 0). 

Доказательство. Так как непрерывные в точке а 
функции {(1} и 2(5) имеют в этой точке предельные значения 
Т(а) и = (а), то в силу теоремы 4.1 предельные значения функций 


(г) + (2), 1) - в(2), а) - в) и 18 существуют и равны 
соответственно }(а) - = (а), }(а) — е(а), (а): (а), а Но эти 
величины как раз и равны частным значениям перечисленных 
функций в точке а. Теорема доказана. 

3. Сложная функция и ее непрерывность. Функции, 
образованные в результате суперпозиции (т.е. последовательно- 
го применения) двух или нескольких функций, будем называть 
сложнымы. 

Достаточно определить сложную функцию, образованную в 
результате суперпозиции двух функций. 

Пусть функция 1 = Ф(® задана на некотором множестве 4$}, 
и пусть {т} — множество значений этой функции. 

Предположим далее, что на указанном множестве {1х} опре- 
делена другая функция у = {(5). Тогда говорят, что на множе- 
стве {$} задана сложная функция 


у= 1(1), тде х=(®, 


у=/Л(8] = Е(®. 


ИЛИ 
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Справедлива следующая основная теорема. 

Теорема 4.3. Если функция х = Ф(®) непрерывна в точке а, 
а функиия у = }(х) непрерывна в соответствующей точке 6 = 
= Ф(а), то сложная функция у = ф(®| = Е(® непрерывна в 
точке а. 

Доказательство. Пусть {&,} — произвольная последо- 
вательность значений аргумента сложной функции, сходящаяся 
к а. Так как функция х = Ф(Р непрерывна в точке а, то (в 
силу определения 1* из п. 1) соответствующая последователь- 
ность значений этой функции т» = ф(Ъ,) сходится к частному 
значению этой функции в точке а, т. е. к числу 6 = Ф(а). Далее, 
поскольку функция у = { (1) непрерывна в точке 6 = (а) и для 
нее указанная последовательность [хи !, сходящаяся к 6 = ф(а), 
является последовательностью значений аргумента, то (в силу 

того же определения 1* из п. 1) соответствующая последова- 
тельность значений функции }(х») = }Ф(&,)| = Е(®,) сходится 
к числу /(6) = Лё(а)] = Е (о). 

Итак, мы получаем, что для любой последовательности {, } 
значений аргумента сложной функции, сходящейся к а, соответ- 
ствующая последовательность значений самой сложной функ- 
ции 1} (8) = {Е(%,)} сходится к числу Рф(а)|] = Е(а), 
являющемуся частным значением сложной функции в точ- 
ке а. В силу того же определения 1* из п. 1 это означает, 
что сложная функция /Ф(®| = Е(Ъ) непрерывна в точке а. 
Теорема доказана. 


$ 4. Некоторые свойства монотонных функции 


1. Определение и примеры монотонных функций. 

Определение. Функция у = }(х) называется неубыва- 
ю щей (невозрастающей) на множестве 
{т\, если для любых тр и 12 из это- 
го множества, удовлетворяющих усло- 
вию т < 12, справедливо неравенство 
Ал) < 112) (Л(а1) 2 Л(12)). 

Неубывающие и невозрастающие 
функции объединяются общим наимено- 
ванием монототиые функции. 

Если для любых 11 и 12 из множества 
{т}, удовлетворяющих условию 11 < 42, 
справедливо неравенство }(21) < 1(22) 
(1(51) > 1(12)), то функция у = } (т) на- 
зывается возрастающей (убывающей) на 
множестве {15}. Возрастающие и убыва- 
ющие функции называются также стро- 
го монотонными. 


Рис. 4.7 
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Приведем примеры монотонных функций. 

1. Функция /(1) = т -+ епт возрастает на всей числовой 
прямой (рис. 4.7). 

2. Функция (5) = зеп т является неубывающей на, всей чи- 
словой прямой (см. рис. 4.4). 

2. Понятие обратной функции. Монотонные функ- 
ции, имеющие обратную. В этом пункте формулируется по- 
нятие обратной функции и устанавливаются условия существо- 
вания обратной функции для монотонной функции. 

Пусть функция у = 1(1) задана на сегменте [а,6 |, и пусть 
множеством значений этой функции является сегмент |“, 0. 
Пусть, далее, каждому у из сегмента [а,6|] соответствует 
только одно значение 1 из сегмента [а, 6], для которого }(х) = 
= у. Тогда на сегменте |, В] можно определить функцию х = 
= | '(), ставя в соответствие каждому у из [а, В] то зна- 
чение х из [а.6], для которого }(х) = у. Функция т = Ру) 
называется обратной для функции у = Ё(х). 

В указанном определении вместо сегментов [а,6] и [а, В] 
можно было бы рассматривать зиитервалы (а, 6) и (а, В). Можно 
также допускать, что один или оба интервала (а, 6) и (а, 6) пре- 
вращаются в бесконечную прямую или в открытую полупрямую. 

Отметим, что если 5 = (у) — обратная функция для у = 
= /(х), то, очевидно, функция у = {(х5) является обратной для 
функции х = } "(49). Поэтому функции у = }(х) их = (у) 
называют также взаимно обратными. 

Взаимно обратные функции обладают следующими очевид- 
ными свойствами: 


(Л (у) =у ГО) =г. 


Рассмотрим примеры взаимно обратных функций. 
1°. Пусть на сегменте [0,1] задана, функция }{(т) = 3х. Мно- 
жеством значений этой функции будет сегмент |0,31. Функция 


— 1 ., 
(и) = зу, определенная на сегменте |0, 3, является обратной 


для заданной функции }(т) = 3х. 
2°. Рассмотрим на сегменте |0,1| функцию, определенную 
следующим образом: 
(а) , если х — рациональное число, 
= 7(х) = 
у — 1-х, если х — иррациональное число. 


Функция 1 = } '(у), заданная на сегменте [0, 1] и определен- 
ная равенствами 


и р (= у, если у — рациональное число, 
7”. 1—9, если у — иррациональное число, 
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будет обратной к данной. В этом нетрудно убедиться непосред- 
ственной проверкой. 

Замечание 1. Пусть на сегменте [а,6 | задана строго 
монотонная функция у = {(1), и пусть множеством значений 
этой функции является сегмент (а, 0]. Тогда, в силу строгой мо- 
нотонности функции у = }(5), каждому у из [а, В| соответствует 
только одно значение х из [а,6 |, для которого {(5) = у, и поэто- 
му на сегменте [а, 8] существует функция х = } '(у), обратная 
для функции у = }(х). Более того, если функция у = }(5х) яв- 
ляется возрастающей на, сегменте [а,6], то функция х = } "(ч) 
также является возрастающей на сегменте |а,В|, если же у = 
= }(%) — функция, убывающая на [а,6|, то х = Р`"(у) являет- 
ся убывающей на сегменте |8, а]. Убедимся, например, что если 
у = }(х) - возрастающая функция, то и д = {`"(у) — также воз- 
растающая функция. Действительно, если 1/1 < у2, то и %1 < 12 
(1 = (ал) и 12 = Г '(92)), ибо из неравенства 11 2 12 и из 
возрастания функции у = }(%) следовало бы, что 1 > у, а это 
противоречит неравенству у1 < уро. 

Лемма 1. Для того чтобы строго монотонная на сегменте 
[а,. 6] функция у = }(х) являлась непрерывной на этом, сегмен- 
те, необходимо и достаточно, чтобы любое число °/, заключен- 
ное между числами а = Ё(а) и В = (5), было значением этой 
функции. Иными словами, для того чтобы строго монотонная 
функция у = (5) была непрерывна на сегменте [а,6|, необхо- 
димо и достаточно, чтобы множеством значений этой функции 
был сегмент [а В] (или [В, а] при В < а), гдеа = (а) иВ = Х(Ь). 

Доказательство. 1) Необходимость. 
Ради определенности рассмотрим возрастающую непрерывную 
на сегменте |[а,6] функцию у = }(х) (лля убывающей функции 
доказательство аналогично). Покажем, что если а < 7 < р, то 
существует внутренняя точка, с сегмента, [а,6 |, в которой }(с) = 
= 7 (в силу возрастания функции {(т) на сегменте |[а,6 | такая 
точка с будет единственной). Обозначим через {5} множество 
точек сегмента, [а,6|, для которых 1(5) < 5 (этому множеству 
принадлежит, например, точка а, ибо Г(а) = а < 75). Множе- 
ство [х]} ограничено сверху и поэтому имеет точную верхнюю 
грань с. Докажем, что }(с) = 5. Отметим, что любое число 
из сегмента [а.6|, менышее с, принадлежит множеству {2} '). 
а любое число, превосходящее с, не принадлежит этому множе- 


ству 2). Покажем, что с — внутренняя точка сегмента |а, 6]. В 


1) Ибо по определению точной верхней грани для любого х, меньшего с, 
найдется х’ такое, что х < ях’ и [(т') < 7. Но тогда из возрастания 1(%) 


следует что и } (+) < 7, т. е. х принадлежит {5}. 
2?) В силу определения точной верхней грани. 
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самом деле, пусть, например, с = 6. Рассмотрим сходящуюся 
к 6 возрастающую последовательность {хи} значений аргумен- 
та, функции у = } (5). Так как }(т) непрерывна в точке 6 слева, 


то Ни {(т,„) = В. С другой стороны, }{(х.) < 7’), и поэтому 
п—>со | | 
в силу теоремы 3.13 Ша (5„) < 7. Таким образом, В < 7, что 


противоречит условию у < В. Полученное противоречие дока- 
зывает, что с < 6. Аналогично можно убедиться, что а < с. Так 
как с- внутренняя точка сегмента, [а, 6 |, то найдутся [75)} и {ти} 
— сходящиеся к с возрастающая и убывающая последовательно- 
сти значений аргумента х. Поскольку }(х) непрерывна, в точке 


с, то Ша (2) = Ша 1 (7) = /(с). Но 1(2.) <, а Л(х,) > 


п—оо 


> 77). Поэтому На 1(2.) < 7, На (1") > 9, откуда следует. 


что (с) =7. 

2) Достаточность. Проведем доказательство для 
возрастающей на сегменте |а,6 | функции у = {(1) (для убываю- 
щей функции рассуждения аналогичны). Пусть с — любая точка 
сегмента |а,6] изу = [(с) 
— значение функции у = 
= }(%) в этой точке. Убедим- 
ся, что число 7) является пра- 
вым и левым предельным 
значением функции {(5) в 
точке с (если с — граничная 
точка сегмента, [а,6|, то 5 
является соответствующим 
односторонним предельным 
значением в этой граничной 
точке). Пусть а < с < 6: 
докажем, что 7/ является ле- 
вым предельным значением функции в точке с. Пусть Е — столь 
малое положительное число, что а < 7 -—= (рис. 4.8). Посколь- 
ку по условию леммы число 7/ — Е является значением функции 
1(%), то на сегменте |а,6| можно указать точку 4 такую, что 
(а) = 7-е. Так как функция }{(1) возрастает, то 4 < с. Рассмо- 
трим теперь любую сходящуюся к с последовательность {7} 
значений аргумента х, элементы которой меньше с. Начиная с 
некоторого номера М, все элементы ти этой последовательности 
удовлетворяют неравенствам 4 < хр < с (один такой элемент 
изображен на рис. 4.8), так что в силу возрастания }(1) при 
п > М справедливы неравенства }(4) < }(т»} < (с). Так как 


Рис. 4.8 


') Так как все х„ меньше с и, стало быть, принадлежат {<}. 
?) В силу того, что д’, < с < 41/ для любого п. 


= 
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(а) = у-—ви 1 (с) = 7, то из последних неравенств вытекает, 
что при п > № 

0 < у- (5) <&, 
т. е. последовательность {}(%„)} сходится к 5), а поскольку 
{т} — произвольная сходящаяся к с слева последовательность 
значений аргумента, то тем самым доказано, что левое предель- 


ное значение в точке с существует и равно бу = {(с) '). Если 
а < с < 6 то, рассуждая аналогично, можно доказать, что 
у = }(с) является правым предельным значением функции в 


точке с. Мы доказали, что правое и левое предельные значения 
функции у = } (т) в любой внутренней точке с равны частному 
ее значению {(с), а это, в силу замечания в п. 1 $ 2, означа- 
ет непрерывность }(7) во внутренних точках сегмента. Непре- 
рывность этой функции в граничных точках сегмента, следует 
из того, что соответствующие односторонние предельные значе- 
ния / (2) в граничных точках сегмента равны частным значени- 
ям функции. Лемма полностью доказана. 

Следствие. Пусть на сегменте |а,6 | задана строго моно- 
тонная непрерывная функция у = 1(х), и пусть а = Ка), В = 
= }(5). Тогда эта функция имеет, на сегменте [< В| (или |6, а], 
если В < а) строго монотонную и непрерывную обратную функ- 
цию т = К (у). 

оказательство. В силу только что доказанной лем- 
мы множеством значений функции у = }(х) является сегмент 
|, В\, а тогда, согласно замечанию 1 этого пункта, на сегмен- 
те [а, 6| существует обратная строго монотонная функция т = 


= | '(и), множеством значений которой является сегмент [а,6] 
и которая поэтому, в силу той же самой леммы, непрерывна на 
сегменте |, В]. 

амечание 2. Отметим, что монотонные функции 
имеют правое и левое предельные значения в каждой внутрен- 
ней точке области задания. Доказательство этого предложения 
предоставляем читателю. 


$ 5. Простейшие элементарные функции 


Простейшими элементарными функциями обычно называют 
следующие функции: у = 12°, у=а", у= 05.5, у = зшх, у = 
—= с081, у = т у= т, у= атс / = агссо$ Хх, у = атс т. 
у = агссбо т. 

Из элементарного курса читатель имеет представление об 
этих функциях и об их графиках. Некоторые из этих функций, 


1) Мы рассмотрели случай столь малого = > 0, что а < -/—=. Если а 2 7— 
— =, то достаточно положить 4 = а и повторить проведенные рассуждения, 
используя очевидное неравенство ^/ — = < }(4). 
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например у = а”, без труда определяются для рапиональных 
значений аргумента, т. Мы выясним вопрос об определении про- 
стейших элементарных функций для всевозможных веществен- 
ных значений их аргументов. Этот вопрос не является простым: 
неясно, например, как возвести произвольное вещественное чис- 
ло 5 в произвольную вешественную степень а. 

Мы изучим также вопрос о непрерывности простейших эле- 
ментарных функций во всех точках области их задания. Нами 
будет обосновано то поведение простейших элементарных функ- 
ций, которое наглядно вырисовывается из рассмотрения их 
графиков. 

В дополнении к гл. 8 приводятся алгоритмы вычисления зна- 
чений простейших элементарных функций. 

1. Рациональные степени положительных чисел. Воз- 
ведение любого вещественного числа х в целую полооюительную 
степень п определяется как п-кратное умножение числа х са- 
мого на себя. Следовательно, при пелом п мы можем считать 
определенной степенную функцию у = 1” для всех веществен- 
ных значений у. Некоторые свойства этой функции будут нами 
использованы для определения рациональных степеней положи- 
тельных чисел. 

Докажем следующую лемму. 

Лемма 9. Степенная функиця у = т" при т > 0 ц целом 
положительном п возрастает ч непрерывна. 

Доказательство. Докажем возрастание этой функции. 


Пусть 0 < 21 < 12. Так как 49—27 = (12 -2)х х (271 -- 
Я =. Нет, д Я —,. а”! > 0, то 25 > 27. 
Непрерывность этой функции была нами установлена ранее (см. 
пример 1 п. 1$3). 

Следствие. Рассмотрим степенную функцию у = 5” на сег- 
менте |0, №|, где М — любое положительное число. Так как эта 
функция непрерывна и возрастает на указанном сегменте, то 
она имеет в силу следствия из леммы 1 этой главы на сегмен- 
те [0, М"] возрастающую и непрерывную обратную функцию, 
которую мы обозначим через у”. 

Поскольку М№ можно выбрать как угодно большим, то и №" 
также будет сколь угодно большим. Следовательно, функция 
т =!” определена для всех неотрицательных значений у. Ме- 
няя для этой функции обозначение аргумента, у на т, а обозначе- 
ние функции на у, мы получим степенную функцию у = хМ”. 
определенную для всех неотрицательных значений т. 
Определим а'/” как число 6, равное значению функции у = 
= ж!/П в точке а. Мы можем теперь определить любую рацио- 
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нальную степень т положительного числа а. Именно, если т = 
— т, / ть, где ти п - целые положительные числа, то мы положим 


а” — ат/т — (ат. 
Договоримся, кроме того, что 
О —=1, а "= (1/а)". 


Нетрудно убедиться в справедливости следующих свойств ра- 
циональной степени положительных чисел: 


(а) = а", а’. = (а:6)", а’: =а’"". (*) 
Докажем сначала справедливость первого свойства (*). Заметим, что 


при целом положительном р равенство (а"/ ПР = ар!" в котором под т 
и п понимаются любые целые положительные числа, заведомо справедливо, 
ибо как левая, так и правая части этого равенства равны произведению 


числа а"/” самого на себя т-р раз. 
п 712 Р\з г.3 
Полагая г = —, 3 = —^, докажем равенство (а’)° = а"`* в ситуации 
71 72 т 


тт —& 
ри У? 
любых положительных рациональных г и 8. Положим с1 = (1 пт } 2, с2 = 
и Е 

= а"1'"2. Если бы с: было отлично от с2, то из возрастания степенной 
функции у = т"? следовало бы, что и с1? = с.?, а последнее соотношение, 
в силу уже доказанной справедливости равенства (а"/ ПР = ар ” при це- 
лом р, означало бы, что (а”1/ 812 а" "12/71. Полученное соотношение 
противоречит уже доказанному нами для целых положительных ту, Пти 
тз равенству (ат /т1)т2 — = а”1'"2/71. Тем самым, сл = с2 и первое равен- 
ство (*) доказано для любых положительных рациональных Г и 5. 


Распространение этого равенства на неположительные г и 3 не предста- 
вляет труда в силу нашей договоренности о том, что 


_ 1\" 
а=1 а "= (1) при г>0. 
а 


Второе равенство (*) также достаточно доказать лля положителыь 
ного рационального г. Полагая это г равным т/п, где т и п — целые по- 


ложительные числа, заметим, что нам достаточно доказать равенство а'/” . 


56” = (а. Ь)!/ ”, ибо перемножением т таких равенств будет доказано 
общее соотношение а” - 65" = (а-6)" 

Для доказательства равенства а'/”.61/” = (а. Ь)'/ ” заметим, что в силу 
свойств взаимно обратных функций у = 5"/” их = у" можно утверждать, 
что (5'/")" = Ь, (а"/")" = а, ((а- 5) "/") = аб. Поэтому, положив с1 = 
=а/". В!" со = (а.5)"" и предполагая, что с: 5 с2, мы получили бы, что 
СТ = <>, что противоречит равенству а. 6 = а6. 

Докажем теперь последнее свойство (*), учитывая, что первые два уже 
доказаны. Пусть г = т/п, $ = т2/п2, тогда г = т1п2/(п1702), $ = то. 

-п1/(72 - п1), и мы приходим к следующему равенству: 


1 т1.п2 1 ттт 1 туп т2 п 
а’:а®“ = (ат . (ая = (=) . 


Последнее равенство справедливо, так как т: ` 72 и т>: пл — целые числа. 
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Таким образом, 


(та па тот1) тр | 72 
а’:а” =а п1п2 = ап: п2 =а"*°. 


что и требовалось. 


Докажем, что ‚при а > Ти рациональном г > 0 справедли- 
во неравенство а” > 1. В самом деле, пусть г = т/пиа’ = 
= а"/" < 1. Перемножая почленно п указанных неравенств, 
получим а” < 1. Последнее неравенство противоречит неравен- 
ству а” > 1, полученному почленным перемножением т нера- 
венств вида а > 1. Отметим, наконец, что если рациональная 
дробь г = т/п имеет нечетный знаменатель %, то определение 
рациональной степени можно распространить и на отрицатель- 
ные числа, полагая 


7 


(-а)` =а”, если т — четное, 


(—а)” = —а”, если т — нечетное. 

2. Показательная функция. Из рассуждений предыдуще- 
го пункта вытекает, что если а — положительное число, то функ- 
ция у = а” определена для всех рациональных 2. 

Легко убедиться в том, что функция у = а”, а > 1, опреде- 
ленная на множестве {5} всех рациональных чисел, монотонно 
возрастает на этом множестве. 

В самом деле, пусть тт и 12 — любые два рациональных чис- 
ла, удовлетворяющие условию 12 > 11. Тогда 


а = а (а. 


Так как 12 — 1 > диа > 1, то а"? "1 > Г т.е. правая часть 
последнего равенства положительна, и поэтому а"? >а”". Возрас- 
тание функции а” на множестве рациональных чисел доказано. 

Переходим к определению функции а” на множестве всех 
вещественных чисел. 

Фиксируем произвольное вещественное число х и рассмо- 
трим всевозможные рациональные числа с и В, удовлетворяю- 
шие неравенствам 


а7? 


а<т< В. (4.2) 


Определим а” при а > 1 как вещественное число у, удовле- 
творяющее неравенствам 


а? <у< ад. (4.3) 


Ниже мы докажем, что такое число у существует, и притом 
только одно. Мы докажем также, что определенная нами функ- 
ция у=а”" `’ обладает следующими важными свойствами: 1) в03- 
растает на всей бесконечной прямой, 2) непрерывна в любой 
точке х этой прямон. 
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1”. Прежде всего докажем, что для любого фиксированного х и любых 
рациональных чисел а и В, удовлетворяющих неравенствам (4.2), суще- 
ствует вещественное число у, удовлетворяющее неравенствам (4.3). 

Фиксируем произвольное рациональное число 6, удовлетворяющее пра- 
вому неравенству (4.2), и рассмотрим всевозможные рациональные числа, ©, 
удовлетворяющие левому неравенству (4.2). 

Так как а < 6 и показательная функция, определенная на множестве ра- 
пиональных чисел, возрастает, то а° < а”. Таким образом, множество {а^ ] 


ограничено сверху и число аб является одной из верхних граней этого мно- 
жества. Стало быть, это множество имеет точную верхнюю грань, которую 
мы обозначим через у. Остается доказать, что у удовлетворяет неравен- 
ствам (4.3). Из определения точной верхней грани вытекает справедливость 
левого неравенства (4.3), а справедливость правого неравенства (4.3) выте- 


кает из того, что аб — одна из верхних граней, а у — точная верхняя грань 
множества {а”}. 

2”. Установим теперь, что существует только одно вещественное 
число у, удовлетворяющее неравенствам (4.3). 

Достаточно доказать, что для любого = > 0 найдутся такие рапиональ- 
ные числа а и 8, удовлетворяющие неравенствам (4.2), для которых а” — 
—а” <. В самом деле, тогда любые два числа 1 и 92, удовлетворяющие 
неравенствам (4.3), обязаны совпадать, ибо разность между ними по моду- 
лю меньше любого наперед взятого положительного числа в. 

Фиксируем произвольное = > 0 и некоторое рациональное бо, удовле- 


творяющее правому неравенству (4.2). Тогда, так как а° < аб°, получим 


а? — а° = а“ (а 7“ — 1) <а° (а? °- 1). 


В 


Неравенство а”-—а” < = будет доказано, если мы установим возможность 


© 


выбора таких а и 6, что а“ —1< Во. 
а 


Из гл. 2 вытекает, что для любого натурального п можно выбрать 
рациональные числа а и 0, удовлетворяющие неравенствам (4.2), так что 
разность В — а будет меньше 1/%. Таким образом, достаточно доказать су- 
шествование такого натурального п, для которого 


& 


а!” 1 < 


5. (4.4) 


Убедимся в возможности выбора такого натурального п. Пусть 


а" = 1+». 
Так как а"/” > 1, то д, положительно. Используя формулу бинома Нью- 
тона, будем иметь а = (и ") = (1-+0,„)” = 1+ пд»„-- (положительные 
а—1 


члены)> 1+ пд». Отсюда а-1 > при 0 < д, < . Стало быть, 


а—1 | 
а!" 1 = д, < ——. Неравенство (4.4) будет справедливо, если мы вы- 
п 


а—1 Е (а — 1)а5° 
< яли ян > еее. 
. п або 5 

Доказательство однозначной определенности числа у, удовлетворяющего 


неравенствам (4.3), завершено. 
Заметим, что если х — рапиональное число и а” — значение в точке х 
показательной функции, первоначально определенной лишь на множестве 


берем п удовлетворяющим требованию 
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рациональных чисел, то а” и является тем единственным вещественным 
числом у, которое удовлетворяет неравенствам (4.3). 

3°. Докажем теперь, что построенная нами функция а” (приа > 1 
возрастает на всей бесконечной прямой. 

Пусть три 12 — любые вещественные числа, удовлетворяющие неравен- 
СТВУ 21 < 212. Очевидно, найдутся рациональные числа а и 0, удовлетворяю- 
щие неравенствам х1 < а < В <*> (см. утверждение, доказанное в конце 
п. 182 гл. 2). Из определения показательной функции и из возрастания ее 
на множестве рациональных чисел вытекают неравенства а71 < а“ < аб < 
<а“?, т.е. а"! < а”?. Возрастание функции а” доказано. 

4°. Остается доказать непрерывность построенной нами функции а” в 
любой точке х бесконечной прямой. 

Пусть {х, ! — любая сходящаяся к х последовательность вешественных 
чисел. Достаточно доказать, что для любого = > 0 найдется номер М такой, 
что при п 2 № справедливо неравенство |а”” — а" | < 6. 

Фиксируем произвольное = > 0 и выберем рациональные числа а и ВБ, 
удовлетворяющие неравенствам (4.2), так, чтобы было справедливо нера- 
венство а” — а“ < = (возможность выбора таких а и В доказана в 2°). Так 
как послеловательность {ти} сходится к т иа < т < 0, то найдется но- 
мер Л такой, что при п > № справедливы неравенства а@ < хх, < РВБ. Из 
неравенств а < х < Виа < х, < Ви из свойства монотонности показа- 
тельной функции вытекает, что а“ < а” < а’ иа“ <а?” <а” (прип? М). 
Так как разность между числами а” и а“ меньше = и оба числа а” и а^" 
заключены между а“ и а^, то |а"”" —а"| <= (прип 2 №). Доказательство 
непрерывности завершено. 


Замечание 1. Если 0 <а< 1, тоа = 1/5, гдеб > 1. 
Поэтому функцию у = а при 0 < а < 1 можно определить как 
функцию у=б", 6 > 1. 

Установим некоторые свойства показательной функции у = 


=а,а>1. 
1. Все значения показательной функции положительны. Дей- 
ствительно, пусть х — произвольная точка числовой прямой, 


а т’— рациональная точка, такая, что х’< т. Так как, по опре- 


5й „Ё р ‚ 
делению, а’ > 0иа"’ <а", та" > 0. 
2. Па а? =0, Ша а” = +. 
—с с 
В самом деле, так как а > 1, тоа =Т-+а, гдеа > диа" = 


= (1 +а)" > 1+ па. Следовательно, Ша а” = +. В силу 


пу оо 
монотонности функции Ши а” = +с0. Так как а" = 1/ап, то 
х—- оо | 
Пш а " =0, и поэтому Пш а” =0. 
п—со | х—>—© 


3. Из свойств 1 и 2, а также из монотонности и непрерывности 
функции у=а” вытекает, в силу леммы 1, что значения у этой 
функиии заполняют, всю полоэюительную полупрямую у > 0. 

4. Лля любых вещественных чисел 11 и т2 справедливы со- 
отношения 


(471) = а, аб = (а-6)71, 71а? = ай. 


} 
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Действительно, мы уже отмечали справедливость этих соотно- 
шений для рациональных показателей. Чтобы убедиться в спра- 
ведливости этих соотношений для любых показателей, достаточ- 
но рассмотреть последовательности {2} и [х,} рациональных 


чисел, сходяшиеся соответственно К фт] И 415. Тогда, например, 


г! И 
а?"а® = ай" +. Переходя к пределу при п - со и используя 
свойство непрерывности показательной функции, мы получим 
аа??? = а7!"7?. Аналогично можно убедиться в справедливо- 


сти и других из перечисленных выше соотношений. 


у=а”(0<а<1) 


Рис. 4.9 Рис. 4.19 


Замечание 2. Мы установили свойства 1-4 показа- 
тельной функции у = а”, а также непрерывность и монотонное 
возрастание этой функции на бесконечной прямой для случая 
а > 1. Отметим, что при 0 < а < 1 функция у = а", в силу 
замечания 1, непрерывна и монотонно убывает на бесконечной 
прямой. Кроме того, для этой функции сохраняются свойства 1, 
Зи 4, а свойство 2 модифицируется следующим образом: 

Пт а’ = +, Па а" =0. 
х—}—с хо 

На рисунках 4.9 и 4.10 изображены графики показательной 
функции у = а” для случаев а >1и0 <а<1. 

Замечание 3. Свойство а?11*? = а1а72 может быть по- 
ложено в основу, функционального определения показательной 
функции у = Можно доказать, что существует, и притом 
единственная, функция 1(%), определенная на всей бесконечной 
прямой и удовлетворяющая следующим трем требованиям: 

1) для любых вещественных 11 и 12 соотношению (21-72) = 
= (71). (22); 

2) соотношениям }(0) = 1, }(1) =а, гдеа > 0; 

3) непрерывная при х = 0 

Такой функцией и является построенная выше функция а”. 

3. Логарифмическая функция. Рассмотрим произволь- 
ный сегмент, [с, 4] бесконечной прямой. На этом сегменте функ- 


ция у = а” строго монотонна и непрерывна. Поэтому, в силу 
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следствия из леммы 1, функция у = { (5) = а” имеет на, сегмен- 
те [а, В], где а = ас, В = а4, обратную функцию х = Ё (у), 
которую мы будем называть логарифмической. Логарифмиче- 
ская функция обозначается следующим образом: 


т = 108. 9. 


Меняя для этой функции обозначение аргумента у на 5, а 
обозначение функции 1 на у, мы получим функцию 


у = 105.2. 


Отметим следующие свойства логарифмической функции, 
непосредственно вытекающие из ее определения: 

1”. Логарифмическая функция определена для всех поло- 
жительных значений т. Это следует из того, что ее аргумент 
представляет собой значения показательной функции, которые, 
в силу свойств 1 и 3 этой функции (см. предыдущий пункт), 
только положительны и заполняют всю положительную полу- 
прямую 5 > 0. 

2°. Логарифмическая функция непрерывна и возрастает на 
всей открытой полупрямой 1 > 0 приа > 1 (убывает при а < 1), 
причем при а > 1 

В 105. % = —©®, т, 105: % = +05. 
Справедливость этого свойства вытекает из свойств показатель- 
ной функции и из замечания | п. 2 $ 4. 

35°. Для любых положительных {1 И 12 


192, (21:22) = 08, 21 + 105, 22. 
Это свойство также вытекает из свойств показательной функции. 


У У 
и=ю8.х(а>1) 
№» 
0 1 х 
1=05,%2(0<а<1) 
Рис. 4.11 Рис. 4.12 


Замечание. Следует особо отметить логарифмическую 


7 
функцию у = ю5, 5, гдлее = Пт (1 -- =) ‚ Мы будем для этой 


й—>со 
функции использовать обозначение у = шх. Подчеркнем, что 
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логарифмическая функция 1 = шт играет важную роль в мате- 
матике и ее приложениях. Логарифмы по основанию е принято 
называть натуральными. 

На рисунках 4.11 и 4.12 изображены графики логарифмиче- 
ской функции 1 = 105, х для случаев а > Ти0<а< 1. 

4. Гиперболические функции. Гиперболическими функ- 


пиями называются следующие функции '): 
12°. Гиперболический синус 


НЙ —х 
е Ее 
Вх = 
2 
2°. Гиперболический косинус 
НЙ —х 
е’ +е 
сх = 
2 
3°. Гиперболический тангенс 
5% е” —е_” 
= =. 
СВ т ет + ет? 
4°. Гиперболический котангенс 
сх ее +е“ 
Ьх = — = — 
ЗВ 5 е? —е-* 


Из определения гиперболических функций следует, что ги- 
перболический синус, гиперболический косинус и гиперболиче- 
ский тангенс заданы на всей числовой прямой. Гиперболический 
котангенс определен всюду на числовой прямой, за исключением 
точки 1 = 0. 

Гиперболические функции непрерывны в каждой точке обла- 
сти задания (это вытекает из непрерывности показательной 
функции и теоремы 4.2). 

Гиперболические функции обладают рядом свойств, ана- 
логичных свойствам тригонометрических функций. Например, 
для гиперболических Функций имеют место теоремы сложе- 
ния, аналогичные теоремам сложения для тригонометрических 
функций. Именно: 


$6 (5 + и) = 36 х сВу + с хзВу, 
св(т - у) = св хсву - ЗВ х зву. 


На рисунках 4.13—4.16 изображены графики гиперболических 
функций. 


1) Наименование «гиперболические функции» объясняется тем, что гео- 
метрически функции у = В 5 и у = св х могут быть определены из рассмо- 
трения равнобочной гиперболы по тем же правилам, по которым функции 
у = чих иу = с0$х могут быть определены из рассмотрения единичной 
окружности. 
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Рис. 4.13 Рис. 4.14 


Рис. 4.15 Рис. 4.16 


5. Степенная функция с любым вещественным пока- 
зателем а. Пусть а — произвольное вещественное число. Опре- 
делим общую степенную функцию у = 1“, т > 0, следующим 
образом: 


ты те & ты те 
у = 5“ = (сова -) = а° 68 (а>1). 


Из определения степенной функции следует, что при а > 0 
она представляет собой возрастающую, а при а < 0 убывающую 
функцию. 

Рассмотрим предельное значение степенной функции при 
х > 0-0. Докажем, что 


а 0 при а>0, 
Пш хо = 
х—0-0 —-со при а<0. 


Действительно, пусть {и} — любая сходящаяся к нулю 
справа последовательность значений аргумента 1. Так как 


ИН, 105,7, = —С0, То из свойств показательной функции вы- 
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текает, что Ши аб 198" = () приа > 0и Ша аб 98а ®® = со 
| п—>со п—>со 


при а < 0. Естественно положить теперь 07 = 0 при а > 0и 
считать это выражение неопределенным при а < 0. 


Докажем непрерывность степенной функции в любой точке 5 
положительной бесконечной полупрямой (1 > 0). Для этого до- 
статочно установить, что эта функция непрерывна в каждой 
точке 1 указанной полупрямой слева и справа (см. замечание 
вп. 183). Докажем, например, непрерывность этой функции в 
точке 2 слева (непрерывность справа доказывается аналогично). 
При этом ради определенности будем считать а > 0. Обратимся 
к формуле у = 2“ = аб 580 ® д > 1. Пусть {хи} — любая сходя- 
щаяся слева к т последовательность значений аргумента. степен- 
ной функции, так что т, < т. Так как логарифмическая функ- 
ция непрерывна, то последовательность {и }, где ии = & 108. Хр, 


9>—1 
&=—1 
©<—1 


у=х”, а>0 у=х”, а<0 
Рис. 4.17 Рис. 4.18 
У 
У 
0 
х 
0 х 
а, р 
у=х“”, а=———, @>1 а _ 2011 
0/>1 


Рис. 4.19 Рис. 4.20 
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сходится ки = [079 (6:9 фх, причем все элементы Ц, отличны от & 


(в самом деле, поскольку при а > Т логарифмическая функ- 
ция возрастает, то справедливо неравенство и„ < и). В силу 
непрерывности показательной функции последовательность {а“ 


сходится к а". Иными словами, последовательность а“ 05а т | 


представляющая собой последовательность {27} значений сте- 
пенной функции, соответствующую последовательности {ти !, 


сходится к а? '98а? т.е. к ха. Непрерывность стененной функции 
в точке х > 0 слева доказана. Аналогично доказывается непре- 
рывность этой функции в точке 1 > 0 справа. Но непрерывность 
функции в точке х слева и справа означает, что функция непре- 
рывна в этой точке. Отметим, что если а > 0, то степенная 
функция 1 = т“ непрерывна также и в точке 5 = 0. 
Замечание. Отметим, что если показатель а степенной 
функции представляет собой рациональное число т/п, где п — 
нечетное целое число, то степенную функцию у = 5“ можно 
определить на всей числовой оси, полагая для х < 0 


у=|%“, если а = т/п и т — четное, 
у=-—1“, если а = т/п и т — нечетное. 


На рисунках 4.17—4.20 изображены графики степенной функ- 
ции у = т“ для различных значений а. 

6. Тригонометрические функции. В курсе элементарной 
математики с помощью наглядных геометрических соображе- 
ний были введены тригонометрические функции у = зшлх и у = 
= с0зх'). 

Перечислим некоторые важные для дальнейшего свойства 
тригонометрических функций: 

1°. При любых вещественных 5’, с" и х справедливы следую- 
шие соотношения: 


т(я’ +5”) = зп" созх” + с08 2’ шт”, 


соз(ж’ 2”) = с08 2 с08 т” — зто’ зшах”, (4.5) 


2 


. о 
5117 1 - 60$ = 1. 


') Остальные тригонометрические функции у = $5 т, у = сх, у = зест 
и у = созес х определяются через указанные: 


шт сот 1 
бот = ‚ Сет =- ‚ ест = ‚ созесх = ——. 

05 т шт с05 т зи х 
Подчеркнем, что определение функций зшх и созт с помощью наглялд- 
ных геометрических соображений не является логически безупречным, ибо 
при этом возможность определить эти функции для всех вешественных 
значений аргумента х сволится к возможности установления взаимно од- 
нозначного соответствия между всеми точками елиничной окружности и 

всеми вещественными числами из сегмента [0, 2 |. 
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2°. 
чт0 =0, с080=Т1, 
дп _ д _ (4.6) 
и — =1, 608 — = 
2 2 
3”. Если О < т< 5. то 
0 < зшх < 5. (4.7) 


Указанные свойства устанавливаются посредством геомет- 
рических рассуждений. Мы не будем давать здесь известные 
из курса элементарной математики гео- 
метрические выводы свойств 1? и 2°. Оста- 
новимся лишь на геометрическом выводе МИ 
неравенств (4.7). Кроме неравенства (4.7), ] 
мы установим неравенство х < т (при 
0<#<5). 

Рассмотрим окружность радиуса 1 с 
центром в точке О и точку А на этой 
окружности (рис. 4.21). От точки А про- 
тив часовой стрелки будем отсчитывать 
дуги окружности. Пусть М — точка 
окружности, находящаяся в первой чет- 


Рис. 4.21 


верти, и т — длина дуги АМ. О <х< 5 (1 — радианная ме- 


ра угла АОМ), № — основание перпендикуляра, опущенного из 
М на ОА, В — точка пересечения перпендикуляра к ОА, вос- 
становленного из точки А, с продолжением отрезка ОМ. Тогда 
ММ = зшх, ОМ = с03х, АВ = 42%. Так как треугольник ОМА 
содержится в секторе ОМ А, который в свою очередь содержит- 
ся в треугольнике ОВА, и площади перечисленных фигур соот- 


. НИ 
ветственно равны 5 8510145, 5 И 


. У В 
ит <т< т, 0<т< 5. При указанных значениях х зшх>0. 


5 (5 т, то имеют место неравенства 


Таким образом, справедливость неравенств 0 < зшт<х< т 
п 
(при 0<х< 5) установлена. 


Свойства И 2°, 3° могут быть положены в основу опреде- 
ления функций 5115 и с0з%. Можно доказать, что существу- 
ет, и притом единственная, пара функиий, определенных для 
всет вешественных значений аргумента, первую из которых 
мы обозначим через зшх, а вторую через созх, удовлетворяю- 
щит требованиям 1^, 27°, 3°. 

Доказательство этого утверждения приведено в дополнении 
к этой главе. 


5 В.А. Ильин, Э.Г. Позняк, часть [ 


130 ПОНЯТИЕ ФУНКЦИИ. НЕПРЕРЫВНОСТЬ ГЛ. 4 


Подчеркнем, что из свойств 1°, 2° и 3° функций зшх и созх 
можно вывести все известные из элементарного курса свойства 
тригонометрических функций '). 

Докажем непрерывность тригонометрических функций в 
каждой точке области их задания. Установим сначала непре- 
рывность функции у = зшх в точке х = 0. Пусть 17! — про- 
извольная сходящаяся к точке х = 0 справа последовательность 
значений аргумента т. Из неравенств (4.7) имеем 0 < зшти < 
< т. Отсюда, в силу теоремы 3.14, вытекает, что последова- 
тельность [зш ти} имеет предел, равный нулю. Таким образом, 


И 91 2 = 10 = 0. Так как при (—л/2) < х < 0 справедливы 
х—0-0 


2 
неравенства, 2 < шт < 02), то рассуждая аналогично, получим 


[110 9115 = 910. Мы установили, что в точке 5 = -0 функция 
2—0—0 


4) = 91 4 непрерывна справа и слева, т. е. является непрерывной 
в указанной точке. Для доказательства непрерывности функции 
) = зшх в любой точке х бесконечной прямой воспользуемся 
.. , р , и д’ , тт . . 
формулой зшт’ —зшхт’ = 2с0$ —5 1 —_—, которая может 
быть получена из формул (4.5). Пусть {ти} — произвольная схо- 
дящаяся к х последовательность значений аргумента. Полагая 
в последней формуле т” = тии т’ = т, получим 


. . . . т . п-т 
Или (915 — 315) =2 м с08 ^^ зщ —" = 0. 
п—со п—оо 2 2 


Справедливость этого заключения вытекает из того, что после- 


ти т 
довательность | соз ти] ограниченная 3) а последователь- 


. 
НОСТЬ |5 - ‚ в силу доказанного выше, бесконечно малая. 


2 
Непрерывность функиии у = созх устанавливается с по- 
мощью аналогичных рассуждений из формулы 


Г, , ОХ . ат 
051 — с05х = 2 — 


Непрерывность остальных тригонометрических функций (45 5, 
со т, зесх, созес ф) в каждой точке области их задания следует 
из теоремы 4.2. 


1) Например, равенства зщ(—5) = —зшт, с0з(—4) = созх. 


2) Эти неравенства получаются из неравенств (4.7) путем замены х на —х 
т учета формулы зщ(—х) = — зша. 


3) Из третьей формулы (4.5) следует, что | созх| <Ти | 51 т| < 1. Отсюда 


очевилна, ограниченность послеловательности {соз = о | . 
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Рис. 4.23 


Рис. 4.22 


Рис. 4.25 


Рис. 4.24 


оао еее  соеме  смемке  смемыь  оемеке  аеемыы  соаинко ошиши  сеееные  коеиыы  ооеые  сооаике жиоиы кои оны оные Раши 


созес х 


и— 


Рис. 4.27 


Рис. 4.26 


р* 
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Область задания каждой тригонометрической функции раз- 
деляется на участки монотонности этой функции '). Функция 


п п] 2 
у = шт возрастает на каждом сегменте т — 5. 2Кл + Я 7) 


и убывает на каждом сегменте (ок +1 — 5, (2+ Пл - п. 


Функция у = с0$ 1 возрастает на каждом сегменте [(2(—1)х, 2%л| 
и убывает на каждом сегменте |2%х, (2К - 1)ж|. Функция у = 


п п 
= $5 х возрастает на каждом интервале | Кл — 5) Ел -— т). Функ- 


ция 1 = с45 т убывает на каждом интервале ((К — 1)л, Кл). Для 
функций у = зесх и у = созесх читатель без труда установит 
области возрастания и убывания. 

На рисунках 4.22—4.27 изображены графики тригонометри- 
ческих функций. 

7. Обратные тригонометрические функции. Функция 
} = агсяш т определяется следующим образом. Рассмотрим на 
сегменте |—-л/2, л/2] функцию у = зшх. В предыдущем пункте 
мы отметили, что на этом сегменте функция у = зш х возраста- 
ет, непрерывна и имеет в качестве множества значений сегмент 
|-1,1]. В силу следствия из леммы 1 для функции у = зшт на 
сегменте |—1,1] существует непрерывная возрастающая обрал- 


у=агсзт х у=агссо$ х 


Рис. 4.28 Рис. 4.29 


1) Монотонность функций зшт и созх на соответствующих сегментах 
легко установить из формул 


{Е #/ {Е 
. и! . , хх хх. т -х 
зшх —зшт = 2508 Щи 
2 2 
й , д’ т’ , т’ а 
05 — с035х Ш о Ш 


9 
2) Злесь под Ё мы понимаем любое целое число. 
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ная функция. Эту функцию мы будем обозначать х = агсящу. 
Меняя для этой функции обозначение аргумента, у на 5 и обозна- 
чение х для функции на у, мы получим функцию у = агсзш т. 
На рис. 4.28 изображен график этой функции. 

Совершенно аналогично определяется функция у = агссоз т. 
Областью ее задания служит сегмент [-1,1|, а множеством зна- 
чений сегмент [0,л]. Указанная функция убывает и непрерывна 
на сегменте |—1,1]. На рис. 4.29 изображен график функции у = 
—= агссо$ т. 

Функции 1 = агс%е хи у = агссёе х определяются как обрал- 
ные для тангенса и котангенса. Эти функции определены, моно- 
тонны и непрерывны на бесконечной прямой. На рис. 4.30 и 4.31 
изображены графики этих функций. 


у=агех @Х 


Рис. 4.30 Рис. 4.31 


$6. Предельные значения некоторых функций 


1. Предварительные замечания. В гл. 1 было указано, 
что для вычисления производных функций у = зшхиу = 05, т 
нужно доказать существование предельных значений (или пре- 

,: | „\Х/Ах 
делов) функции И при Ах —* О и функции (1 + — / 
при Ат -} О и фиксированном х > 0. Этому вопросу и посвя- 
шен настоящий параграф. Нам понадобится предложение о пре- 
дельном значении функции, заключенной между двумя функ- 
циями, имеющими общее предельное значение в данной точке. 
Это предложение представляет собой функциональный аналог 
теоремы 3.14. 

Лемма 3. Пусть в некоторой д-окрестности точки а (за 
исключением, быть может, самой точки а) заданы функции 
7(%), 2(х) и №(х), причем функиии }(х) и 2(х) имеют в точ- 
ке а одинаковое предельное значение, равное 6. Если в указанной 


окрестности точки а (за исключением, быть может, самой 
точки а) выполняются неравенства }(х) <№(х) < =(т), то пре- 
дельное значение функции (1) в точке а существует, и равно 6. 

Локазательство. Пусть 15, — произвольная 
сходящаяся к а последовательность значений аргумента, 5, эле- 


менты х„ которой лежат в указанной д-окрестности точки а и не 
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равны @, и {1(5и)}, {2 (ти), {№(ть)} — соответствующие после- 
довательности значений функций }(5), (т) и №(х). По условию 


Ша {(2.) = Ш 8 (27) =6 и (ть) < № (ть) < В (и). 


п—>оо 
Но тогда, в силу теоремы 3.14, Нм Р(т„) = 6. Поскольку 
п—>со | 


{т„} — произвольная сходящаяся к а последовательность значе- 


ний аргумента, то последнее равенство означает, что шт #(5) = 
с—а | 
= 6. Лемма доказана. 


и т 
Г) в точке т = 0 


2. Предельное значение функции 
(первый замечательный предел). Докажем следующую тео- 
рему. , 

Теорема 4.4. Предельное значение функции ти в точке 
х = 0 существует и равно единице: " 


Ни 0 =. (4.8) 


Локазательство. Мы уже отмечали, что при 0 < 
< т < т/2 справедливы неравенства 0 < зшх < ях < т (см. 
п. 6 предыдущего параграфа). Деля почленно эти неравенства, 
на 911, получим 


Иь 1 ИЯ 
1 < - или с08т< 
Ш Со т ий 


< 1. 


Последние неравенства справедливы также и для значений х, 
удовлетворяющих условиям —- < х < 0. Чтобы убедиться в 


Ка 


зшх _ эи(-т) 
этом, достаточно заметить, что с08 д = с08(—д) и —— = =——^. 


Так как созх — непрерывная функция, то Шт соз х = 1. Таким 
| х—0 


.. чи % .. 
образом, для функций с05х, Ти ——^ в некоторой д-окрестности 


точки 1 = 0 выполняются все условия леммы 3 (для того чтобы 


| | | Эш 5 
убедиться в этом, обозначим }(1) = созх, 2 (5) =1и1й(1) = 
._ ЭШХ 
и положим д = л/2). Следовательно, Шт —= Пт с08х = 1. 
| 4—0 т х—0 


Теорема доказана. 


зт(Аз/2) 
Дт/2 


зи 1 
ф, то мы и получим функцию ——. Условие Ах - 0 при этом обозначении 


1) Выше мы говорили о функции . Если обозначить Ат/2 через 


сводится к условию т - 0. 
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т 
3. Предельное значение функции (1 + ы при х —} со 


(второй замечательный предел) !). Локажем следующую 
теорему. 


Теорема 4.5. Предельное значение функции 1(т) = (1 + =} 
при 1 — со существует и равно е: 


| 1)" | 
Пий (1 -- =} = е. (4.9) 

Локазательство. Нужно доказать, что, какова, бы 
ни была бесконечно большая последовательность {ть} значений 


| 1\7 
аргумента функции } (7) = (1 + =} ‚ соответствующая последо- 


вательность {17 (тк)} значений этой функции имеет своим преде- 
лом число е. Рассмотрим следующие четыре группы бесконечно 
больших последовательностей значений аргумента, г: 

1°. Бесконечно большие последовательности {пу}, элемента: 


ми которых являются целые положительные числа. К указанной 
группе относится, например, последовательность 


2,2,1,1,3,3,2,2,4,4,...,П-+1п-+Тп,п,... 


2°. Бесконечно большие последовательности, элементы кото- 
рых, начиная с некоторого номера, состоят из положительных 
вешественных чисел. 

3”. Бесконечно большие последовательности, элементы кото- 
рых, начиная с некоторого номера, состоят из отрицательных 
вещественных чисел. 

4°. Бесконечно большие последовательности, содержащие 
бесконечно много как положительных, так и отрицательных ве- 


щественных чисел 7). 

Заметим, что совершенно произвольная бесконечно большая 
последовательность значений аргумента относится к одной из 
групп 1°, 2°, 3°, 4°. Поэтому теорема будет доказана, если мы 


проведем доказательство для каждой группы 1°, 2°, 3° и 4°. 


') Упомянутая ранее задача о предельном значении функции 
(1+ Аз/5)”/^? при Аз, стремящемся к нулю, и фиксированном & > 
> 0 сводится к указанному вопросу. Действительно, если положить 
ДАт/х = 1/и, то при Ах > ди > хи (1+Ах/1)"/^* = (1 +1и)", 
а эта функция отличается от функции (1-+1/5)” только обозначением 
аргумента. 


°) Так как функция (1 + =) не определена на сегменте [—1, 0] (поскольку 


1 
для значений т из этого сегмента выражение (1 + =) либо отрипательно, 


либо не имеет смысла), то естественно считать, что элементы последова- 
тельностей 2°, 3° и 4° не принадлежат сегменту [-1, 0]. 
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При этом последовательности группы 1” имеют вспомогатель- 
11р д ру 


ный характер.) Пусть {пк} — какая-либо последовательность 
аз ® 1 ПК 
первой группы. Локажем, что Ш [1+ — = е. Пусть & — 
п—оо ПЕ 
1\7 
любое положительное число. Так как Пт (1 -- =} =е (см. 
п—со п | 


п. 4$ 3 гл. 3), то можно указать такой номер №*, что при п 2 
> №* выполняется неравенство 


у? 
(2+) —е 
у 


Поскольку последовательность {пк} бесконечно большая и ее 
элементы — целые положительные числа, то для положитель- 
ного числа № можно указать такой номер №, что при К > № 
выполняется условие п; > №. Но для таких целых пк, как уже 
указывалось, выполняется неравенство 


И 
(2+>) “бе 
Пк 


. 1 \7* 
Пий (1 -|- =.) — с. 
ПЕ 


< &. 


< 6. 


Следовательно, 


Перейдем теперь к последовательностям второй группы. 
Пусть {ть} - любая последовательность второй группы и № — 
номер, начиная с которого все элементы этой последовательно- 
сти больше единицы. Считая К > №, обозначим через пу целую 
часть ть, пк = [хь. Тогда 


пр << п 1. (4.10) 


Отметим, что последовательности {пьЁ и {пк - 1} представляют 
собой последовательности первой группы. Из неравенств (4.10) 
имеем 


< 
пк +1 Тк № ПЕ 
или 
< <. 
пк +1 Ть ПЕ 
Отсюда, используя еще раз неравенства (4.10), получим 
(1 + Е) < (1 + :. < (1 + =.) | (4.11) 
пк +1 Тк ПЕ | 


1 ПЕ 1 ь-1 
Пределы последовательностей (1+ } | И | (1+>) | 


пк +1 Тк 
равны е. Действительно, первая из этих последовательностей 


$6 ПРЕЛЕЛЬНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ НЕКОТОРЫХ ФУНКЦИЙ 137 


может быть представлена как произведение последовательно- 

стей —- } фи | ( — } | пределы которых рав- 
{( пк-1 пь-1 › пред р р 

ны соответственно 1) си |. Вторая последовательность предста- 


вляет собой произведение последовательностей (1 -- >.) И 
Пк 


1 
(1 Е =) ь пределы которых также равны соответственно е 
ПЕ | 


и 1. В силу неравенств (4.11) по теореме 3.14 имеем 


1 \ 7 
1 (1 + >) — е. 


К— со 
Рассмотрим последовательности третьей группы. Если 
{тк} — бесконечно большая последовательность, элементы ко- 
торой, начиная с некоторого номера, отрицательны, то после- 
довательность {2}, где 2, = —1 — ть, бесконечно большая и 
ее элементы, начиная с некоторого номера, состоят из положи- 


тельных вещественных чисел. Поэтому {2х } представляет собой 
последовательность второй группы. Так как 


т 2-1 
1+) ‘= (1+) | 


И 
ТО 


Для завершения доказательства нам нужно рассмотреть по- 
следовательности четвертой группы. Пусть {хр} — такая после- 


довательность. Обозначим через {1,} подпоследовательность 
этой последовательности, состоящую из всех неотрицательных 


элементов 2) последовательности {жк}, а через {2} — подно- 
следовательность, состоящую из всех отрицательных элементов 


последовательности {1»} 3). Так как по доказанному 


2’ д’! 
в (1+) ‘=е и Би (1+) =е, 


') При этом учитывается, что {их } принадлежит к первой группе. 
*) Эти элементы, начиная с некоторого номера, строго положительны. 


3) Здесь мы, в отличие от гл. 3, выбранные подпослеловательности отме- 
} # 
чаем знаками ‘и ”, сохраняя при этом у элемента подпоследовательности 
тот номер, который он имел в последовательности {ть}. 
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то для любого = > 0 можно указать номер М такой, что при К > № 


т’ 
(1+>) “е 


т.е. при А > № 
1 \7* 
(+=) —е 


| 1 \7* 
|1 (1 + =. —е. 


К—Усо 


р 


т 
<Е и (+=) ‘-е < Е, 


< &. 


Следовательно, 


Теорема доказана. 
Замечание. Из доказанной теоремы следует, что 


[аа (1-2)? =е. 
х—0 | 


В самом деле, пусть {5„} — любая сходящаяся к нулю после- 


довательность значений аргумента функции (1 + 5), элемен- 
ты ти которой отличны от нуля. Тогда последовательность {2}, 
где 2„ = 1/ти, бесконечно большая (см. теорему 3.6). Так как 


и) = (1 + г)” и Пи (1 + —)” =е 


7—0о 


у 


ТО 


и поэтому 


$ 7. Непрерывность и предельные значения некоторых 
сложных функций 


1. Непрерывность и предельные значения некото- 
рых сложных функций. Локажем непрерывность некоторых 
сложных функций. 

1°. Пусть д = Ф(Р иу = {}(х) — простейшие элементарные 
функции (см. 8 5), причем множество значений {т} функции 
т = Ф( является областью задания функции у = }(т). Из ре- 
зультатов 8 5 следует, что простейшие элементарные функции 
непрерывны в каждой точке области задания. Поэтому, в силу 
теоремы 4.3, сложная функция у = }[ф(®)|, т. е. суперпозиция 
двух элементарных функций, непрерывна. Например, функция 


) = п - непрерывна в любой точке х = 0. Чтобы убедиться 


в этом, достаточно рассмотреть функции х = К 'иу = зшх. 
Сложная функция у = зш! ' только обозначением аргумента 
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1 
отличается от функции у = 51 — и, в силу сказанного выше, 


непрерывна в любой точке $ = 0. Рассуждая аналогично, легко 
убедиться, что функция у = шзшх непрерывна в любой точке 


каждого интервала, (2%, (2 + 1)л) 1). 

2°. Степенно- показательные выражения 
и(1)°(®). 

Очевидно, имеет смысл лишь случай, когда и(х) > 0. Легко 
убедиться, что если и(т) и 5(х) непрерывны в точке а и и(5) > 0 


в окрестности точки а, то функция и(1)° (2) также непрерывна 
в точке а. — | — 

В самом деле, и(1)°(®) = ет) тт) Поскольку ши(1) пред- 
ставляет собой непрерывную в точке а функцию, то и функ- 
ция %(5) ши(х) также непрерывна в точке а. Но тогда функция 
ет (т) ши(т) непрерывна в точке а. Отметим, что установленное 
свойство непрерывности позволяет утверждать, что при сделан- 


ных предположениях Нм и(1)°(®) = и(а)”®. 
са | | 


3°. Предельные значения степенно-показательных 
выражений. 

Выясним вопрос о предельных значениях степенно-показательных вы- 
ражений и(х)”“®) при  — а. При этом мы будем предполагать, что и() > 0 
в некоторой окрестности точки а. 

Из соотношения (1)? = е*(?) т (=) 
%(т) 


видно, что предельное значение 
выражения и(1) 
(т) ши(х). 
1. Пусть пм (5) ши(х) = 6. 
т—>а 


при хх — а зависит от предельного значения выражения 


Убедимся, что в этом случае ши и(#)”(®) = её. 
та 
В самом деле, функция 
(т) ши(х) при та, 


Ь при х=а 


непрерывна в точке 5 = а. Поэтому и сложная функция е"“®) 
= я’ Ц 


(т) — 21а) — 2 Так как шае 


непрерывна 
5 „ р ” (т) — 
в этой точке. Следовательно, ше 7 = 
| | г—>а г—>а 
— пт е* (2) шт и(2) 
та 


Используя полученные в этой главе сведения о предельных значениях 
е” при и —} —с© и ш — -+с0, легко убедиться в следующем. 
П. Если Ша %($) ши(%) = —со, то Ша и()"®) = 0. 
фа г—>а 


‚ то та и(%)”) существует и равен с°. 
НЯ [ий 


ПТ. Если Ш %(5) ши(х) = + с0, то ша и(%)° (2) — + со. 
х—>а х—>а 
Установленная связь между предельными значениями выражений 
и(5)”®) и 5(х) ши(2) позволяет в ряде случаев легко найти предельное зна- 


1) Там, где зшх > 0. 
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чение функции и(2)”(®), если известны предельные значения функций и(х) 
и %(2). Рассмотрим для примера следующие случаи: 
1) существует Ша и(5) > и На %(5т); 
| ф—>а х—а 
2) Нм (5) =, В > 1, м 60(5) = +00; 
3) На и(х) =ЬЬ> 1, Што(5) = — оо. 
Вт э(®) 


#2 —>а 


Убедимся, что в случае 1) Ши и(2)"®) = | Ба и( 2) . Действи- 
ф—а х—>а 


тельно, так как Ш и(т) > 0, то, в силу непрерывности логарифмической 
г—>а 


функции, ши ши(х) существует и равен ш | и(2) |. Поэтому существует 
г—>а г—>а 


а 0(5) ши(х) = Ша %(х) [№ и(2) |. 
фа х—а .—>а 
Согласно [ отсюда вытекает, что 


Па 4(%) 
та 


Пти 9 


()°@) — БИ, (2) ши(т) — БИ, %(2) ана, м (2)] — 
в—а 


Ве %(2) 
ж—>а ` 
В случае 2) Ша %(2) ши(х) = оо, и поэтому, согласно ПТ, ша и(2)”(®) = 
х—а .—>а 
—= с. | 
В случае 3) ша 0(%) ши(х) = —с0, и поэтому, согласно П, ва и(х)”“®) = 
— 0) х—а ф—>а 


В заключение укажем три случая, для которых нахождение предельного 


значения и(5)° (=) требует дополнительных исследований. 
1. Неопределенность типа 1: 


На (2) = 1, Шт 0(5) = со. 
т—>а ф—>а 


2. Неопределенностьь пуита 08: 


На %(2) = 0, На 9(2) = 0. 
х—а х—а 


3. Неопределенностьь тиита, соб: 
Ва (5) = +00, Ва %(%) = 0. 
г—>а г—>а 
Для первого из этих случаев мы приведем формулу, удобную для прак- 
тических приложений. | 
Преобразуем выражение и(%)” (г) следующим образом: 
| Е [м (=) По(=) 
ие) = {+ (и (г) - Бут] | 


Положим, далее, 


(а) = [1+ (а) - РТ и Убе) = м) - Це), 
так что | | 
и(т)* — (в). 
Поскольку Ни И(5) =е (см. замечание к теореме 4.5) ие > 1, то значе- 
фа 


ние Ша (5)? = ша 0(5)” “> зависит от предельного значения функции 


У (х) в точке а, т. е. от ша [и(х) — П5(х). Именно: если № [и(%) — 15(%) = 
х—>а х—>а 


= Шо У(+) = с, то Ша и(#)"®) = Ша 0(2)”®) = е° (см. случай 1)); ес- 
ф—а ф—а 


ф—а 
ли Шиа [и(2) — (2) = +0, то Ша и(=)”?) = +ою (см. случай 2)); если 
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Нат [и(%) — (2) = —со, то ша и(х)”“®) = 0 (см. случай 3)). Таким образом, 
фа фа 
мы получаем следующую формулу: 


[тп и(=)"“®) — ем (=)—1%(2). 
аа 


Неопределенности типа 2 и 3 приводятся к неопределенности типа 1 
следующим образом. 
Положим | 
(() = е*®), У (<) = ши(%). 


Очевидно, Пт ((х) =Ти пм \У(5) = со. Кроме того, 
фа фа 
\о(х а) 10 (2 вИ(ж)" (=) У (я 
и(т) (=) [е" 7]. 0 (=) _ еп 0 (2) — (в) ) 


1 
Пример. Найти Ша [с0$ 1] 1? 2. Так как Шт с0зх =Т, а Им = 
#—0 #—0 


м 2—0 5” д 
—= со, то налицо неопределенность типа 1. 
. д Вто [м(х)— (т) 
Используем формулу ла и(%)°(®) = ег ‚ полученную нами 
Ф-— 
выше. Имеем 
бло [м(2) — Пи(х) = Ша [с05х — |-—— = 
2—0 2—0 $5“ 
= пт | -2 яп” — т т = —2 Ша в =-5: 
2—0 47 5 с052 2—0 со? 


Поэтому 


1 
Пт |с0$ $| 12 =е 2 = —. 
4. Предельные значения некоторых 
сложных функций. Докажем справедливость следующих 
равенств: 


ЕЕ О И 1+2 
Но УТ Т Ни +2) — 1, 
.  е’-—1 . 1 — С03Х 1 | 
|177 о с. 
х—0 т х—У0 12 2 


1) Рассмотрим первый из этих пределов. Имеем 


1 
УТ -т  (+х), -Т 


1 ‚ ПЕЕ ‚п? 1 
|(1+2)* —1| (1+2) * +а+е т +. +ачет+и 


С П-1 п? ОТ 
г (1+2) п + (1+4) тп +. +а+е чт 


а) 1 


С П-1 п? ОТ 
г (1+2) п + (1+4) тп ++ +е)" +1 
1 


\ ВЕТ \ П-2 1 | 
(1+5) п +(1+%) п +...+ (1-5) +1 
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Так как знаменатель последнего выражения при 1 -$ 0 имеет 
предел, равный п (функция (1+ 4)*/” непрерывна в точке х = 0 


у . . УТ-+ж-—1 1 
и поэтому Низ (1 + 5)^/" = 1), то ша Те. 
х—0 | | х—0 ур п 


2) Перейдем к доказательству второго равенства (4.12). Име- 

м СН Ва). Доопределим функцию #(4) = (1+)®, 
полагая /(0) = Ш {(2) = На(1 +2)? = е. В результате мы 

| ф—0 | ф—0 | | 
получим непрерывную в точке 5 = 0 функцию {(5). Тогда и 
функция ш }(5) также будет непрерывна в нулевой точке, и по- 
этому Ши ш(1-+4)* = ш (0) = ше = 1. Итак, ша ыи +2) _ = 1. 
$—0 | | о ф—0 


3) Докажем справедливость третьего равенства (4. 12). По- 
ложим х = (1 + и) и заметим, что при х -—} 0 переменная и 


е” —1 и 
стремится к нулю. Имеем —_= Бат. Отсюда следует, что 
Но < = Ш“ = 
х—>0 Хх и—0 Ш (1+ м) 


4) Докажем справедливость последнего равенства, (4.12). 


1 — с03х 25” 231 (5/2) _ 1 т” (2/2) эт” (2 эт“ (2/2) _ 
Имеем ——— = и | 5} Так как УЕ ве = 
=1 (см. (4.8)}, то Ша Г со5в 1 
аб а 2 
Используя соотношения (4.8), (4.12), равенство (4.1) и символ 


0(1) (см. п.382), легко убедиться в справедливости следующих 
формул: | 
зшя = -+0(т), 


Ут =1+ > +042), 


(1+5) =5+0(х), (4.13) 
@ ЕТ о(1 ), 
сова =1- 2 +0( ^). 


Докажем, например, справедливость первой формулы. Так 
.-  бШх зи 
как Нт —^ = 1+а(5), где а(х) — 


бесконечно малая в точке 5х = 0 функция. Из последней форму- 
лы вытекает, что зшх = 5 + ха(х). Поскольку та(1) = о(х), то 
3шх =хт+0(1). 

2. Понятие элементарной функции. Класс элементар- 
ных Функций. В приложениях важную роль играет класс 
функций, получаемых посредством конечного числа арифмети- 
ческих операций над простейшими элементарными функциями, 


= 1, то в силу (4.1) 
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а также получаемых путем суперпозиции этих функций. На- 


пример, функции 13 + 3 с03 25, ш | зш 32| — её" У* принадлежат 
этому классу. Мы будем называть этот класс функций классом 
элементарных функций, а каждую функцию этого класса — эле- 
ментарной. 

Отметим следующее свойство элементарных функций — они 


непрерывны в каоюдой точке области задания 1). 

Это свойство непосредственно вытекает из теорем 4.2 и 4.3 
и непрерывности простейших элементарных функций в каждой 
точке области задания. 


$ 8. Классификация точек разрыва функции 


1. Точки разрыва функции и их классификация. В 
п. 133 мы определили точки разрыва функции как точки, в 
которых функция не обладает свойством непрерывности. Мы 
будем называть также точками разрыва функции точки, в кото- 
рых функция не определена, но в любой =-окрестности которых 
имеются точки области задания функции. 

Рассмотрим возможные типы точек разрыва функции. 

1”. Устранимый разрыв. Точка а называется 
точкой устранимого разрыва функции у = (т), если предель- 
ное значение функции в этой точке существует, но в точке а 
функиия }(х) или не определена, или ее частное значение (а) 
в точке а не равно предельному значенилю. 

Например, функция 


шп $ 
| — при #70, 
(т) = 1 
2 при х=0 


имеет в нулевой точке устранимый разрыв, поскольку предель- 
ное значение этой функции в точке х = 0 равно 1, а частное 
равно 2. Если функция } (1) имеет в точке а разрыв указанного 
типа, то этот разрыв можно устранить, не изменяя при этом 
значений функции в точках, отличных от а. Для этого достаточ- 
но определить значение функции в точке а равным ее предель- 
ному значению в этой точке. Так, если в рассмотренном примере 
положить (0) = 1, то Па }(2) = }(0) и функция будет непре- 
рывной в точке 5х = 0. т” 

Замечание. На практике точки устранимого разрыва 
встречаются при сосредоточенных распределениях физических 
величин. 


1. .. 

) Если при этом область залания функции окажется состоящей из от- 
дельных изолированных точек, то естественно считать, что функция по 
определению непрерывна в кажлой из этих точек. 
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2°. Разрыв 1-го рода. Точка а называется точ- 
кой разрыва 1-го рода, если в этой точке функция }(х} имеет 
конечные, но не равные друг другу правое и левое предельные 


значения: 
о) Я „ло 


(или Г(а-+ 0) = (а-0)). 


1. Для функции {(т) = 21 т точка х = 0 является точкой 
разрыва 1-го рода (см. рис. 4.4). Действительно, так как 
при >00, 
ей Хх = О при т=0, 


—1 при т<0, 


то 
11 $215 =Т, 11 3215 = -1. 
—0-0 х—0—0 
1 
2. Функция } (5) = три: ОНределенная всюду, кроме точки 
х = 0, имеет в точке х = 0 разрыв 1-го рода (рис. 4.32). В 


самом деле, если {ти } — сходящаяся к нулю последовательность, 

элементы которой положитель- 
1 

ны, то 1} — бесконечно 
| Ти 

большая послеловательность с 

положительными членами, и 


поэтому {1 + в/о | — также 


бесконечно большая последова- 
тельность. Но тогда  послелова- 


Рис. 4.32 


тельность | р бесконеч- 


1 
1 + 21/2» 
но малая, и поэтому Нт {}(т)=0. Если же {т„! — сходящаяся 
х—0-0 
к нулю последовательность, элементы которой отрицательны, 


1 
то | — бесконечно большая последовательность с отрица- 


Ти, 
тельными членами, и поэтому Ши 27” = 0. Следовательно, 
п—>со 
Ни }(%)=1. 
х—0—0 


3°. Разрыв 2-го рода. Точка а называется точкой 
разрыва 9-го рода, если в этой точке функция (т) не имеет 
по крайней мере одного из односторонних предельных значений 
или если тотя бы одно из односторонних предельных значений 
бесконечно. 
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. | т` 
Рассмотрим, например, функцию }(1) = эт — (рис. 4.33) '). 
Эта функция в точке т = 0 не имеет ни правого, ни левого 


предельного значения. 
Действительно, рассмот- 
рим следующие сходящие- 
ся к нулю справа после- 
ловательности значений 


Ао — — — — 


аргумента: т 
222 РИ 
д’ 5л’ 9л’’°°? (4 — 3)л `` 
ООО ООО 
11 1 
тол? 3? '*° пт?” ”" Рис. 4.33 


Соответствующие последловательности значений функции у = 
—= зш - имеют следующий вид: 
д, 


Е... 1 
И 
0,.0.0,...,0, 


Первая из этих последовательностей имеет предел, равный 
единице, а вторая имеет предел, равный нулю. Следовательно, 


функция }(1) = зш - в точке 5 = 0 не имеет правого предельно- 
ий 


* 1 # ] 
го значения. Так как зш — = — эм —, То эта функция не имеет 
—х Фо 


и левого предельного значения в этой точке. 

Другим примером функции, имеющей точки разрыва 2-го ро- 
да, может служить функция у = сёл (см. рис. 4.25). Эта, функ- 
ция имеет разрыв 2-го рода в каждой из точек лп, п = 0, 1, = 
-2,... 

2. Кусочно непрерывные функции. Функция у = [(т) 
называется кусочно непрерывной на сегменте |а,6|, если она 
непрерывна во всех внутренних точках |а,6], за исключением, 
быть может, конечного числа точек, в которых имеет разрыв 
1-го рода и, кроме того, имеет односторонние предельные значе- 
ния в точках а и 6. Функция называется кусочно непрерывной на, 
интервале или бесконечной прямой, если она кусочно непрерыв- 
на на любом принадлежащем им сегменте. Например, функция 
7(2) = [1] ^) кусочно непрерывна как на любом сегменте, так и 
на бесконечной прямой. 


1) Рисунок 4.33 носит чисто иллюстративный характер. 
?) Напомним, что символ [1] обозначает целую часть числа х. 
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ДОПОЛНЕНИЕ 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО УТВЕРЖДЕНИЯ ИЗ ЦП. 685 


В настоящем дополнении дается доказательство утверждения из п. 6565. 
Для удобства сформулируем здесь это утверждение в следующей форме. 

Существует, и притом единственная, пара функций 5(х) и С(х), 
определенных на всей бесконечной прямой и удовлетворяющих следующим 
трем требованиям: 

1°. Для любых вещественных чисел х', Хх’ ци т выполняются соотно- 
шения 


5(х' + 2”) = 5(%)С(=”’) + С(х’)5 (2), 
С(х' ++ 2”) = С(х’)С(х”) — 5(*'’)5(1”), 
5° (=) + С"(&) = 1. (4.5) 1) 


” 5(0)=0, С =ь 


5(р)=ь (5) = в 


о п 
3. При0<т< 5 справедливы неравенства 


0<5(х) < т. (4.7'’) 


Доказательство этого утверждения мы разделим на две части. Именно: 
сначала мы докажем единственность, а затем существование функций 
5 (2) и С(х), уловлетворяющих требованиям 1°, 2° и 3°. 

1. Доказательство единственности. Для доказательства единствен- 
ности достаточно убедиться в справедливости следующих двух утвержде- 
ний: 

1) Функции 5(х) и С(т), обладающие перечисленными свойствами, 
непрерывны на всей числовой прямой. 

2) Значения функций 5(х) и С(т) определяются единственным, образом 


на некотором всюду плотном множестве точек бесконечной прямой”). 

Действительно, в силу непрерывности функций 5(х) и С(т) их част- 
ные значения в каждой точке х бесконечной прямой равны их предельным 
значениям в этой точке. Если теперь мы рассмотрим сходящуюся к х после- 
довательность значений аргумента, элементы которой принадлежат указан- 
ному выше всюду плотному множеству точек, то соответствующие после- 
довательности значений функций 5(т) и С(х), в силу сформулированного 
выше утверждения 2), определяются единственным образом, а поэтому и 
пределы этих последовательностей определяются также единственным 0б- 
разом. Но эти пределы как раз и являются частными значениями функций 
5(х) иС(т) в точке х. Следовательно, функции 5(т) и С(т) определяются 
единственным образом на всей бесконечной прямой. 


') Формулы (4.5')-(4.7’) получены из формул (4.5)-(4.7) п. 6 8 5 путем 
замены обозначений функций зшх и созх на 5(х) и С(т) соответственно. 

?) Множество {2} точек бесконечной прямой называется всюду плотным 
на бесконечной прямой, если в любой =-окрестности каждой точки этой 
прямой имеется бесконечно много точек множества {5}. 
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1) Прежде чем перейти к доказательству непрерывности функций 5(1т) 
и С(х), установим некоторые формулы. 

Полагая в первых двух из соотношений (4.5') х’=х, %” = —х и учиты- 
вая, что 5(0) =0, С(0) = 1, получим 

0 = 5(5):С(-2)+С(т):5(-т), 

1=С(5)-С(-х)-5(<):5(-*). 
Умножим соотношения (4.14) соответственно на 5(5) и С(т) и сложим по- 
лученные при этом соотношения. Учитывая, что 5 (12)+С?(2) = 1, получим 
С(—+) =С($). 

Совершенно аналогично, умножая соотношения (4.14) соответственно 
на С(х) и —5(1) и складывая их, получим 5(—1) = —5(1). Таким образом, 
С(2) — четная функция, а 5(х) — нечетная функция '). 

Но тогда, используя первую из формул (4.5'), получим 


# 1 7 } 

т хх -т 
Я ия 
(2) ( 5 -- 5 


(4.14) 


и аналогично 


. и! М И „оли 
9) = (* + 2 — )=5(* + )с(-* -)- 
хот” ха хот” ха 
Е -НАе(а). 
хх” да 
См]. 
(7) 5 (75°) 


Вычитая почленно последние две формулы, получим 


5(2”) — 5(') =2С (=) 5 (=) | (4.15) 


Локажем теперь непрерывность функций С(х) и 5(5) в любой точке х 
бесконечной прямой. Заметим, что непрерывность функции 5(х%) в точке 
1 = 0 справа непосредственно вытекает из соотношения (4.7’) и из равенства 
5(0) = 0. В самом деле, если {х„} — произвольная последовательность 
значений аргумента, сходящаяся к нулю справа, то из соотношения 0 < 
< 5(т») < т» следует, что и соответствующая последовательность значений 
функции {5(т„)} сходится к нулю, т. е. к частному значению 5(0). 

Из нечетностя функции 5(х) вытекает непрерывность этой функции 
в точке х = 0 слева. Таким образом, функция 5(х) непрерывна в точке 
х = 0. 

Непрерывность 5(5) в любой точке т вытекает из соотношения (4.15). В 
самом деле, пусть х — любая точка бесконечной прямой, {т»} — произвол- 
ная сходящаяся к ф последовательность значений аргумента. Положив в 
(4.15) х’=х, %” = хи, будем иметь 


5(#.) — 5(#) =2С о 5 (2—=) | (4.16) 


1) Функция }(1), определенная на бесконечной прямой, называется 
нечетной, если }(—х) = —1(х), и четной, если }(—х) = }(х). 
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В силу того, что 5(5) непрерывна в нуле и 5(0) = 0, получим, что 
. т. -х тт, 

Пт © | ——__—} =0. Поскольку последовательность 3 С | ———— |] $ ограни- 
со р р 
ченная '), правая (а стало быть, и левая) часть (4.16) имеет своим пределом 
нуль. Но это означает, что Ша 5(х„) = 5(5), т.е. функция 5(х) непрерыв- 
на в точке т. 

Аналогично доказывается непрерывность функции С(5). Для этого вме- 
сто (4.15) нужно получить формулу 


С (1) -С(т) = 25 (=) 5 (==) | 


2) Докажем, что значения функций 5(15) в С(х) определяются един- 
п 


ственным образом в точках ‚ где р — пелое положительное или отри- 


р 
пательное число, а п — целое положительное число. Отметим, что такие 
точки образуют всюду плотное множество точек числовой прямой. Прелва- 


рительно установим некоторые свойства функций 5(7) и С(х). Установим, 


во-первых, что эти функции периодические и имеют период 2п ?). В самом 
деле, полагая в (4.15) х’”=х-+2лих’ = х, получим 


5(&-+2т) —5(2) =2С(х + т)5(п). 


Так как 5(7п) = 5 (5 + >} = 25 (5. С (5. = 0, то из последнего соотно- 
шения вытекает, что 
5(%+2т) = 5(5), 


т.е. функция 5(х) периодическая и имеет период 2л. Отсюда, в частности, 
следует, что 5(2т) = 0. 
Полагая во второй формуле (4.5') х’ = гих” = 2л и учитывая, что 
5(2п) = 0, найдем 
С(т+ 2”) = С(5)С(2т). 
Так как С(2тп) =1 (в этом легко убедиться, применяя формулы (4.5') сна- 
чала для х’ = п/2 ит” = п/2, а затем для д =пих” =л), то 


С(т+2т) = С(х). 


Таким образом, периодичность С(15) также установлена. 

Свойство периодичности функций 5(5) и С(х) позволяет в наших рассу- 
ждениях ограничиться сегментом [0, 2 |. Мы установим сейчас, какие знаки 
имеют значения функций 5(т) и С(х) в различных точках этого сегмента. 
Из (4.6'), (4.7') и непрерывности 5(1) следует, что на сегменте [0, л/2] значе- 
ния функции 5(1) неотрицательны, причем на этом сегменте функция 5(1) 
обращается в нуль только в точке 5 = 0. Так как 5(л-— т) = 5(л)С(-т) - 
— С(т)5(+)3) и 5(п) = 0, С(т) = —1 то 5(п — +) = 5(+). Поэтому на 


сегменте [л/2,л| значения функции 5(<2) неотрицательны, причем на этом 


1) Из соотношения 57 (4) + С?(2) = 1 вытекает, что |С(х)| < 1 для всех х, 


ох: 
а отсюда вытекает ограниченность последовательности [с (7) } 


2 # 

”) Функция 7(%) называется периодической с перцодом а > 0, если для 
любого 1 справедливо соотношение {(х + а) = {(х). 

3) Эта формула вытекает из первой формулы (4.5') и нечетности функции 


5(%). 


ДОПОЛНЕНИЕ 149 


сегменте функция 5(х) обращается в нуль только в точке х = м. Из форму- 
лы 5(2л —х) =-5(х), которая может быть получена аналогично формуле 
5(л—т) = 5(1), вытекает, что на сегменте |[п,2я] значения функции 5(:т) 
неположительны, причем функция 5(1) обращается в нуль лишь на концах 
этого сегмента. Рассуждая совершенно аналогично, можно убедиться, что 
функция С(х) неотрицательна, на, сегментах [0,л/2] и [3^/2, 27| и неполо- 
жительна на сегменте [п/2,3п/2] и обращается в нуль только в точках п/2 
и Зп/2. 

Для завершения доказательства единственности функций 5(т) и С(т) 
нам понадобятся некоторые формулы, к выводу которых мы и переходим. 


Во-первых, отметим, что из (4.5’) вытекают следующие формулы 1). 


Неа, ор. а 


Полагая в этих формулах х =х' +” и еще раз применяя формулы (4.5'), 
мы и получим интересующие нас соотнонения 


<? (= ++ -) _ 1-С(2)С(т”) + 5(*')5 (1) 


2 2 
©? а +х’\ _1+0(5)С(а”) - 5($')5(”) 
2 2 | 
Эти формулы показывают, что если известны значения функций 5(1) 
, ” .. хх” 
и С(т) в точках х их’, то значения этих функций в точке 5_— опреде- 


ляются единственным образом, поскольку из приведенных выше рассужде- 
ний следует, что нам известны знаки функций 5(х) и С(х) в каждой точке 
сегмента [0,2л|, а следовательно, в силу их периодичности с периодом 2т, 
и в любой точке х числовой прямой. Исходя из известных и единствен- 
ным образом определенных значений 5(т) и С(т) в точках 0, п/2, п, 2” 
сегмента, [0, 2” |, мы можем, применяя последовательно только что получен- 
ные формулы, вычислить единственным образом значения этих функций 
во всех точках вида рл/2" сегмента, [0, 2* | (ри п — целые неотрицательные 
числа, причем р < 2"*'). Так как множество точек вида рл/2” плотно на 
сегменте |[0,2я|, то, в силу сказанного в начале доказательства, единствен- 
ности, функции 5(5) и С(х) единственным образом определены на всей 
числовой прямой. 

2. Доказательство существования. Мы докажем более общее утвер- 
ждение. 

Существуют функции 5(х) и С(х), определенные и непрерывные на 
всей числовой прямой, удовлетворяющие требованиям: 

1°. Для любых вещественных чисел т’, т’ и т выполняются соотно- 
шения 


5(х' + 2”) = 5(*)С(х”) + С(2’)5(х”), 
С(х' -- д’) = С(х’)С(т”) — 5(х)5(=”), (4.5') 
5° (2) + С" (2) = 1. 


# 


1) Достаточно во второй формуле (4.5') взять х’=х” =х/2, а в третьей 


формуле (4.5') взять 1/2 вместо т. 
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2°. 
5(0) =0, С(0)=1, 
5(а) =1 С(а)=0, 
где 4 — некоторое заданное полоэжительное число. 


3°. Существует положительное число Ё такое, что при д <х<а 
справедливы неравенства 


(4.6') 


0<5(х) < [м, (4.7') 

причем, если 4 = п/2, то Г =1. 
Доказательство. Определим, во-первых, значения функций 5(7) 
и С(х) на множестве {5} точек сегмента, |0, 4], каждая из которых может 


_Р 
быть представлена в виде $ — —, глери п — пелые неотрицательные числа, 


2% ' 
причем р < 2". Предварительно мы определим значения этих функций в 
5п 
точках $и = т’ п = 0,1,... Так как 8и41 = >, то, используя формулы 


(4.17), можно положить 


$(8141) =5 ( 
(4.18) 
С (1) = С ( 
а 
Из соотношения С(4) = С 50 | = С(50) = 0 с помощью рекуррентных 


формул (4.18) определяются значения 5(х) и С(т) во всех точках $» = 
= 4/2”. Дополнительно к указанным значениям 5(т) и С(х) в точках $ 
мы определим значения этих функций в точках (0 и 4 так, как это указано 


1 
в (4.6°). 
Перейдем теперь к определению значений 5(5) и С(т) во всех точках 
д. _ 24 и 
множества {3}, $ = —, рип — целые неотрицательные числа, р < 2". 


2" ’ 
Известно, что любое целое положительное число может быть единственным 


образом представлено в виде суммы целых степеней числа, 2 1): 


р= а, от-1 2). 
1—1 


где а, равно либо нулю, либо единице. Поэтому 


= м = у ие = а, (4.19) 
$=1 1=1 


Таким образом, каждое значение $ представимо в виде конечной суммы чи- 
сел $,, для каждого из которых значения 5($,) и С($,) определены выше. 


Мы можем теперь, используя формулы (4.5'), определить значения 5(7) 


ОВ двоичной системе счисления целое число р елинственным образом 
представляется в виде символа, состоящего из нулей и единиц. Этот сим- 
вол и представляет собой краткую запись числа р в виде суммы степеней 
числа 2. 


")См. сноску на с. 60. 
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и С(1) в точках множества {3}. При этом мы должны убедиться, что по- 
следовательное применение этих формул приводит к одному и тому же 
результату независимо от способа объединения слагаемых 8; в группы в 
формуле (4.19). п 
Например, мы можем положить в = х'’+х”, гдех =а1я1 иж” = У а,8;, 
=2 


и затем вычислить 5(3) по первой формуле (4.5'). Но также можно поло- 


И 
жить Х’= а18!: + 4282 их" = У`а;3,. Чтобы убедиться, что последова- 
—3 
тельное применение формул (4.5') будет давать один и тот же результат 
независимо от способа, объединения слагаемых 8, в группы в сумме (4.19), 
достаточно, чтобы имели место соотношения 


5[(т + 2”) — 2" — б[х' — (т”’ -- 2") 


и 
С [ел +] = С + ("+="). 

Справедливость этих соотношений устанавливается непосредственно 
путем двукратного применения формул (4.5'). 

Убедимся теперь, что функции 5(3) и С(3), определенные нами на, мно- 
жестве {3}, обладают свойством 1° на этом множестве. Пусть 8’, 3" из’ +8” 
принадлежат указанному множеству. Представим 8’, 8” из’ +8” в виде сумм 
(4.19). Объединяя входящие в 5’ и 3” числа 3» с одинаковыми п до тех пор, 
пока оставшиеся 3» не будут иметь различные индексы, мы придем к груп- 
пировке слагаемых $», дающей представление (4.19) для числа 8’ - 3”. Но 
выше мы показали, что результат вычисления 5($) или С(8) для суммы 
нескольких аргументов не зависит от способа группировки слагаемых этой 
суммы. Следовательно, если 8’, 3” и 5'’+3”’ принадлежат множеству {8}, то 
значения 5(3) и С(3), вычисленные в этих точках, удовлетворяют первым 
двум соотношениям (4.5'). В справедливости третьего соотношения (4.5') 
для указанных значений аргумента, убедиться нетрудно. В самом деле, из 
определения 5(2) и С(х) в точках 0 и 4 следует, что 5?(0) + С?(0) =1и 
5"(а) + С"(а) = 1. Из рекуррентных формул (4.18) вытекает справедли- 
вость соотношения 5°(5.) + С?(;») = 1 для всех зи, а из непосредственно 
проверяемой формулы 


5° (в +”) + С”(х' +=”) = (9°(2') + 0"(#'))(5°(&”) + С" (=) 


следует справедливость соотношения 5 ($) + С?($) = 1 для всех точек мно- 
жества {5}. 

Покажем теперь, что для всех точек множества {3}, отличных от 0 и 4, 
справедливы неравенства 


0<5(35) <1 0<0(%)<1 1. (4.20) 


Локазательство справедливости неравенств (4.20) проведем по индук- 
ции. Для этого каждому п поставим в соответствие группу элементов мно- 
жества {3}, относя в эту группу все элементы {3}, которые можно предста- 


вить в виде 5 где 0 < р< 2" ир — нечетное число. Элементы этой группы 


')Напомним, что в точках 0 и 4 значения 5(5) и С($) определены форму- 
лами (4.6'). 
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будут называться элементами порядка п. Каждый элемент порядка п + 1 
лежит между двумя последовательными элементами, порядок которых не 


больше п и которые отличаются друг от лруга на ‚ те. на 3». Первый 


2% 
элемент порядка п-+ 1 равен 3„+1. Все остальные элементы порядка п-Е1 мо- 
гут быть получены прибавлением к $„+: различных 5 порядка п. Вычислим 


значения 5(81) и С($1) (31 — единственное значение з порядка единицы). 


Имеем из (4.18) 5(81) = \/1/2 и С(31) = \/1/2. Таким образом, для эле- 


ментов первой группы неравенства (4.20) У. место. Допустим теперь, 
что неравенства (4.20) имеют место для всех элементов, порядок которых 
не выше п. 

Тогда, в силу первой формулы (4.5'), значения 5($) во всех точках по- 


рядка п - 1 положительны, а в силу третьей формулы (4. 5) эти значения 


не больше единицы. Полагая в первой формуле (4.5') х” = а, 1’ = -зи 
учитывая четность функции С($), найдем, что С(5) = 5(а- 5), и поэтому 
для С ($) справедливы неравенства (4.20) для значений $ порядка п + 1, так 
как, если $ имеет порядок п + 1, то и 4 — $ также имеет порядок п -+ 1. По 
индукции отсюда следует, что для всех точек множества {3}, отличных от 0 
и 4, справедливы неравенства (4.20). 

Докажем, что функции 5(8) и С(3), определенные нами на множе- 
стве {3}, монотонны на этом множестве. Именно, покажем, что 5(5) — 
возрастающая функция, а С(5) — убывающая функция. Пусть 0 < 8’ < 

„7 


8+ 5"! 5"! __ 
< 3" < 4. Тогла —— и — заключены строго между нулем и а. Из 


формулы (4.15) и из неравенств (4.20) следует, что 5(8”) > 5(8’). Следо- 
вательно, 5($) — возрастающая функция. Из соотношения С'(3) = 5(а- в) 
следует, что С($) — убывающая на множестве {3} функция. 

Докажем теперь, что функиии 5(8) и С(3), определенные на всюду 
плотном множестве {3} точек сегмента [0,4], имеют предельное значе- 
ние в каждой точке сегмента [0,4]. 

Рассмотрим, во-первых, последовательность {3„! и покажем, что 


1 5(5.) = Ои Ша С(5.) = 1 (существование этих пределов следует 
и монотонности и ограниченности 5(5) иС(3) на множестве {3}). Для ло- 
казательства, рассмотрим последовательность [5 е #(3.) = а 
Из (4.18) имеем 
25 (51-441) С'(9®-1) = МТ- С?(8.) = 5(8%) 
| С(ь) = Свон) — (вн) < О) 
Поэтому 
5") _ (5%) _ 25(841)С (5141) _ Кии) С” (пи) > Ит+и) 
п ®С(3.) 28и+1С(3ъ) 91  С(%). Зи о 


Итак, 8.) > (п-т) И 5») 
бп Яп--1 8 п 


> 0 при любом п, т. е. последовательность 


$(3 
| Ч убывающая и ограниченная. По теореме 3.15 она имеет предел, 


который мы обозначим через Г: 
‚  И(8п 
По (в) = Г. (4.21) 


ис Эй 
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Так как $, —* 0 при п -$ с, то Пив. | 3») = 0, и поэтому, в силу ограничен- 


ности функции С(3) (см. (4.20)) 
№ 5(8.) = Оба. _(#(8»)С(8»)) = = 0. (4.22) 


оо 


Поскольку С(3) > 0, из (4.22) и соотношения 5°(;„) + С?(3.) = 1 вытекает, 
что 


Ши С($.) = 1. (4.23) 
и—оо 
Отметим, что из (4.21) и (4.23) следует, что 
та 5(в") = Г. (4.24) 
со Эл 
Так как — со 25, (ао) < (вии) то последовалельность 


8(вл) 28 п-+1 Зи-1 
еее ых } возрастает. Поэтому из (4.21) и (4.24) имеем 


5(в») <Г< 5") 


Эл п 


Пусть {8% } — любая сходящаяся к нулю последовательность значений 8 
из множества {3}. Для любого п можно, очевидно, указать такой номер К, 
что 0 < 8% < 3+. Отсюда, в силу монотонности 5(3) на множестве {5}, имеем 
0 < 5(8:) < 5(3%). Поэтому из (4.22) следует, что Ото 5 (8%) = 0. 


—оо 


Локажем теперь, что функция 5(3), определенная на множестве {3} 1), 
имеет предельное значение в любой точке х сегмента [0,4]. Пусть {8,} — 
монотонно возрастающая, сходящаяся к х последовательность элементов 
множества {5}. Так как {5($,)} — возрастающая ограниченная после- 


или 


довательность, то существует предел Ола. 5(3„), который мы обозначим 


ментов множества {3} (3, 72 5). Тогда последовательность 
И Ы 


ь . У бп 
ет предел нуль. Согласно доказанному Ша 5 —эо 
п>оо 


через 5(х). Пусть {8.} — любая сходящаяся к х последовательность эле- 
п  9Эп 

)=0. Из (4.15) и 

} 0. 


7! Ы 
име- 
2 } 
Иными словами, Шиа 5(3„) = 5(х). В силу произвольности последова- 
п—со | | о 


ограниченности функции С($) имеем 


Неа |5(8%)— 5(8.)| = На С ее) 5 ( 
и—оо 


#1 } 
5, 9п 


2 


пи— со 2 


тельности {8„} это означает существование предельного значения функ- 
ции 5(5), определенной на {3}, в каждой точке х сегмента, | 0,4]: 


110 5(3) = 5(<). 
8—5 


Из соотношения 5°(8) + С”(3) = 1 и неотрицательности функции С(з) 
на множестве {5} следует существование предельного значения функ- 
ции С'(3) в каждой точке сегмента | 0, 4]. Мы будем обозначать предельное 
значение этой функции в точке х символом С(х). 


1) Напомним, что {5} — всюду плотное множество точек сегмента, [0,4]. 
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Определим теперь значения функций 5(%) и С(х) в любой точке т 
сегмента [0,4] как предельные значения в точке х функций 5($) и С(3), 
определенных на множестве {3}. Докажем, что так определенные функции 
5(х) и С(х) обладают свойствами 1° и 2° утверждения, сформулированного 
в начале доказательства существования функций 5(х) и С(х). Предвари- 
тельно установим, что определенные указанным выше способом на сегменте 
[0,4] функции 5(х) и С(х) монотонниы и непрерывны на этом сегменте. Во- 
первых, докажем, что если х — любое число из сегмента [0,4], аз’ из” — 
любые числа из множества {3}, удовлетворяющие неравенству 5’ < х < 3" 
то 5(3') < 5(1) < 5(8"), С($') > С(&) > С(3"). Установим, например, что 
5(5') < 5(х) (неравенства (+) < 5($"') иС(3') > С(%) > С(") доказыва- 
ются аналогично). Пусть {5,} — сходящаяся к х, возрастающая последо- 
вательность чисел множества {3}, все элементы $, которой удовлетворяют 
неравенствам 5’< 3, < т. Так как на множестве {3} функция 5($) возраста- 
ет, то последовательность [5(3„)—5(8’) }} возрастает и имеет положительные 


элементы. Поэтому предел 5(2)— 5(8' ) 1) этой последовательности положи- 
телен. Таким образом, 5(3'’) < 5(15). Докажем теперь, что функция 5(1) 
возрастает, на сегменте [0,4] (доказательство убывания функиии С(х) на 
этом сегменте проводится аналогично). Пусть д’ их” — любые два числа 
сегмента [ 0, 4], удовлетворяющие неравенству х’ < х”. Если 3’ — некоторое 
число множества {5}, заключенное между г’ их” х’ < 8'< т", то по до- 
казанному 5(1’) < 5(8') и 5(85') < 5(х"), т.е. 5(1') < 5(х"). Монотонность 
функции 5(5х) на [0,4] доказана. Прежде чем перейти к доказательству 
непрерывности функций 5(т) и С(х), установим, что предельные значе- 
ния функций 5($) и С(3) в точках множества {8} совпадают, со значени- 
ями этих функций в соответствующих точках множества {8}. 
Рассмотрим произвольное число з множества {3} и две сходящиеся к $ 
последовательности {3,} и {3} элементов множества {3} таких, что $, < 
< 3 < 31. В силу монотонности функции 5(3) на множестве {3} справедли- 


вы неравенства 5(3,) < 5(3) < 5(3/)?). Так как Ши 9(5,) = Ша 5(3/) и 
и—со п—со 


указанные пределы равны предельному значению в точке $ функции 5($), 
то только что сформулированное утверждение доказано. Убедимся теперь, 
что функции 5(%) иС(х) непрерывны в каждой точке сегмента [0,4]. Для 
этого достаточно установить, что эти функции непрерывны в каждой точ- 
ке х указанного сегмента слева и справа, непрерывны справа в точке 0 и 
непрерывны слева в точке 1 (см. замечание в п. 18 3). Докажем ради опре- 
деленности непрерывность функции 5(т) в точке х сегмента [0,4] слева 
(непрерывность справа и непрерывность С(х) доказывается аналогично). 
Пусть {3, } — некоторая сходящаяся к т слева последовательность чисел 
множества {5}. Так как И, 5(3,) = 5 (1), то для любого = > 0 можно ука- 


зать элемент 3; этой  послеловательности, для которого 0 < 5(%) — 5(8%) < 
< =. Рассмотрим теперь произвольную сходяшуюся к х слева последова- 
тельность {ти}. 

Пусть № — номер, начиная с которого выполняются неравенства $, < 
< т, <. В силу возрастания функции при п > М выполняются неравен- 


1) Поскольку Ша 5(3,,) = 5(2), а 5(3') - фиксированное число, то 
ь—>со 
Пт [5(5„)—5($')] = 5(5) — 5(8'). 
—со 


2 
) Ради определенности мы доказываем это утвержление для функ- 
ции 5(5). 
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ства 5(3,) < 5(х„) < 5(1). Сопоставляя их с неравенствами 0 < 5(х) — 
—5(3,) < 5, получим, что при п > М№ справедливы неравенства 0 < 5(х) — 
—5(х.) < Е. Иными словами, предельное значение функции 5(1) в точке х 
слева равно частному ее значению в этой точке. Таким образом, непрерыв- 
ность 5(х) в точке х слева доказана. 

Определим теперь функции 5(т) и С(5) на сегменте [ 4,24] с помощью 
соотношений 5(х - 4) =С(х) и С(х + а) = -5(т). Применяя эти формулы 
еще раз, распространим эти функции на сегмент [24,44 |. Повторяя эти рас- 
суждения, мы определим эти функции для всех положительных значений х. 
Для отрицательных значений х мы определим эти функции с помошью 
соотношений 5(1) = —5(—%) и С(т1) = С(—т). Легко убедиться, что в ре- 
зультате мы получим функции, непрерывные на всей бесконечной прямой. 

Докажем, что функции 5(т) и С(х) удовлетворяют требованиям 1°, 2° 
и 3° утверждения, сформулированного в начале доказательства существо- 
вания. Заметим, что если 8', 8", 8+8" и 8 принадлежат множеству {3} 


сегмента| 0, 4], то для этих значений аргумента формулы (4.5') имеют ме- 
сто. Из указанного выше способа продолжения функций 5 ( т) и С'(т) следует 
справедливость этих формул для значений аргумента 4 - 8’, 8”, где 8’ и 8" 
принадлежат сегменту [0, 4]. Повторяя эти рассуждения, мы докажем, что 


соотношения (4. 51 ) справедливы для всех значений аргумента, бесконечной 
прямой вида ра/2" ‚ глери п — любые целые числа. Так как эти значения ар- 


гумента образуют всюду плотное множество точек бесконечной прямой 1), 
то, в силу непрерывности функций 5(1) и С(х), соотношения (4.5') будут 
справедливы для всех значений т. 

Поскольку требование 2’ выполнено в результате построения функций 
5(%) и С(х), остается убедиться в справедливости требования 3°. Отметим, 
что если 8', 5’ из'-+ 3” — элементы множества {3} сегмента [0,4] и спра- 
ведливы неравенства 0<5(3') < 15’ и0<5(5") < Г", то, в силу первой 
формулы (4.5') и неравенств (4. 20), выполняются также неравенства 0 < 
< 5(89' +5”) < Г5'+1[5" = [8+ 8"). Используя это замечание, формулу 
(4.19) и неравенства (4.20) и (4.25), легко убедиться, что неравенства 0 < 
< 5(3) < Г3 справедливы для всех 3 из множества {3} сегмента |0, 4]. Так 
как это множество всюду плотно на [0,4], а5(х5) — непрерывная функция, 
то для всех х из [0,4] имеют вместо неравенства 0 < 5(х) < [х. Справел- 
ливость требования 3° установлена. 

Заметим теперь, что число Г, зависит от выбора 4. Именно, если вместо 4 
выбрать число 4” = а/К, то тогда 5, = $„/К. По построению 5(8/) = 5($п.), 

* 
и поэтому ПШ 56) — [и 58») = КГ (см. (4.24)). Выбирая К = 1/Г, 


мы определим на сегменте [0, 4* |" такие функции 5(т) и С(т), что будут 


выполняться неравенства 0 < 5(1) < х. 

Геометрические соображения показывают, что если 4 = п/2, то 25(8.) — 
длина стороны правильного 2”-угольника, вписанного в окружность ради- 
уса 1, 25, — длина дуги окружности, стягиваемой хордой длины 25(8п), 
и 2 (8„) — длина стороны правильного 2"-угольника, описанного вокруг 
этой окружности. Неравенства (4.25) в этом случае имеют вид 5(5„) < 
< 3„ < Из). Поэтому в указанном случае Г, = 1. Утверждение полностью 
доказано. 


1) См. сноску ^) на с. 146. 


ГЛАВА 5 


ОСНОВЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
ИСЧИСЛЕНИЯ 


В этой главе вводятся понятия производной и дифференциа- 
ла, устанавливаются правила дифференцирования, вычисляют- 
ся производные всех простейших элементарных функций, уже 
выписанные нами в гл. 1. Далее рассматриваются производные 
и лифференциалы высптих порядков. 


$1. Производная. Ее физическая 
и геометрическая интерпретация 


1. Приращение аргумента и функции. Разностная 
форма условия непрерывности. Пусть функция у = [(т) 


определена на некотором интервале ) (а,6). Фиксируем любое 
значение х из указанного интервала, и зададим аргументу в точ- 
ке х произвольное прирашение Ах такое, что значение х + Ах 
также принадлежит интервалу (4,6). Приращением функции 
у = {1 (1) в точке х, соответствующим приращенияо аргумента 
Дт, назовем число 


Ду = { (++ Ал) -— Д(т). (5.1) 

Так, для функции у = эп хт прирашение в точке т, соответ- 
ствующее приращению аргумента Ах, равно 

Ду = зп (т + Ат) — зшх = 2с08 (2 + 5" Ут 5. (5.2) 


Имеет место следующее утверждение: для того чтобы функ- 
ция у = [(т) являлась непрерывной в точке х, необходимо и 
достаточно, чтобы приращение Ду этой функции в точке т 

й : й 


1) Вместо интервала (а,6) можно рассматривать сегмент [а,6], полупря- 
мую, всю бесконечную прямую и вообще любое плотное в себе множество 
{т}. Определение плотного в себе множества {1} дано в $ 3 гл. 2. 
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соответствующее приращению аргумента Ах, являлось беско- 
нечно малым. при Ах - 0. 

В самом деле, по определению, функция у = {(5) непрерывна 
в точке т, если существует предельное значение 


„И 1 (т + Аг) = Ё(т). (5.3) 


В силу п. 3 $2 гл. 4 существование предельного значения (5.3) 
эквивалентно тому, что функция [{(1+Ах)- {(х)| аргумента Ах 
является бесконечно малой при Дх -} 0. 

Доказанное утверждение позволяет выразить условие непре- 
рывности функции у = }(х) в точке х в новой форме, а именно: 
функиия у = Р(т) непрерывна в точке х, если приращение Ау 
этой функции в точке т, соответствующее приращению аргу- 
мента Ат, является бесконечно малым при Ат - 0, т. е. если 


„Иш, Ду= Па (г + Аг) — Х(2)] =0. (5.4) 


Условие (5.4) мы и будем называть разностной формой условия 
непрерывности функции у = {(1) в точке т. Это условие мы 
будем неоднократно использовать в дальнейшем. 

С помощью условия (5.4) еще раз убедимся в том, что функ- 
ция у = зп т непрерывна в любой точке х бесконечной прямой. 


В самом деле, из формулы (5.2), из условия оз (2 - 5) < 1 


и из равенства Пш зш — = 0 непосредственно вытекает, что 
Ат—0 2 

11 Ау = 0. 

ДАт-—0 


2. Определение производной. Сохраним для функции 
у = (т) предположения и обозначения, сформулированные в 
начале предыдушего пункта. 

Считая, что Ат = 0 рассмотрим в данной фиксированной 
точке х отношение приращения Ау функции в этой точке к со- 
ответствующему приращению аргумента Ах 


ду _ Ге Аа) — Г) 
5 = уг | (5.5) 


Отношение (5.5) будем называть разностным отношением (в 
данной точке х). Поскольку значение х мы считаем фиксиро- 
валлиям, разностное отношение (5.5) представляет собой функ- 
цию аргумента Ат. Эта функция определена для всех значе- 
ний аргумента Ат, принадлежащих некоторой достаточно ма- 
лой окрестности точки Ах = 0, за исключением самой точки 
Дт = 0. Таким образом, мы имеем право рассматривать вопрос 
о существовании предела указанной функции при Ат - 0. 
Определение. Производной функции у = { (1) в 
данной фиксированной точке т называется предел при Ах 0 
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разностного отношения (5.5) (при условии, что этот предел 
существует). 

Производную функции у = }(т) в точке х будем обозначать 
символом у’(т) или }'’(т). Итак, по определению, 


Г («) = Ша АУ — цы +42) Ле) (5.6) 
Дт—0 Ах Дт-0 Ах 

Отметим, что если функция у = {(1) определена и имеет произ- 

водную для всех х из интервала (а,6), то эта, производная будет 

представлять собой некоторую функцию переменной х, также 

определенную на интервале (а,6). 

3. Производная с физической точки зрения. Понятие 
производной мы ввели, исходя из физических соображений, еше 
в гл. 1. Здесь мы еше раз остановимся на физических приложе- 
ниях понятия производной. 

Прежде всего, предположим, что функция у = }(т) описы- 
вает закон движения материальной точки по прямой линии 
(т. е. зависимость пути у, пройденного точкой от начала, отсче- 
та, от времени 1). Тогда, как известно, разностное отношение 
(5.5) определяет среднюю скорость точки за промежуток вре- 
мени от х до х + Ах. В таком случае производная }’(х), т. е. 
предел разностного отношения (5.5) при Ах -» 0, определяет 
мгновенную скорость точки в момент времени х. Итак, про- 
изводная функции, описывающей закон движения, определяет 
мгновенную скорость точки. 

Чтобы не создалось представление о том, что понятие про- 
изводной широко используется только в механике, приведем 
примеры приложения понятия производной из других разделов 
физики. 

Пусть функция у = }(т) определяет количество электриче- 
ства у, протекшего через поперечное сечение проводника за вре- 
мя т. (При этом момент времени 1 = 0 берется за начало отсече- 
та.) В таком случае производная }’(т) будет определять силу 
тока, проходящего через поперечное сечение проводника в мо- 
мент времени х. 

Рассмотрим, далее, процесс нагревания некоторого тела. 
Предположим, что функция у = }(т) определяет количество 


тепла!) у, которое нужно сообщить телу для нагревания это- 
го тела от 0 до 25°. Тогда, как известно из курса элементарной 
физики, разностное отношение (5.5) определяет среднюю теп- 
лоемкость тела при нагревании его от 12° до (т -+ Ах)°. В таком 
случае производная ]'(х), т. е. предельное значение разностного 
отношения (5.5) при Ах -» 0, определяет теплоемкость тела 


1) Выраженное, например, в калориях. 
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при данной температуре х. Подчеркнем, что эта, теплоемкость, 
вообще говоря, меняется с изменением температуры т. 

Мы рассмотрели примеры приложения понятия производной 
в трех разных областях физики. При изучении курса общей фи- 
зики читатель встретится с другими многочисленными приме- 
рами приложения понятия производной. 

4. Производная с геометрической точки зрения. В $2 
гл. 1 мы рассматривали задачу о нахождении касательной к 
кривой, являющейся графиком функции у = }(т) (на некото- 
ром интервале (а,6)}. Там мы дали определение касательной к 
указанной кривой в точке М(х, }(т)) этой кривой. (Здесь х — 
некоторое значение аргумента из интервала (а,6); см. рис. 5.1.) 
Если через Ах обозначить произвольное приращение аргумен- 
та, а символом Р обозначить точку на кривой с координатами 
(х-+ Ах, К(т + Ат)), то ка- 
сательную, проходяшую че- 
рез точку М данной кривой, 
мы определяем как предель- 
ное положение секушей МР 
при Ах -У0. Из рис. 5.1 ясно, 
что угловой коэффициент се- 
кушей МР (т. е. тангенс угла 
наклона этой секушей к оси 
Ох) равен разностному отно- 
шению (5.5). Из этого факта 
и из того, что в пределе при 
Дт-—0 угол наклона, секущей Рис. 5.1 
должен переходить в угол на- 
клона касательной, мы в $ 2 гл. 1 сделали основанный на на- 
глядных соображениях вывод о том, что производная }'(т) рав- 
на угловому коэффициенту касательной в точке М к графику 
функции у = Х(т). 

настоящем пункте мы уточним указанные наглядные со- 
ображения. Предположив, что функция у = }(х) имеет произ- 
водную в данной точке т, мы докажем: 1) что график функции 
у = }(х) имеет касательную в данной точке М (х, }(х)), 2) что 
угловой коэффициент указанной касательной равен }'(5). 

Будем доказывать утверждения 1) и 2) одновременно. Обо- 
значим угол наклона секущей МР к оси Ох символом (Дт). 
Поскольку угловой коэффициент секушей МР (т. е. 4#ф(Ат)) 

ду 
<» ТО 


равен отношению 


Ф(Дх) = агсфе и (5.7) 


при любом достаточно малом Ах, отличном от нуля. Из суше- 
ствования производной }’(т), т. е. из существования предель- 


160 ОСНОВЫ ЛИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ ГЛ. 5 


ь Ду __ / , 
ного значения Пт —^ = }(т) и из непрерывности функции 


Дх—0 АХ 
#— атс Хх для всех значений аргумента вытекает существование 


предельного значения функции (5.7) в точке Дх = 0 и равенство 
, —__ . и Ду __ й / 

„и (Ат) дип агсье ти атсёе } (т). (5.8) 
Равенство (5.8) доказывает существование предельного значе- 
ния (при Ах -» 0) угла наклона секушей МР, т. е. доказывает 
сушествование касательной к точке М. Кроме того, из равенства 
(5.8) вытекает, что если обозначить угол наклона касательной 
через ‹29, то 20 = агсёе ]'(х), т.е. 4 фо = }(т). 

5. Правая и левая производные. В полной аналогии с по- 
нятиями правого и левого предельных значений функции вво- 
дятся понятия правой и левой производных функции у = (т) 
(в данной точке #2). 

Определение. Правой (левой произ- 
водной функции у = Ё(т) в данной фиксированной точ- 
ке т называется правое (левое) предельное значение разностиного 
отношения (5.5) в точке Ат = 0 (при условии, что это пре- 
дельное значение существует). 

Правую производную функции у = {(1) в точке х обычно 
обозначают символом }'(т--0), а левую производную в точке х — 
символом }’(5 -— 0). 

Если функция у = (т) имеет в точке т производную ‚ то 
она имеет в этой точке и правую, и левую производные, совпа- 
дающие меду собой. Если функция у = }(х) имеет в точке х 
и правую, и левую производные и если указанные производные 
совпадают, между собой, то функция у = (т) имеет в точке х 


производную '). Вместе с тем существуют функции, имеющие в 
данной точке т и правую, и левую производные, но не имеюпнтие 
производной в этой точке. Примером такой функции может слу- 
жить функция 


+х. если х >20 
(ее = т, если т > 0, 


—т, если т < 0. 


Эта функция имеет в точке 1 = 0 правую производную, равную 


Ни —“=1, и левую производную, равную На -—“=-1 
Дт—0--0 Ах у °^ °^ ле>0-0 Да 


но не имеет в точке т = 0 производной. 


} 


6. Понятие производной векторной функции. В математическом 
анализе и его приложениях часто встречаются понятия векторной функции 
и ее производной. 


1) Это утверждение следует из соответствующего утверждения для право- 
го и левого предельных значений функции (см. замечание из п. 182 гл. 4). 


о оивводная 


Если каждому значению переменной Ё из некоторого множества {Ё#} 
ставится в соответствие по известному закону определенный вектор а, 
то говорят, что на множестве {1} задана векторная функция а =а(®). 

Так как каждый вектор а в заданной декартовой прямоугольной систе- 
ме однозначно определяется тремя координатами т, уи д, то задание век- 
торной функции а = а({) эквивалентно заданию трех скалярных функций 
т =т(В, у=у(Юиз=2(В. 

Понятие векторной функции становится особенно наглядным, если 
обратиться к так называемому годографу этой функции. 

Годографом называется геометрическое место концов всех векторов 
а(Г), приложенных к началу координат О. Кривая Г на рис. 5.2 предста- 
вляет собой годограф векторной функции а = а(®. 

Понятие годографа векторной функции представляет собой обобщение 
понятия графика скалярной функции. 

Введем понятие производной вектор- 
ной функции а({) в данной фиксирован- 
ной точке #. Лля этой цели придадим 
аргументу # произвольное приращение 
ДФ -2А 0 и рассмотрим вектор Аа = а(ё + 
+ АВ — а(® (на рис. 5.2 указанный век- 


тор совпадает с вектором МР). Умножив 
указанный вектор на число 1/Аф, мы по- 
лучим новый вектор 


Да 1 * 
5 = да + АИ —а(0]) (5.5%) 


коллинеарный прежнему. Вектор (5.5*) 
является аналогом разностного отноше- 
ния (5.5). Отметим, что вектор (5.5*) представляет собой среднюю скорость 
изменения векторной функции на сегменте 1, + А. 

Производной векторной функици а = а($) в данной фиксированной точ- 


Рис. 5.2 


ке & называется предел при АЕ - 0 разностного отношения (5.5*). 

Производная векторной функции а(Г) обозначается символом а’({) 
или Да / 44. 

Из геометрических соображений очевидно, что производная векторной 
функции а = а({) представляет собой вектор, касательный к годографу 
этой функции. 

Так как координаты разностного отношения (5.5*) соответственно 
равны 


А-В УСЁТА-УВ (+ АЙ- 20 
ДЕ д д 


то ясно, что координаты производной а’({) равны производным функций 
1" (6), у’ (Е), =' (©). Таким образом, вычисление производной векторной функ- 
ции сводится к вычислению производных ее координат. 

Замечание 1. Так как векторная функция а = а(Р) определяет 
закон движения материальной точки по кривой Г, представляющей собой 
годограф этой функции, то производная а'({) равна скорости движения по 
указанной кривой. 

Замечание 2. Из курса аналитической геометрии известны раз- 
личные типы произведений векторов (скалярное произведение, векторное 


6 В.А. Ильин, Э.Г. Позняк, часть [ 
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произведение и смешанное произведение). Выражение всех этих произведе- 
ний в координатах дает возможность указать правила, по которым вычис- 
ляются производные соответствующих произведений векторных функпий. 
В качестве примера приведем правило вычисления производной скалярного 
произведения двух векторных функций а(р) = {а1(К), а2(К, аз} и Б(В = 


= {61 (#),62(#),93(#)}: 


{а(/ь(О} = а ()Ь(® + а(0Ъ’(1) = {ал (В (В) + а>(062(0 + 
+ а3(#)63(#)} + {аз (ВЫ (6) + а2(#)55() + аз(663@#)}. 


Аналогичное правило справедливо и для векторного произведения двух 
векторных функций: 


а(0Ъ(0] = [а (950 + а0Ь' (4). 


$2. Понятие лифференцируемости функции 


1. Понятие лифференцируемости функции в данной 
точке. Пусть, как и в пп. 1, 2 предыдущего параграфа, функ- 
ция у = }(1) определена на некотором интервале (а,6), симво- 
лом т обозначено некоторое фиксированное значение аргумента 
из указанного интервала, а символом Ах обозначено любое при- 
ратнение аргумента, такое, что значение аргумента х-- Ат также 
принадлежит (а,6). 

Определение. Функция у = Р(т) называется диффе 
ренцируемой в данной точке т, если приращение Ау этой 
функции в точке т, соответствующее приращению аргумента 
Дт, может быть представлено в виде 


Ду = АДх-+аДут, (5.9) 


где А — некоторое число, не зависящее от Ат, аа — функция 
аргумента Ат, являющаяся бесконечно малой при Ат - 0. 

Заметим, что функция а(Ахт) может принималь в точке Ах = 
= 0 какое угодно значение (при этом в этой точке остается спра- 
ведливым представление (5.9)). Ради определенности можно по- 
ложить @(0) =0 1). 

Так как произведение двух бесконечно малых аАх является 
бесконечно малой более высокого порядка, чем Дх (см. п. 382 
гл. 4), т.е. аДх = о(Ат), то формулу (5.9) можно переписать в 
виде 


Ду = АДх + о(Дх). 


Теорема 5.1. Для того чтобы функция у = 1(т) являлась 
дифференцируемой в данной точке т, необходимо и достииточно, 
утобы она имела в этой точке конечную производную. 


1) При этом частное значение функции а(Ах) в точке Ах = 0 будет 
совпадать с ее предельным значением в этой точке. 


$2 ПОНЯТИЕ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТИ ФУНКЦИИ 163 


Доказательство. 1) Необходимость. 
Пусть функция у = {(1) дифференцируема в данной точке х, 
т. е. ее прирашение Гр. в этой точке представимо в виде (5.9). 
Предположив, что Ах = 0 и поделив равенство (5.9) на Дух, 
получим 


Ду 
= Аа. 5.10 
д. = А+ (5.10) 
Из равенства (5.10) вытекает существование производной, т. е. 
Ду 
предельного значения Ши —“ = А. 
реп Дх-0 Ат 


2) Достаточность. Пусть функция у = }(т) имеет 
в данной точке х конечную производную, т. е. существует пре- 
дельное значение 
А. р 

Ва =“ = (5). (5.11) 

Дх-0 Ах 
ду 
Дх 
—}' (1) аргумента Ах является бесконечно малой при Ах - 0, 
т. е. 


В силу определения предельного значения функция а = 


Ду = }'(х) Ах + аДт, (5.12) 

где о = 0. Представление (5.12) совпадает с представле- 
нием (5.9), если обозначить через А не зависящее от Ах число 
1'(х). Тем самым доказано, что функция у = }(х) лифференци- 
руема, в точке х. 
Доказанная теорема позволяет нам в дальнейшем отожде- 
ствлять понятие дифференцируемости функици в данной 
точке с понятием существования у функции в данной точке 
производной. 

Операцию нахождения производной в дальнейшем догово- 
римся называть дифференцированием. 

2. Связь между понятиями дифференцируемости и 
непрерывности функции. Имеет место следующее элемен- 
тарное утверждение. 

Теорема 5.2. Если функция у = }(х) дифференцируема в 
данной точке т, то она и непрерывна в этой точке. 
Доказательство. Так как функция у = { (т) диффе- 
ренцируема в точке х, то ее прирашение Ду в этой точке может 
быть представлено в виде (5.9). Но из формулы (5.9) вытекает, 
что И, Ду = 0, т. е. функция у = {(т) непрерывна в точке х 


в силу разностной формы условия непрерывности (см. п. 181). 
Теорема доказана. 

Естественно, возникает вопрос о том, справедливо ли утвер- 
ждение, обратное теореме 5.2, т. е. вытекает ли из непрерыв- 
ности функции в данной точке ее дифференцируемость в этой 


6* 
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точке. На этот вопрос следует дать отрицательный ответ, ибо 
существуют функции непрерывные в некоторой точке, но не яв- 
ляющиеся в этой точке лифференцируемыми. Примером такой 
функции может служить функция у = |т|. Очевидно, что эта 
функция непрерывна в точке 1; = 0, но она (как показано в конце 
п. 5$ 1) не является дифференцируемой в этой точке. Отметим, 
что существуют непрерывные на некотором сегменте функции, 


не имеющие производной ни в одной точке этого сегмента "). 

3. Понятие дифференциала функции. Пусть функция 
у = (т) дифференцируема в точке х, т. е. прирашение Ду 
этой функции в точке х может быть записано в виде (5.9). Ана- 
лизируя формулу (5.9), мы приходим к выводу, что прираще- 
ние Ау дифференцируемой функции представляет собой сумму 
двух слагаемых: первое из этих слагаемых АДх при А 2 0 пред- 
ставляет собой функцию приращения аргумента Ах, линейную 


и однородную?) относительно Ат; это слагаемое представляет 
собой при Ах -} 0 бесконечно малую такого же порядка, что 
и Ат; второе слагаемое «Ат представляет собой при Ах -} 0 
бесконечно малую более высокого порядка, чем Дт, так как от- 


адхт 
ношение —_— = а стремится к нулю при Дт —} 0. Таким обра- 


т 

зом, при А =2 0 первое слагаемое АДх является главной частью 
прирашения длифференцируемой функции. Эту главную часть 
приращения называют дифференциалом функции в точке х, со- 
ответствующим прирашщению аргумента Ах. 

Итак, в случае А = 0 дифференциалом функции у = ЁК(т) 
в данной точке х, соответствующим приращению аргумента 
Дт, называют главную линейную относительно Ах часть при- 
ращения этой функиии в точке х. Принято обозначать диффе- 
ренциал функции у = }(х) символом 4у. Если для прирашения 
функции Ду справедливо представление (5.9), то дифференциал 
этой функции, по определению, равен 


фу = АДу. (5.13) 


В случае А = 0 слагаемое АДх перестает быть главной частью 
приращения Ау дифференцируемой функции (ибо это слагае- 
мое равно нулю в то время, как слагаемое «Дх, вообще говоря, 
отлично от нуля). Однако договариваются и в случае А = 0 


1) Первый опубликованный пример такой функции принадлежит Вейер- 
пттрассу. Ранее независимо от него аналогичный пример был построен чет- 
ским математиком Больцано, но этот пример не был опубликован. В Ло- 
полнении к гл. 11 будет указан пример такой функпии. 

г г г 

") Напомним, что линейной функцией аргумента х называется функция 
вида у = Ах + В, гле Аи В — некоторые постоянные. В случае В = 0 
линейная функция называется однородной. 
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м 


определять дифференциал функции формулой (5.13), т. е. счи- 
тают, что он равен нулю в этом случае. 

Если учесть теорему 5.1, т. е. учесть, что А = }'(5), то фор- 
мулу (5.13) можно переписать в виде 


4у = (Ах. (5.14) 


Формула (5.14) дает выражение дифференциала функции в точ- 
ке х, соответствующего приращению аргумента Ах. Следует 
подчеркнуть, что дифференциал функции (у в данной точке т, 
вообще говоря, не равен приралие- 
нию функции Ау в этой точке. Это 
особенно легко уяснить из рассмо- 
трения графика функции у = { (т) 
(рис. 5.3). Пусть точка М на кри- 
вой у = 1[(1) соответствует зна- 
чению аргумента т, точка Р на 
той же кривой соответствует зна- 
чению аргумента х + Ах, М5 — 
касательная к кривой у = [(15) в 
точке М. Пусть далее ММ || Ох, 
РМ || Оч, О — точка пересечения 
касательной М5 с прямой Р№. То- Рис. 5.3 

гда приращение функции Ау рав- 

но величине отрезка МР. В то же время из прямоугольного тре- 
угольника МОМ и из формулы (5.14) ясно, что дифференциал 
функции 4 равен величине отрезка МО, ибо величина отрезка, 
ММ равна Дх, а тангенс угла ХОММ равен }’(х). Очевидно, 
что величины отрезков МР и М№О, вообще говоря, различны. 

В заключение этого пункта мы установим выражение для 
дифференциала функции у = }(5), аргумент х которой явля- 
ется независимой переменной! 

Введем понятие дифференциала 4х независимой перемен- 
ной х. Под дифференциалом 4х независимой переменной т мож- 
но понимать любое (не зависящее от 1) число. Договоримся в 
дальнейшем брать это число равным прирашению Ах независи- 


мой переменной ?). Эта договоренность позволяет нам перепи- 
сать формулу (5.14) в виде 
ау = |’(х)ахт. (5.15) 


Подчеркнем, что формула (5.15) пока что установлена нами 


лишь для случая, когда аргумент х является независимой пе- 


1 
) Подчеркнем, что аргумент х функции у = #(1), вообще говоря, сам 
может являться функцией некоторой переменной. 
э Ета 
”) Эта договоренность оправдывается рассмотрением независимой пере- 
менной х как функции вида у = 5, для которой 4у = 4х = Ах. 
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ременной. Однако ниже, в $ 9, мы докажем, что формула (5.15) 
остается справедливой и для случая, когда аргумент х не явля- 
ется независимой переменной, а сам представляет собой диффе- 
ренцируемую функпию некоторой новой переменной. 

Пока что мы можем сделать следующий вывод из формулы 
(5.15): для случая, когда аргумент 4 функции у = }(5) является 
независимой переменной, производная }'(х) этой функции рав- 
на отношению дифференциала функпии 4у к дифференциалу 
аргумента, 4х, т. е. 

Г’ («) = ау/ах. 


ВУ9 будет доказано, что это соотношение справедливо и в слу- 
чае, когда аргумент х сам является дифференцируемой функ- 
цией некоторой новой переменной. 


$3. Правила дифференцирования суммы, разности, 
произведения и частного 


Теорема 5.3. Если каждая из функций и(т) и о(т) дид- 
ференцируема в данной точке х, то сумма, разность, произ- 
ведение и частное этих функций (частное при условии, что 
(т) = 0) также дифференцируемы в этой точке, причем име- 
ют место формулы 


абв) Е обв) = (в) +52), 
[и($)5(1)] = и (2)5(1) + и(ж)о (2), 
Ге __ м (2)%(х) — ит) (2). 
61) 0" (+) 
Доказательство. Рассмотрим отдельно случаи суммы 
(разности), произведения и частного. 
1°. Пусть 9(5) = и(т) + (1). Обозначим символами Аи, До 
и Ау приращения функций (7), 9(т) и у(х) в данной точке х, 
соответствующие прирашению аргумента Ах. Тогда, очевидно, 


Ду = у(х + Аз) — у(т) = 
= |ч(т + Ат) Е о(т + Ат)| - [ч(2) Е 5(5)] = 
= | (т + Дт) — и(5)] + 1(1 + Ат) —5(1)|] = Ач Дь. 
Таким образом, при Ах = 0 
Ду _ Ди + До 
Дх Ах Ах’ 
Пусть теперь Ах -$ 0. Тогда в силу существования производных 
функций и(т) и (1) в точке х существует предельное значение 


правой части (5.17), равное и (1) (1). Стало быть, существует 
предельное значение (при Ах - 0) и левой части (5.17). По 


(5.16) 


(5.17) 
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определению производной указанное предельное значение равно 
у’ (1), и мы приходим к требуемому равенству 


/ / 
у (т) =и (т) Е 5(т). 
2°. Пусть далее у(%) = и(1}%5(т). Сохраняя за Ач, Дои Ду 
тот же смысл, что и выше, будем иметь 


Ду = 9(т + Ах) —9(1) = и(т + Ат)о(т + Ах) — ич(т)% (т) = 
= | (т + Ат) (х + Дх) — и(х + Ат) (1) + 
+ (5х + Аг)5 (5х) — ч(х)5 (1) 


(мы прибавили и вычли слагаемое и(х-+ Ах)5(т)). Далее можем 
записалъ: 


Ду = и(т + Ат) 0 (5 + Ах) — 5(1)| + о(т)и(т + Ат) - и(1)| = 
= (5х - Ах) До + 5(1)Ди. 


Таким образом, при Ах = 0 


Ду _ Ди = 
д. = и(х + Аз) + 0(1 2). (5.18) 


Пусть теперь Ах -} 0. Тогда в силу дифференцируемости функ- 
ций и(5) и (1) в точке х существуют предельные значения от- 


‚ Ач Ао / / 1 
нопений _ и _, соответственно равные и (%) иу (1). Далее 
т т 


из дифференцируемости и(5) в точке х, в силу теоремы 5.2, сле- 
дует непрерывность (1) в этой точке. “Стало быть, существует 


предельное значение т и(х + Дт), равное и(5). Таким обра- 
2—0 


зом, существует предельное значение правой части (5.18) при 
Дт -> 0, равное и(1)%'(т) + %(т)и'(х). Стало быть, существу- 
ет предельное значение (при Дх -$ 0) и левой части (5.18). По 
определению производной указанное предельное значение равно 
(1), и мы приходим к требуемой формуле 


у (т) = и (1)5(1) + и(х)у (+). 
3°. Пусть, наконец, 9(5) = и Тогда‘) 
—_ — —_ и(х + Дл) — и(х) _ 
^у = (т + Ат) — (т) 5(%-+- Ат) 5(2) — 
— (2 + Ат)о(т) — и(х + Атуи( т) 
(т)о(т + Ат) | 


1) Так как в дальнейшем в знаменателе фигурирует значение 5(1 + Ах), 
то следует доказать, что это значение отлично от нуля для всех достаточно 
малых Ат. В самом деле, если бы это было не так, то нашлась бы беско- 
нечно малая последовательность значений Ах» такая, что %(х + Ат») = 0. 
Но поскольку функция %(5) непрерывна для значения аргумента т, то мы 
получили бы из условия %(х + Ат) = 0, что (1) = 0, а это противоречит 
условию теоремы. 
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Добавляя и вычитая в числителе слагаемое и(х)0(т), будем 
иметь: 
— (т + Аз) (т) — щж)о(ж)] — [6(т + Атуит) — тот) 
^у = (26 (+ + Дт) — 
_ %(%)[и(х - Ат) — ч(х)] — ч(т)[6(х + Дт) —5(х)] _ о(х)Ди- и(х)Ао 
0(т)5(х + Дт) 0(т)5(т-+ Дт) ^ 


Таким образом, при Ах = 0 


ще 
Ду а Ла (5.19) 
Дх 0(т)о(х-+ Дт) ` | 


Пусть теперь Ах -> 0. В силу длифференцируемости (и выте- 
кающей из нее непрерывности) функций (5) и %(5) в точке х 
существуют предельные значения 

` Ан 7 а $; 7 . 

Ни — =и (1), Пи — =0(5), Па 5(5-+ 425) =0(т). 

Ах—0 Ах Дт-—0 АТ ДАт-0 
Таким образом, поскольку %(1) = 0, существует предельное зна» 
чение при Дл -> 0 правой части (5.19), равное 


и(хуи' (1) -в'(х)и(х) 

0? (5) | 
Стало быть, существует предельное значение (при Ах -» 0) и 
левой части (5.19). По определению производной указанное пре- 
дельное значение равно у'(7), и мы получим требуемую формулу 


уе) = ен ибо 


Теорема, 5.3 полностью доказана. 


$ 4. Вычисление производных степенной функции, 
тригонометрических функций 
и логарифмической функции 


В этом параграфе мы приступим к вычислению производных 
простейших элементарных функций. 

1. Производная степенной функции с целочисленным 
показателем. Начнем с вычисления производной степенной 
функции 9 = 5”, показатель п которой является целым положи- 
тельным числом ). Случай степенной функции, показатель ко- 
торой является любым веществениым (не обязательно целым) 
числом, отложим до 8 8. 


1) Эта производная уже рассматривалась в гл. 1 с помощью интуитивного 
представления о пределе. 
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Используя формулу бинома Ньютона, можем записать: 
Ду = (+45) - я" = 
= =" + па" "Ах + И 2? +... + (Аз)" т = 


2 
па + "Пт 2 да)? +... + (Да). 
Таким образом, при Ах = 0 
т — паб + ии И 2 ... + (Ах). (5.20) 


Поскольку все слагаемые в правой части (5.20), начиная со вто- 
рого, содержал в качестве множителя Ах в положительных сте- 
пенях, сушествует предельное значение указанных слагаемых 
при Ат -» 0, равное нулю. Первое слагаемое в правой части 
(5.20) от Дх не зависит. Стало быть, существует предельное 


значение (при Ах -» 0) правой части (5.20), равное пх”`". По 
определению производной указанное предельное значение равно 
производной функции 1 = #1”, т. е. 
{ — 
(1”)’ = па" 1. 

Проведенные рассуждения справедливы для любой точки т 
бесконечной прямой. 

2. Производная функции у = эт х. Пользуясь формулой 
приведения разности синусов к виду, удобному для логарифми- 
рования, можем записать: 


Ду = зщ (1+ Дх) — зшх = 2с03 (2 + =) эт 5. 
Таким образом, при Ах = 0 
и Ат 
Ду _, ( 7 2 к 
д = 608 7 + = Аз (5.21) 
2 


Так как функция 1с0$ х является непрерывной в любой точке т 
бесконечной прямой 1). то существует предельное значение 
Дт 
Ний с08 (2 + —— ) = со8т. (5.22) 
Дт-0 2 


Далее, в силу основного результала, п. 2 $ 6 гл. 4, существует 
предельное значение 


. Ах 
ы о. Ч 23 
т тени (5.23) 
2 


1) Это доказано в п. 6 $ 5 гл. 4. Впрочем, непрерывность функции у = с0$% 
легко доказать, используя разностную форму условия непрерывности. 
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Таким образом, существует предельное значение (при Ах -$ 0) 
правой части (5. 21), равное произведению предельных значений 
(5.22) и (5.23), т. е. равное соз х. По определению производной 
указанное предельное значение равно производной функции у = 
= $114, Т. е. 


ы } 
(315) = с03х. 
Проведенные рассуждения справедливы для любой точки 5 бес- 
конечной прямой. 
3. Производная функции у = со$ х. Пользуясь формулой 


приведения разности косинусов к виду, удобному для логариф- 
мирования, можем записать: 


Д. . А. 
Ду = с08(х + Дх) — созх = —2 т (= + =" т >. 
Таким образом, при Ах = 0 
и А 
Ду ( А+) Ш а, 
= фм - | =. 5.24 
Дт т 2 Дх ) 
2 
Так как функция у = зшт является непрерывной в любой 


точке х бесконечной прямой, то существует предельное значе- 
ние 


25) 


ел 


Пий эт (2 -- ы = шт. ( 
Дх-0 2 

Из существования предельных значений (5.23) и (5.25) вытека- 
ет существование предельного значения (при Ах -} 0) правой 
части (5.24), равного (— т 1). По определению производной по- 
следнее предельное значение равно производной функции у = 
= с08 2, Т. е. 


(соз т)’ = — зшх. 


Проведенные рассуждения справедливы для любой точки 5 бес- 
конечной прямой. 

4. Производные функций у = $5 х иу = с{5 т. Так как 
нами уже вычислены производные функций у = зптиу = с03 т 


и так как 
шт 
(2 т = ‚ Сет = 


сот шт, 


сот 


то для вычисления производных функций у = 12 тич = сет 
можно воспользоваться теоремой 5.3 (точнее, формулой, выра- 
жающей производную частного, т. е. третьей из формул (5.16)). 
Мы получим, что всюду, кроме тех точек, в которых с08х = 
=0 
} 


(31 2)’ созх — (созж)' шт 1 


(в) = = 


с057 Хх сСоБ 
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Итак, 
(еж) = 1+ 
С057 Хх 
ВВ п 
(для всех значений т, кроме х = 5 + ли, где п = 0, =1,...). 
Аналогично всюду, кроме тех точек, в которых зшх = 0, 
, ‚ _ (с08х)’ зшх — (311) с08х 1 
(с2 5) — ===. 
ШП 5 Ш 
Итак, 
Г 1 _ 4.2 
(вх) = = -(1 + 685 2) 
шо х 


(для всех значений т, кроме х = ли, где п = 0, +1.. 

5. Производная функции у = 102. Х (0 <а ия 1). Взяв в 
качестве 1 любую точку полупрямой х > 0 и считая, что Ах < 
< т, можем записать: 


Ду = 102. (5х + Ал) — ю5, х = 105, = А = 05, (1 + =") 


Таким образом, при Ах = 0 


Ду _ 1 Ат \ _ дз И^А= 


ыы [1+ 82) |. 6.26 


В силу основного результата п. 3 8 6 гл. 4 выражение в квадрат- 
ных скобках имеет при Ах -} 0 (и при любом фиксированном 
значении 1%) предельное значение, равное е. Тогда на основании 
непрерывности функции у = 105,1 в точке х = е существует 
предельное значение (при Ах -} 0) правой части (5.26), рав- 


1 .. 

ное - ю5., се. По определению производной указанное предельное 
т 

значение равно производной функции у = 105, т, т. е. 


(108.1) = ов е 


(для всех значений т, принадлежащих полупрямой х > 0). В 
частном случае а = е получим 


(14) = 1/х. 


$ 5. Теорема о производной обратной функции 


Теорема 5.4. Пусть функция у = }(х) в некоторой окрест- 
ности точки то возрастает (или убывает) и является непре- 
рывной. Пусть, кроме того, функция у = 1(т) дифференциру- 
ема в точке тд ц производная Г’ (хо) отлична от нуля. Тогда 


существует обратная функция х = (у), которая определена 
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в некоторой окрестности соответствующей точки уд = 1(10), 
дифференицируема в этой точке и имеет в этой точке произ- 
водную, равную 1/} (10). 

Доказательство. Прежде всего заметим, что 
для функции у = }(т) выполнены в окрестности точки хо все 
условия следствия из леммы 1 $ 4 гл. 4. Согласно этому след- 
ствию существует обратная функпия х = }`'(у), определенная 
в некоторой окрестности точки 0 = 1(50) и непрерывная в этой 
окрестности. Придадим аргументу у этой обратной функции в 
точке 0 произвольное отличное от нуля приращение Ау. Это- 
му прирашению отвечает приращение Ах обратной функции, 
причем в силу возрастания (или убывания) функции Ах 2 0. 
Таким образом, мы имеем право написать следующее тожде- 
ство: 

Ат _ 1 

Ау  Ду/Да 
Пусть теперь в тождестве (5.27) Ду -$} 0. Тогда, в силу непре- 
рывности обратной функции х = | '(9) в точке у и согласно 
разностной форме условия непрерывности, и Дх - 0. 

Но при Ах -} 0 знаменатель дроби, стоящей в правой части 
(5.27), по определению производной, имеет предельное значение, 
равное }’(5) = 0. Стало быть, правая часть (5.27) имеет при 


(5.27) 


. Но тогда и левая 


1 
Ду — 0 предельное значение, равное Те 
то 
часть (5.27) имеет при Ду -$ 0 предельное значение. По опре- 
делению производной указанное предельное значение равно ') 


{РГ "(0)". Таким образом, мы доказали 


У дифференцируемость обратной функции в 
точке 1/0 и получили для ее производной со- 
М отношение 
90 1 
—1 ГИ м 
=. (5.28) 
И 7 (то) 
з»- 
о В х сх Теорема 5.4 доказана. 


Доказанная теорема имеет простой гео- 
метрический смысл. Рассмотрим в окрест- 
ности точки то график функции у = 

Рис. 5.4 = (т) (или обратной функции). Предпо- 

ложим, что точке хо на этом графике соответствует точка М 

(рис. 5.4). Тогда, очевидно, производная }’(т0) равна танген- 

су угла наклона а касательной, проходящей через точку М, к 

оси Ох. Производная обратной функции {}`'(%)} равна тан- 


1) Символом {Ё '(%)} мы обозначаем производную обратной функции 
в точке у. 
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генсу угла наклона В той же касательной к оси Оу. Поскольку 
углы аи В в сумме составляют л /2, то формула (5.28) выражает 
очевидный факт: 


$2 В = 1/5 а. 


$6. Вычисление производных показательной функции 
и обратных тригонометрических функций 


В этом параграфе, опираясь на доказанную выше теоре- 
му 5.4, мы продолжим вычисление производных простейших 
элементарных функций. 

1. Производная показательной функции у = а" (0 < 
< а = 1). Показательная функция у = а”, будучи определена 
на бесконечной прямой, служит обратной для логарифмической 
функции 5 = 10$, у, определенной на полупрямой у > 0. По- 
скольку для логарифмической функции в окрестности любой 
точки 1/ полупрямой у > 0 выполнены все условия теоремы 5.4, 
то, согласно этой теореме, функция у = а” дифференцируема в 
любой точке х = 10°, у и для ее производной справедлива фор- 
мула 

п 
(105. 9 у)! р 105. е 105 е 


Из этой формулы, воспользовавшись известным из элементар- 


ного курса соотношением 105,6 = и учитывая, что у = а”, 


о, а 
окончательно получим 


(7) = а” ша. 


Полученная формула справедлива для всех точек т бесконечной 
прямой. В частном случае а = е эта формула принимает вид 


(е”)' = е”. 


2. Производные обратных тригонометрических функ- 
ций. Начнем с вычисления производной функции 1 = агсзш т. 
Эта функция, будучи определена на интервале —1 < х < +1, 
служит обратной для функции т = зшу, определенной на ин- 

И п . 
тервале —5 < у < +5. Поскольку для функции х = зшу в 
ВВ И п 
окрестности любой точки у интервала -5 << 5 выполне- 


ны все условия теоремы 5.4, то, согласно этой теореме, функция 
/ = агсяш 5 дифференцируема, в любой точке 5 = зшуи для ее 
производной справедлива формула 
. Г 1 1 1 
(атсзш т) = — = = ( 


| 
5.29 
(ту) су Л —эш?у } 
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Мы взяли перед корнем знак +, ибо созу положителен всюду 


п ИУ . 
на интервале —5 << 5. Учитывая, что зшу = 5х, из форму- 
5.29) ок 
лы (5.29) окончательно получим 


(агсзш 2)" = =. 
Полученная формула, как уже отмечалось в процессе ее вывода, 
справедлива для всех т из интервала —1 < х < +1. По анало- 
гичной схеме вычисляется производная функции у = агссоз т. 
Эта функция, будучи определена на интервале —1 < х < +1, 
служит обратной для функции 1 = соз, определенной на ин- 
тервале 0 < у < л. Поскольку для функции 1 = со у в окрестно- 
сти любой точки у интервала, 0 < у < л выполнены все условия 
теоремы 5.4, то, согласно этой теореме, функция у = агссозх 
дифференцируема в любой точке т = созу и для ее производ- 
ной справедлива формула 


(агссоз %)' = т о 


— (созу’ эту \/Т- соз? у. 


Мы учли, что зшу = + 1 — с03? у ибо зшу > 0 всюду на ин- 
тервале 0 < у < л. Принимая во внимание, что созу = т, из 
формулы (5.30) окончательно найдем 


5.30) 


А 
(агссоз 1) Е 


Полученная формула, как уже отмечалось в процессе ее вывода, 
справедлива для всех значений 1 из интервала —1 < т < 1. 
Перейдем к вычислению производной функции у = агсёе т. 
Эта, функция, будучи определена на бесконечной прямой —с < 
< т < +с0, служит обратной для функции 5 = %5 у, определен- 
ной на интервале -5 <у< 5. Поскольку для функции т = 59 


ВА ИУ ИУ 
в окрестности любой точки 9 интервала -5 <у< 5 выполне- 


ны все условия теоремы 5.4, то, согласно этой теореме, функция 
—= агсёе т дифференцируема в любой точке х = 45 у и для ее 
производной справедлива формула 
и __ 1 __ 1 
(ву 1+%Уу 
Учитывая, что %# у = т, окончательно получим 
1 
1+ 12` 


(агсёе т) 


(агсёе 5)’ = 


Полученная формула справедлива для всех точек 1 бесконечной 
прямой. 
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Остается вычислить производную функции у = агссёе х. Эта, 
функция, будучи определена на бесконечной прямой —с© << 
< -+со, служит обратной для функции т = сё у, определенной 
на интервале 0 < у < т. Поскольку для функции т = Ффеув 
окрестности любой точки у интервала 0 < у < л выполнены все 
условия теоремы 5.4, то, согласно этой теореме, функция у = 
—= агссфе х дифференцируема в любой точке х = {у и для ее 
производной справедлива формула 


Г 1 1 
(агссёе т) = =- 5—. 
(се у)" Т- со у 
Учитывая, что су = т, окончательно получим 
1 
атссве 1) = о. 


Эта, формула справедлива для всех точек х бесконечной прямой. 
Таким образом, мы вычислили производные всех простейших 
элементарных Функций, за исключением степенной функции с 
любым вещественным показателем. 
Откладывая вычисление производной этой последней функ- 
ции до $ 8, займемся обоснованием правила дифференцирования 
сложной функции. 


$7. Правило дифференцирования сложной функции 


Целью настоящего параграфа является установление прави- 
ла, позволяющего найти производную сложной функции у = 
= }2($)|, если известны производные составляющих ее функций 
у) иг = (0) 

Теорема 5.4. Пусть функция т = Ф(® дифференцируема в 
некоторой точке 5, а функция у = }{(х) дифференцируема в 
соответствующей точке то = Ф(®). Тогда сложная функция 
Г|Ф(®)| дифференцируема в указанной точке 15, причем для про- 


изводной этой функции справедлива следующая формула '): 


{ЛФ(ю)] = Л (то)Ф' (6). (5.31) 


Локазательство. Придадим аргументу # в точ- 
ке %% произвольное, отличное от нуля приращение ДФ. Этому 
прирашению соответствует прирашение Ах функции т = Ф(Ъ. 
Прирашению Ах в свою очередь соответствует прирашение Ау 
функции у = [(5) в точке 10. Поскольку функция у = {(т) 
предполагается дифференцируемой в точке 50, приращение этой 


функции в точке 10 может быть записано в виде (см. $ 2) 


Ду = } (20) Ах + аДх, (5.32) 


1) Символом {Ф(Ю) мы обозначаем производную сложной функции 
у = Ф(#)| в точке { = &. 


сл 
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где 
Пи а@ = 0. 
Дх-0 
Поделив равенство (5.32) на ДЪ, будем иметь 
Ду __ 1(, Ат Ат = 


Пусть теперь в равенстве (5.33) АЕ -> 0. Так как из дифферении- 
руемости функций 15 = Ф(® в точке &% вытекает непрерывность 
этой функции в точке ®, то, в силу разностной формы условия 
непрерывности, Ах -} 0 (при ДЕ -+ 0). Поэтому можно утвер- 
ждать, что существует предельное значение 
ва =0. (5.34) 
Д+0 
Кроме того, в силу требования лифференцируемости функции 
т = Ф«(Р в точке ® существует предельное значение 


вт А = р’(в). (5.35) 


Существование предельных значений (5.34) и (5.35) обеспечи- 
вает существование предельного значения (при ДФ -» 0) всей 
правой части (5.33), равного ]'(то)ф'’(®). Стало быть, существу- 
ет предельное значение (при ДЁ -> 0) и левой части (5.33). По 
определению производной указанное предельное значение рав- 
но производной сложной функции }|Ф($)| в точке ®. Тем самым 
нами доказана дифференцируемость сложной функции в точке 
59 и установлена формула (5.31). 

Теорема 5.5 доказана. 

Замечание. Мы рассматривали сложную функцию 
у = 1 (1), где х = ф(®), т. е. брали х в качестве промежуточного 
аргумента, а Ё в качестве окончательного аргумента. Эти обо- 
значения, конечно, могут быть изменены. Часто удобнее бывает 
рассматривать сложную функцию вида у = }(и), где и = 9(т), 
т. е. брать х в качестве окончательного аргумента, а некоторую 
переменную и в качестве промежуточного. Для этой функции 
формула дифференцирования (5.31) принимает вид 


и = {Л (=) = Р(и)ф (2) (5.36) 


(мы опустили у соответствующих значений аргументов фиш 
нули, имевшие вспомогательный характер). 

Приведем примеры использования только что доказанного 
правила лифференцирования сложной функции. 

1°. Вычислить производную функции у = ей", Эту функ- 
цию будем рассматривать как сложную функцию вида у = е", 
где и = агсёе х. Используя формулу (5.36), получим 


у — (е")'(агсёе 2) — е“ 1 _ „агс®е т 1 


1 +22 1+1 22° 
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52 

2°. Вычислить производную функции у = 27. Эту функцию 

будем рассматривать как сложную функцию вида у = 2", где 
и = 15“. Используя формулу (5.36), получим 


и = (2) (=?) = (2 12)25 = 27 ет. 


3°. При рассмотрении указанных двух примеров мы отдель- 
но выписывали функции, составляющие данную сложную функ- 
цию. В этом, конечно, нет никакой необходимости, и на практике 
дифференцирование сложной функции производится сразу без 
расчленения на отдельные составляющие функции. Например, 


. 1 / 75 
— агсуш 755 = 757.) = 
у 7 МУТ- (752)? (752) ИТ - (75)? 


(здесь |5| < 1/Т5). 

4°. Теорема, 5.5 и содержащееся в ней правило последователь- 
но переносятся и на случай сложной функции, являющейся су- 
перпозицией трех и большего числа функций. 

Рассмотрим пример такой функции. Пусть требуется вычис- 
лить производную функции у = 58гссв(т°) Последовательно 
применяя правило длифференцирования сложной функции, по- 
лучим 


. `„.8 (—1) = 
— Багссьв (1 ) 1 5 7 Ву! , 


$ 8 Логарифмическая производная. Производная 
степенной функции с любым вещественным 
показателем. Таблица производных простейптих 
элементарных функций 


1. Понятие логарифмической производной функции. 
Пусть функция у = {[(15) положительна и дифференцируема в 
данной точке х. Тогда в этой точке существует шу = Ш} (5х). 
Рассматривая ш (5%) как сложную функцию аргумента т, мы 
можем вычислить производную этой функции в данной точке х, 
принимая у = }(5) за промежуточный аргумент. Получим 


[в /(2)] = У/у. (5.37) 
Величина, определяемая формулой (5.37), называется логариф- 
мической производной функции у = }(т) в данной точке т. 
В качестве примера вычислим логарифмическую производную 
так называемой степенно-показательной функции у = и(1)*(®). 
Мы уже знаем из п. 2$ 7 гл. 4, что эта функция определена, 
и непрерывна для всех значений х, для которых (1) и %(т) 
непрерывны и (5) > 0. Теперь мы дополнительно потребуем, 
чтобы (7) и (5) были дифференцируемы для рассматриваемых 
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значений 1. Тогда, поскольку Шу = %(%) ши(1), мы получим, 
что логарифмическая производная рассматриваемой функции 
равна, 


7 — 0(2) ши(5)' = 0'(х) ши(х) + о(2)- (2) (5.38) 
у (=) 
Из равенства (5.38), учитывая, что у = и(1)°®), получим сле- 
дующшую формулу для производной степенно-показательной 
функции: 


и! = (2) [5 (2) вуз) + (2) ® 


2. Производная степенной функции с любым веще- 
ственным показателем. Приступим теперь к вычислению 
производной степенной функции у = 1“ с произвольным ве- 
шественным показателем а. Мы будем вычислять производную 
этой функции для тех значений т, для которых эта функция 
определена при любом а, а именно для значений х, принадле- 
жалцих полупрямой |) т > 0. Имея в виду, что всюду на полу- 
прямой 5х > 0 функция у = т“ положительна, вычислим лога- 
рифмическую производную этой функции. Так как Шу = а Шт, 
то логарифмическая производная равна 

! 
“= [2 Ш] =. 
3) т 
Отсюда, учитывая, что у = 5“, получим формулу для производ- 
ной степенной функции 


(2°)’ = аб". 


Таким образом, нами вычислены производные всех простейших 
элементарных функций. Собирая воедино все вычисленные про- 
изводные, мы получим слелующую таблицу, уже выписанную 
нами в гл. 1. 

3. Таблица производных простейших элементарных 


функций. 
о /.а\! — _.а-1 , 1 т г)" = (>=) 
1°. (1°)' = ах". В частности, (=) = ——-, (1/7) 57). 


ис 
2°. (105. = 102. е (х>0,0<а=1). В частности, (шх5)' = г. 


3°. (а?) = а’ ша (0 <а27 1. В частности, (е?)' = е®. 
4°. (1 2)” = с0$ 5. 


1) В случае, когда а = 1 /т, где т — целое нечетное число, функция 
у = х“ определена на всей бесконечной прямой. Однако и в этом случае 
достаточно вычислить производную указанной функции лишь для значений 
ф > 0, ибо указанная функция является нечетной и ее производную для 


значений х < 0 легко получить из этого соображения. 
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5°. (с081)' = — зшх. 
о __ 2, , Ф —_ 
6°. (421) = тес =1-%2 х (в 5 + тп, гдеп = 0,1....). 
7°. (ет)! = = (1- 62? 5) (т тп, гдеп= 0+1 ...). 
т? т 
8°. (агсзш 2) = = (-1<1<1. 
—> 
ЕВ 
9°. (агссо$ х)' 1<х<!1 
о . п \ —— 1 
10°. (агсёе 5) ии 
о , в! — __ 1 
11°. (агссёе 1) = тр. 
В $ 4 гл. 4 мы ввели гиперболические функции у = 355, 
/ = спх, у = ти = ст, которые являются простыми 


комбинациями показательных функций. Из определения этих 
функций элементарно вытекают следующие выражения для их 
производных: 


12°. (№ 5)’ = свт. 


13°. (св 5)’ = №5. 
14°. (В) =. 
св” Хх 


15°. (с х)' = — (220). 

Указанная таблица вместе с правилами дифференцирования 
суммы, разности, произведения и частного (т. е. формулами 
(5.16)) и правилом дифференцирования сложной функции со- 
ставляет основу дифференциального исчисления. 

Установленные правила и формулы лифференцирования по- 
зволяют сделать один важный вывод. 

В $ 7Тгл. 4 мы ввели понятие элементарной функции как та- 
кой функции, которая выражается через простейшие элементар- 
ные функции посредством четырех арифметических действий 
и суперпозиций, последовательно примененных конечное число 
раз. Теперь мы можем утверждать, что производная любой эле- 
ментарной функции представляет собой также элементар- 
ную функиию. Таким образом, операция дифференцирования 
не выводит нас из класса элементарных функций. 


$ 9. Инвариантность формы первого дифференциала. 
Некоторые применения дифференциала 


1. Инвариантность формы первого дифференциала. 
В конце $ 2 мы установили, что для случая, когда аргумент т 
является независимой переменной, дифференциал функции 1 = 


сл 
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= /(%) определяется формулой 
ау = }'(т)ат. (5.39) 


В этом пункте мы докажем, что формула (5.39) является уни- 
версальной и справедлива не только в случае, когда аргумент 
х является независимой переменной, но и в случае, когда аргу- 
мент 5 сам является лифференцируемой функцией некоторой 
новой переменной $. Указанное свойство дифференциала функ- 
ции обычно называют инвариантностью его формы. 

Итак, пусть дана дифференцируемая в некоторой точке т 
функция у = } (1), аргумент 1 которой представляет собой диф- 
ференцируемую функцию 1 = ф(®) аргумента +. В таком случае 
мы можем рассматривать у как сложную функиию у = НФ(0 
аргумента $, а х как промежуточный аргумент. В силу теоре- 
мы 5.5 производная у по определяется формулой 


и=Л (2) (0. (5.40) 
Поскольку переменную { мы можем рассматривать как незави- 
симую, производные функций х = ф(ф иу = }2(0]| по аргу- 
менту $, согласно установленному в конце $ 2, равны отношению 
дифференциалов этих функций к @, т.е. 


=, = = 


Вставляя эти значения производных в формулу (5.40), прида- 
дим этой формуле вид 

ау _ (ах к, 

=; = р (7). (5.41) 
Умножая обе части равенства (5.41) на 4, получим для 4у выра- 
жение (5.39). Тем самым доказана, инвариантность формы пер- 
вого дифференциала функции, т. е. доказано, что как в слу - 
чае, когда аргумент т является независимой переменной, так 
и в случае, когда аргумент т сам является дифференцируемой 
функцией другой переменной, дифференииал 4у функции у = 
= /(т) равен производной этой функици, умноженной на диф- 
ференииал аргумента ах. 

По-другому свойство инвариантности дифференциала мож- 
но сформулировать так: производная функции у = {(<) всегда) 
равна отношению дифференииала этой функици ау к дифферен- 
циалу аргумента ат, т. е. 


Г, —_ у К / 


1) То есть как в случае, когда аргумент х является независимой перемен- 
ной, так и в случае, когда т сам является дифференцируемой функцией 
некоторой другой переменной. 
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Доказанное равенство (5.42) позволяет нам в дальнейшем ис- 


[о ея 
пользовать отношение . ДЛЯ обозначения производнои функ- 
НЙ 


ции 1 = { (т) по аргументу 5. 

Заметим в заключение, что после того, как доказано ра- 
венство (5.42), правило лифференцирования сложной функции 
принимает вид простого тождества: 

Чу — Чу (5.43) 
@& фа’ 
Столь же простой вид приобретает правило длифференцирова- 
ния обратной функции: 


у 1 = 

о 5.44 

ах  ах/4ау ) 
Подчеркнем, однако, что равенства (5.43) и (5.44) нельзя рассма- 
тривать как новые методы доказательства теорем 5.5 и 5.4, ибо 


формулы (5.43) и (5.44) существенно используют факт инвари- 
антности первого дифференциала, установленный нами именно 
при помощи теоремы 5.5. 

2. Формулы и правила вычисления дифференциалов. 
Мы доказали, что дифференциал 4у функции у = }(х) всегда 
равен производной этой функции }'(1), умноженной на диффе- 
ренциал аргумента 4х. Таким образом, таблица производных, 
выписанная нами в п. 3 8 8, приводит к соответствующей табли- 


це лифференциалов: 
°. 4(т“)=ат@“ 4х. В частности, 4 (=) —_ 4 | (3/2) — 4 


12’ 2/х. 
2°. 4(105, 1) = а (1 > 0,0 <а-* 1. В частности, 
(шт) = = 
3°. а(а”) = а” таах (0 <а=* 1. В частности, а(е*) = е?ах. 
4°. 4(зшх) = соз тат. 
5°. 4(с0з%) = — шаг. 
6°. 4(4е т) = >. = (1+1? 2) 4х (т 7 > Ели. где п = 0, +1, 
7°. 4х) = 5 = —(1 + с62? х)ах (т # пп, где п = 0. 
Ш Хх 
+1, ... ). 
8°. а(атсзш т) = —— (-[1<1<1. 
-Р 
9°. 4(агссоз 5) = Лея ([-[1<+<1. 
о ‚ д.) —— рй 
10°. а(атсех) = т. 
ат 


11°. а(агссве т) = — 
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Из формул (5.16) и из соотношения (5.39) непосредственно выте- 
кают следующие правила для вычисления дифференциала сум- 
мы, разности, произведения и частного: 


Ди — ча 


2 


Ч(и о) = аи 4%, 4(щ) = оаи + иао, а (=) = 


3. Использование дифференциала для установления 
приближенных формул. Хотя, как мы видели в $3 2, лиффе- 
ренциал 4у функции у = }(5) не равен приращению Ау этой 
функции, но с точностью до бесконечно малой более высокого 
порядка, чем Ах, справедливо приближенное равенство 


Ду = Ач. (5.45) 


Относительная ') погрешность этого равенства становится сколь 
угодно малой при достаточно малом Ду. Формула (5.45) позво- 
ляет приближенно заменить приращение Ау функции у = [(5) 
ее лифференциалом 4у. Преимущество такой замены состоит в 
том, что дифференциал Ау зависит от Ат линейно, в то время 
как приращение Ал, вообще говоря, представляет собой более 
сложную функцию от Ах. 

Имея в виду, что прирашение функции Ал определяется фор- 
мулой (5.1), а дифференциал 4у определяется формулой (5.14), 
мы придадим приближенному равенству (5.45) следующий вид: 


[(х + Аг) — 1(1) = Г(®)Ат 
или 

(т + Ат) = Г(х) + Г (2)Ат. (5.46) 
По формуле (5.46) функция ] для значений аргумента, близких 
кт (те. для малых Ат), приближенно заменяется линейной 
функцией. | | 

В частности, из формулы (5.46) может быть получен ряд уже 

известных нам из гл. 4 приближенных формул. Так, полагая 


Г(«) = (1+ д)", х = 0, получим, что 


Ах 
1+ Ах) И” = 1+ =2. (5.47) 
п 
Полагая }(т) = зах, х = 0, получим 
зш Ах = Ах. (5.48) 
Полагая, }(т) =е", х = 0, получим 
ел? 1 - Ду. (5.49) 
1) Относительная погрешность равенства (5.45) определяется отношени- 
Ду -—а4 
ем и. Отметим, что, по определению дифференпиала, Ау — 4у = 
т 


= о( Дт). 
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Полагая }(х) = ш(1-+ 2%), х = 0, получим 
11(1- А) = Ах. (5.50) 


Каждое из равенств (5.47)-(5.50) справедливо с точностью до 
бесконечно малой более высокого порядка, чем Ах. 

Равенства (5.47)—(5.50) в форме точных оценок уже были 
установлены нами в конце $ 7 гл. 4. 


$ 10. Производные и дифференциалы 
высших порядков 


1. Понятие производной п-го порядка. Как уже отмеча- 
лось в п. 2 $ 1, производная }'(5) функции у = { (5), определен- 
ной и дифференцируемой на интервале (а,6), представляет со- 
бой функцию, также определенную на интервале (а,6). Может 
случиться, что эта функция }'(5) сама является дифференци- 
руемой в некоторой точке х интервала (а,6), т. е. имеет в этой 
точке производную. Тогда указанную производную называют 
второй производной (или производной 2-го порядка) функции 
у = } (1) в точке 5 и обозначают символом (2) (5) или 92) (1) 1). 

После того как введено понятие второй производной, мож- 
но последовательно ввести понятие третьей производной, затем 
четвертой производной и т. д. Если предположить, что нами уже 
введено понятие (п — 1)-й производной и что (п — 1)-я произ- 
водная дифференцируема в некоторой точке 1 интервала (а,6), 
т. е. имеет в этой точке производную, то указанную производ- 
ную называют п-й производной (или производной п-го порядка) 


функции у = } (1) в точке х и обозначают символом /“”) (5) или 


п и 
и") (2). 
Таким образом, мы вводим понятие п-й производной индук- 
тивно, переходя от первой производной к послелующим. Соот- 
ношение, определяющее 7-ю производную, имеет вид 


и) = [у]. (5.51) 


Функицию, имеюицую на данном множестве {х} конечную про- 
изводную порядка п, обычно называют т раз дифферениируемой 
на данном множестве. Понятие производных высших порядков 
находит многочисленные применения в физике. Здесь мы огра- 
ничимся тем, что укажем механический смысл второй производ- 
ной. Если функция у = }(т) описывает закон движения мате- 
риальной точки по прямой линии, то, как мы уже знаем, первая 
производная }'(5) дает мгновенную скорость движущейся точки 


') Вторую произволную функции у = /(х) обозначают также символом 
Г’ (<) или у" (5). 
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в момент времени х. В таком случае вторая производная 1(2) (1) 
равна скорости изменения скорости, т. е. равна ускорению дви- 
жущшейся точки в момент времени х. 

Заметим, что методика вычисления производных высшего 
порядка предполагает умение вычислять только производные 
первого порядка. В качестве примеров вычислим производные 
п-го порядка некоторых простейших элементарных функций. 

2. п-е производные некоторых функций. 1°. Вычислим 
п-ю производную степенной функции у = 2 (5 > 0, а — любое 
вещественное число). Последовательно дифференцируя, будем 
иметь 


/ — — —: 
у’ = ад", у) = а(а — 1) 1-2, у) = о(а-Т)(а - 2)1°°-3,... 
Отсюда легко уяснить общий закон 
(27) = а(а - (@а- 2)... (а-пв+ 1”. 
Строгое доказательство этого закона легко проводится методом 
индукции. 

В частном случае а = т, где т — натуральное число, полу- 

чим | | 
(27) 7") = т) (2) = 0 при п > т. 
Таким образом, п-я производная многочлена т-го порядка при 
п, > т равна нулю 1). 

2”. Лалее вычислим п-ю производную показательной функ- 
ции у =а” (0 <а=1). Последовательно дифференцируя, будем 
иметь 

у’ = а? ша, 9 = а’ ша, у) = а’ ШЗа,... 
Общая формула, легко устанавливаемая по методу индукции, 
имеет вид 
(47) = а? ша. 
В частности, 
(е?)(®) = е". 


3°. Вычислим п-ю производную функции у = зшх. Первую 
производную этой функции можно записать в виде у’ = соз т = 


= чп (2 -- т). Таким образом, дифферениирование функции у = 


= зшх прибавляет к аргументиу этой функции величину п/2. 
Отсюда получаем формулу 


(312) = зщ (= + пт) 


1) При этом мы используем еще слелующую очевидную формулу [Аи(2)-+ 
+ Вь() "> = Аи (5) + Во" (х), где А и В — постоянные. 
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4°. Совершенно аналогично устанавливается формула 
р п 
(соз 2) ® = соз (2 + пт) 


5°. В заключение вычислим п-ю производную так называе- 
ах +6 


сх + а’ 
торые постоянные. Последовательно дифференцируя эту функ- 


цию, будем иметь 


‚ _ а(сх +4) — сах +) 
У > 2 
(сх + а) 


1/(2) = (аа -— 65<)(—2) (сх + 4) 3с, 
3) = (аа — ©) (—2) (-3) (сх + а) “е?,... 


Легко усмотреть и общий закон 


мой дробно-линейной функции у = где а, 6, си — неко- 


= (аа — 6) (сх + а)" ®, 


(1) (= =) __ п—1, | —(п®-1) п—1 
о = (а4— 6<)(—1 п! (сх -+ а С 
= (=) = (а ве" ее + а) | 
который может быть обоснован по методу индукции. 

3. Формула Лейбница для п-й производной произве- 
дения двух функций. В то время как установленное выше 
правило вычисления первой производной от суммы или разно- 
сти двух функций (и) = ии’ легко переносится (например, 
по методу индукции) на случай п-й производной (и + 5)" = 
= ип) + о"), возникают большие затруднения при вычислении 
п-й производной от произведения двух функций и. 

Соответствующее правило носит название формулы Лейбни- 
ца и имеет следующий вид: 


(и) = и + СТП + 
+ Си) + СЗ, 3) 53) +... + о. (5.52) 


Легко подметить закон, по которому построена правая часть 
формулы Лейбница (5.52): она совпадает с формулой разложе- 
ния бинома (и +5)", лишь вместо степеней и и о стоят про- 
изводные соответствующих порядков. Это сходство становится 
еше более полным, если вместо самих функций и и % писать со- 


ответственно и(0) и 0(©) (т. е. если рассматривать саму функцию 
как производную нулевого порядка). 

Локажем формулу Лейбница по методу индукции. При п = 
= 1 эта формула принимает вид (1%) = и + и’, что совпада- 
ет с установленным выше (в $ 3) правилом дифференцирования 
произведения двух функций. Поэтому достаточно, предположив 
справедливость формулы (5.52) для некоторого номера п, до- 
казать ее справедливость для следующего номера п +1. Итак, 
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пусть для некоторого номера п формула (5.52) верна. Продиф- 
ференцируем эту формулу и объединим слагаемые, стоящие в 
правой части, так, как это указано ниже: 


(мо) И = Оу + (етики + Сич | + [Си + 
+ Си — [С и"- 2) 3) = СЗи" 2) 3] +... Е мо ® У) 
(5.53) 
(При этом мы воспользовались тем, что 1 = С°). Из элементар- 


ного курса известно, что для любого номера К, не превосходя- 
щего п, справедлива формула ') 


р КТ 
СНС, = Са. 


Пользуясь этой формулой, мы можем следующим образом пе- 
реписать равенство (5.53): 


(шо = и" Чо + ФИ + Саи" Лоб) +... + 650. 


Тем самым доказана справедливость формулы (5.52) для номера 
(* + 1). Вывод формулы Лейбница завершен. 

Пример 1. Вычислить п-ю производную функции у = 
—= 17 созт. Воспользуемся формулой Лейбница, положив в ней 
и = с085, © = 427. В таком случае для любого номера А и®) = 


= с0$ (2 + кт), = 2, 02) =29, 93) = 59 =... =0. Получим 


у") = 172 соз (= -- пт) + 205 с0$ | + (п — 0: -- 


+ п(п — 1) соз | + (п — 2" 


Пример 2. Вычислить п-ю производную функции у = 
= 2?е*. Воспользуемся формулой Лейбнипа, положив в ней и = 
—= е*, у = 23. Тогда для любого номера Ё и(®) = е*, 5’ = 342, 

) 


= 6х, 23) = 6, 04) = 95) =... =0. Получим 


у = (23 + Зи? + Зап — 1)5 + ив = Вы - 2))е°. 


Рассмотренные примеры показывают, что формула Лейбница 
особенно эффективна в случае, когда одна из двух перемножа- 
емых функций имеет лишь конечное число отличных от нуля 
производных. 

4. Лифференциалы высших порядков. В рассуждени- 
ях настоящего пункта мы будем использовать для обозначения 
дифференциала, наряду с символом 4 также и символ д (т. е. бу- 
дем писать там, где это удобно, вместо 4х и 4у символы 0х и ду). 


1) Впрочем, эта формула элементарно проверяется. 
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Предположим, что функция у = {(1) дифференцируема в 
некоторой окрестности точки 10. Тогда первый дифферении- 
ал 4у этой функции имеет вид 1) 4у = }(1)4х и является функ- 
цией двух переменных: точки т и величины 4х. 

Предположим дополнительно, что функция }’(х) также яв- 
ляется дифференцируемой в точке 10 и что величина 4х имеет 
одно и то же фиксированное значение для всех точек 1х рассма- 
триваемой окрестности точки 50. 

При этих предположениях существует дифференциал функ- 
ции Чу = ]'(5)4х в точке хо, который мы будем обозначать сим- 
волом д(4у), причем этот последний дифференциал определяет- 
ся формулой 


9(4у) = [У ()ат]| „= [7 (2) ат] |9 = }’(хо}ахдх. (5.54) 


Определение. Значение 9(4у) дифференциала от первого 
дифференциала 4у, взятое при 9х = 4х, называют вторым 
дифференциалом функиии у = }(х) (в точке то) и 
обозначают символом у. 

Из формулы (5.54) и из определения второго дифференциала 
вытекает, что 


Фу = (10) (аж)". (5.55) 


Заметим, что так как мы считаем величину 4х фиксирован- 
ной, то из определения второго дифференциала сразу же вы- 
текает, что второй лифференциал независимой переменной 4х 
равен нулю. 

Совершенно аналогично последовательно определяются диф- 
ференциалы более высоких порядков. Предполагая, что произ- 
водная порядка (п — 1) функции у = {(1) дифференцируема 
в точке 50 (т. е. предполагая, что функция у = }(х) имеет в 
точке хо производную порядка 7), мы определим диффе 
ренциал 7-го порядка 4”у функции у = 1(1) (в точке 
10} как лифференциал 9(4”`"у) от дифференциала (п — 1)-го 
порядка а” "у, взятый при дл = ат. 

Для дифференциала п-го порядка @"у методом индукции эле- 
ментарно устанавливается формула 


Фу = 1" (0) (аж)". (5.56) 

В самом деле, при п =Тип = 2 формула (5.56) справедли- 

ва. Предположим, что эта формула справедлива для некоторого 

номера (и -— 1), т. е. предположим, что 4 у = #0 (2) (4)" 1. 
Тогда, согласно определению а?у, получим °) 


1) См. н.189, формулу (5.39). 


2) Мы опускаем индекс 0 у точки т. 


сл 
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Фу = (4 9), „= [11 (+) (аж)"7 а = 


= 1") (=) (ат) 16| „= 1” (г) (ае)", 


т. е. справедливость формулы (5.56) установлена. 

Из формулы (5.56) вытекает следующее выражение для про- 
изводной порядка п: 

(п) _ Ау к кр/ 
1" (2) = (" (5.56') 

Очень важно отметить, что при п > 1 формулы (5.56) 
(5.56') справедливы, вообще говоря, лишь тогда, когда х явля- 
ея независимой переменной (те. второй 
и последующие дифференциалы не обладают, вообще говоря, 
свойством инвариантности формы). 

Чтобы убедиться в этом, рассмотрим вопрос о вычислении 
второго дифференциала (дважды дифференцируемой) функции 
у = }(х) в предположении, что переменная х является дважды 
дифференцируемой функцией некоторого аргумента $. Исполь- 
зуя равенство (5.39) и формулу 0(и%) = оби + идо, получим 


т у 0 (ау) |6 т = [У (+) 42] Г ат — 
= {426 [] (+) + Г (+)6 (4) | „_и= [@=- 1" (+)6# | „+ (т) 


Итак, 4? у = }"(х) (ах)? + (ха? т | 
Последняя формула отличается от (5.55) наличием в ней 
дополнительного и, вообще говоря, не равного нулю члена 


р’ (вуа?х. 


$ 11. Дифференцирование функции, заданной 
параметрически 


В этом параграфе мы остановимся на методике вычисления 
производных функции, заданной параметрически. 

Пусть 5 и у заданы как функции некоторого параметра #: х = 
= Ф(®, у= Ф(®. При этом мы предположим, что функции ф(Р) 
и 2($) имеют нужное число производных по переменной ф в рас- 
сматриваемой области изменения этой переменной. Кроме того, 
мы предположим, что функция 1 = ф(®) в окрестности рассма- 
триваемой точки имеет обратную функцию Ё = ф\'(1) '). По- 
следнее предположение дает нам возможность рассматривать у 
как функцию аргумента, г. 


1 - о! 
) Это обеспечивается существованием первой производной ф (К), отлич- 
ной от нуля в некоторой окрестности рассматриваемой точки # (см. п. 482 
гл. 15). 


в 11 ФУНКЦИЯ, ЗАДАННАЯ ПАРАМЕТРИЧЕСКИ 189 


Поставим задачу о вычислении производных у по аргумен- 
ту т. Эти производные договоримся обозначать символами 
(2) „(З) 
Ут; 9:2, 9-3 у ы 
В силу свойства инвариантности первого дифференциала мо- 
жем записать ') 


у» = га ау = +’ (ав ах = Ф (Ваё (5.57) 
Из этих формул получим следующее выражение для первой про- 
ИЗводнНоОЙ: 


/ 
(1 
ЕСА: (5.58) 
Ф’ (В) 
Аналогично вычисляются производные высших порядков. Так, 
(2) 


для вычисления второй производной у 
вить ее в виде 


`2 Достаточно предста- 


(2) _ @(у») 


27 т 
и воспользоваться формулой (5.58), третьей из формул (5.57) и 
правилом лифференцирования частного. 
Пример. Вычислить первую и вторую производные функ- 

ции, заданной параметрически: 

х = а(— эт) 

у=а(1 — с08®), —<0 <<. 
Кривая, определяемая этими уравнениями, называется 

„ О. 

циклоидой 2). 


Получим 
/ аш $ 
= = с - (> 27лК, где К — целое 
Уз = па -созв = 85 (7 27, тд целое), 
} 
о [85| 
22 а(1 — со$Ё) Чазый 


1 *» *» 
) При этом мы берем 4у и 45 в одной и той же точке # и для одного и 
того же (4. 
2) Циклоида представляет собой траекторию некоторой фиксированной 
точки окружности, катящейся без скольжения по прямой линии. 


ГЛАВА 6 


НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 


В этой главе будет рассмотрена задача о восстановлении 
функции по известной производной этой функции. Актуаль- 
ность этой задачи была выяснена в гл. 1. 


$ 1. Понятие первообразной функции 
и неопределенного интеграла 


1. Понятие первообразной функции. К числу важных 
задач механики относится задача об определении закона дви- 
жения материальной точки по заданной ее скорости, а также 
задача об определении закона движения и скорости материаль- 
ной точки по заданному ее ускорению '). 

Эти задачи приводят к математической проблеме отыскания 
функции по заданной производной этой функцич. 

Переходим к рассмотрению этой проблемы. 

Определение. Функция Е(т) называется первообраз- 
ной функцией (или просто первообразной) 
для функиии (т) на интервале (а,6), если в любой точке т 
интервала (а,6) функция Е(т) дифференцируема и имеет про- 
изводную Е'(х), равную } (т). 

Замечание. Аналогично определяется первообразная 
для функции }(х) на бесконечной прямой и на открытой полу- 


прямой”). 
Примеры. 1) Функция Е(т) = У1 - 17 является перво- 
образной для функции }(1) = — на интервале (—1,-+1), 


') Вместо ускорения материальной точки можно задать действующую на 
эту точку силу (ибо, согласно второму закону Ньютона, сила опрелеляет 
ускорение этой точки). 

2) И вообще на любом плотном в себе множестве {5}. Определение плот- 
ного в себе множества см. в $ З гл. 2. 
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/ 
., 5 
ибо в любой точке х этого интервала (у 1 — 2?) = =’ 


2) Функция Е(5) = зшх является первообразной для функ- 
ции } (15) = с0$х на бесконечной прямой (—с0, со), ибо в каждой 
точке х бесконечной прямой (зшх)’ = созх. 

3) Функция ЁР(1) = ш х является первообразной для функции 


7(х) = - на открытой полупрямой х > 0, ибо в каждой точке т 
:. :. / 1 
этой полупрямой (шх) = -. 


Если Е(5) является первообразной для функции }(5) на ин- 
тервале (а,6), то, очевидно, и функция Е(1) + С, где С — лю- 
бая постоянная, является первообразной для функции }(т) на 
интервале (а,6). 

Естественно, возникает вопрос, как связаны между собой раз- 
личные первообразные для одной и той же функции } (1). Спра- 
ведлива следующая основная теорема. 

Теорема 6.1. Если Е. (х) и Е>(х) — любые первообразные для 
функции 1(1) на имтероале а,6), то всюду на этом интервале 
Е (т) — Р5(х) = С, где С — некоторая постоянная. 

Лругими словами, две любые первообразные для одной и той 
же функции могут отличаться лишь на постоянную. 

Доказательство. Положим Ф(х) = 2! (1) — Е2(1). Так 
как каждая из функций Ё\ (1) и Е>(1) дифференцируема, на ин- 
тервале (а,6), то в силу теоремы 5.3 и функция Ф(х) дифферен- 
пируема на интервале (а,6), причем всюду на этом интервале 
Ф' (2) = Е (2) — Е›(5) = 1 (2) - 1(1) =0. 

ВУ Ш гл. 8 методами, не использующими результатов этой 
главы ')., будет доказана, теорема, 8.13 следующего содержания: 
если функция Ф(х) лифференцируема, всюду на интервале (а,6) 
и если всюду на этом интервале Ф’(5) = 0, то функция Ф(т) 
является постоянной на интервале (а,6). 

Из этой теоремы получим, что Ф(х) = Ё!(х) — (1) =С = 
—= 013%, что и требовалось доказать. 

Следствие. Если Е(х) — одна из первообразных функций 
для функции (т) на интервале (а,6), то любая первооб- 
разная Ф(т) для функции 1(т) на интервале (а,6) имеет вид 
Ф(х) =Е(х) + С, где С — некоторая постоянная. 

2. Неопределенный интеграл. 

Определение. Совокупность всет первообразных функций 
для данной функции 1(т) на интервале (а,6) называется н е- 
определенным интегралом от функиии 1 (т) 


') Заметим, что главы 6 и 7 без ушерба лля понимания этой книги могут 
читаться после гл. 8. Мы вылвигаем главы 6 и 7 вперел, чтобы ускорить 
знакомство читателя с техникой интегрирования. 
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(на этом интервале) и обозначается символом 


[2 т. (6.1) 


В этом обозначении знак Г называется знаком интеграла, вырал 


жение }(5) 4% — подынтегральным. выражением, а сама функ- 
ция }(х) — подынтегральной функцией. 

Если Ё(х) — одна из первообразных функций для функции 
7(15) на интервале (а,6), то, в силу следствия из теоремы 6.1, 


] (2) ат = Р(2) + С. (6.2) 


где С — любая постоянная. 

Подчеркнем, что если первообразная (а стало быть, и не- 
определенный интеграл) для функиии }(т) на интервале (а,6) 
существует, то подынтегральное выражение в формуле (6.1) 
представляет собой дифференииал любой из этих первообраз- 
ных. В самом деле, пусть Е(т) — любая из первообразных для 
функции }(т) на интервале (а,6), т.е. для всех х из интервала 


(а,6) Е'(5) = 1(2). Тогда 1(т) ат = Е' (2) 4х = аЕ. 


Примеры. 1 —— 41 = У! - 12 + С на интерва- 
р р ) 5 У р 
ле —1 < т < 1, ибо функция ЕР(х) = У1- 217 является одной 
—4 
из первообразных для функции ](1) = —— на указанном 
рвообр для функции ](7) = у нау 
интервале. 


2) |созх 4х = зшх + С на всей бесконечной прямой —с0 < 


< т й со, ибо функция Ё(х) = зшх является одной из первооб- 
разных для функции }(7) = соз т на бесконечной прямой. 

В этой главе мы не будем заниматься вопросом о существова- 
нии первообразных (или неопределенных интегралов) для ши- 
роких классов функций. Здесь мы лишь отметим, что в $ 7 гл. 10 
будет доказано, что для всякой функции }(х), непрерывной на 
интервале (а,6), существует на этом интервале первообраз- 
ная функция (и неопределенный интеграл). 

Операцию нахождения первообразной или неопределенного 
интеграла (от функции }(75)) принято называть интегри- 
рованием (функции 7(т)). 

3. Основные свойства неопределенного интеграла. 
Прежде всего отметим два свойства, непосредственно вытекаю- 
ие. из определения неопределенного интеграла: 


°. 4[ (+) ах = } (т) ах. 
°. ГаЕ(т) = Е(+) + С. 
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Свойство 1° означает, что знаки 4 и | взаимно сокращаются 
в случае, если знак дифференциала стоит перед знаком инте- 
грала. 

Свойство 2° означает, что знаки | и 4 взаимно сокращаются 
и в случае, если знак интеграла стоит перед знаком дифферен- 
циала, но в этом случае к Р(х) следует добавить произвольную 
постоянную С. 

Для установления свойства 1° достаточно взять дифферен- 
циал от обеих частей формулы (6.2) и учесть, что АЁР(т) = 
= Ё'(х) ах = }(т) ат. 

Для установления свойства 2° достаточно в левой части (6.2) 
воспользоваться равенством 4Р(5) = }(х) ат. 

Следующие два свойства обычно называют линейными свой- 
ствами интеграла: 


3°. [[1(=) = =(2)] 4х = | 1(х) ах = [8(1) т. 
4°. [АЁ()] ах = А [| }(х) ах (А = сопз®. 


Подчеркнем, что равенство в формулах 3° и 4° имеет услов- 
ный характер: его следует понимать как равенство правой и ле- 
вой частей с точностью до произвольного постоянного слагаемо- 
го (это понятно, поскольку каждый из интегралов, фигурирую- 
ших в формулах 3° и 4, определен с точностью до произволь- 
ного постоянного слагаемого). 

Поскольку две первообразные для одной и той же функции 
могут отличаться лишь на постоянную, то для доказательства, 
свойства 3° достаточно доказать, что если Ё(х) — первообраз- 
ная для }(т), а С(т) — первообразная для ©(5), то функция 
[Ё(х) = Ч (х)| является первообразной для функции } (1) + © (5). 
Это последнее непосредственно вытекает из того, что производ- 
ная (алгебраической) суммы функций равна сумме производных 
этих функций, т. е. [Е (5) ЕС (5) = Е' (1) Е С'(х) = 1(х) + 5(т). 
Аналогично доказывается свойство 4°. В этом случае использу- 
ется равенство [АЁР(х)|' = АЁ'(5) = АХ(х). 

4. Таблица основных неопределенных интегралов. В 
гл. 5 мы получили таблицу производных простейших элемен- 
тарных функций (см. $ 8 гл. 5), представляющую собой вы- 
числительный аппарат дифференциального исчисления. Каж- 
дая формула этой таблицы, устанавливающая, что та или иная 
функция Ё(5) имеет производную, равную }(5), приводит нас, в 
силу определения неопределенного интеграла, к соответствую- 
шей формуле интегрального исчисления 


[2 ат = Р(а) + С. 


Таким путем мы приходим к следующей таблице основных 
неопределенных интегралов: 


т В.А. Ильин, Э.Г. Позняк, часть [ 
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1°. |0. 4% =С. 

2°. |1. д =ж+С. 

5. [о = + С 

3”. [ч 41 = + (и = —1). 

г. | Е -ы+С (20) 

о ел. _ а. Х о. — р® 
5. [с ат = — +С (0 <а7 1), ]е 4х = е"+ С. 


6°. [915 т: = — с0$ 2: + С. 
7°. | созх 4х = зшх + С. 


8°. [ т — [а + 12° 2) 4т = вт +С (2 # 5 + мп, где 


с05? х 
п=0,-1....). 
9°. [ Чт = [а + с? 2) 4т = -Свт+О (1 = ло, где 
эш Хх | 
п = 0, -1....). 


ат атсзш т + С, 
10°. || = = | —1<т<1. 
/ У! - = | — агссоз д + С } 


и. | ах _ | этот + С, 
Л 1+2 — агссёе х + С. 
ах 
Е в УТ +С (при — | > 1). 


13°. Г = те НС (14| =1). 

К этим формулам можно присоединить и соответствующие 
формулы для гиперболических функций: 

14°. [зы х 45 = (1% + С. 

15°. | св х 45 = зв & + С. 

16°. р = №#+С. 


сви т 


12° —= п 


и”. | ит = — с; -С (120). 
] 6х | | 


Сделаем замечания в отношении формул 4, 12 и 13. Формула 


А справедлива для любого интервала, не содержащего значения 


Г 1 
= 0. В самом деле, если х > 0, то из формулы (шт) = - 
д 


т 
заключаем, что [ — = Ш; + С, а если х < 0, то из формулы 
т 
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1 (—4)| = - заключаем, что Е = ш(—2) - С. Тем самым 


формула 4 оправдана для любого 1 = 0. 

Формулы 12 и 13 занимают исключительное положение в на- 
шей таблице, ибо эти формулы не имеют аналогов среди формул 
таблицы производных. 

Однако для проверки формул 12 и 13 достаточно убедиться 
в том, что производные выражений, стоящих в правых частях 
этих формул, совпадают с соответствующими подынтегральны- 
ми функциями. 

Наша ближайшая цель — дополнить таблицу неопределенных 
интегралов основными приемами и методами интегрирования. 
Но прежде чем приступить к реализации этой цели, сделаем 
одно важное замечание. 

В $ 7Тгл. 4 мы ввели понятие элементарной функиии, а в п. 3 
$ 8 гл. 5 установили, что производная любой элементарной функ- 
ции представляет собой также элементарную функцию. Иными 
словами, мы установили, что операция дифферениирования не 
выводит нас из класса элементарных функций. 

Отметим сразу же, что с операцией интегрирования дело об- 
стоит иначе. Можно доказать, что интегралы от некоторых эле- 
ментарных функций уже не являются элементарными функци- 
ями. Примерами таких интегралов могут служить следующие: 


3°. [зп(27) ах. 
4°. # = (0<%=1). 


шх 


5°. | — 4х (х = 0). 


ушах 
6°. [ Чт. 
ИЯ 


Каждый из указанных интегралов представляет собой функ- 
цию, не являющуюся элементарной. Указанные функции не 


только реально существуют !), но и играют большую роль в раз- 
личных вопросах физики. Так, например, интеграл 1, называ- 
емый интегралом Пуассона или интегралом ошибок, широко 
используется в статистической физике, в теории теплопровод- 
ности и диффузии, интегралы 2 и 3, называемые интегралами 


1) Мы уже отмечали, что в 8 7 гл. 10 будет доказано существование 
неопределенного интеграла от любой непрерывной функции. Существо- 
вание интегралов 1—6 обеспечивается непрерывностью подынтегральных 


функций. 


7* 
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Френеля, широко применяются в оптике. Часто встречаются в 
приложениях и интегралы 4—6, первый из которых называется 
интегральным. логарифмом, а последние два — интегральными 
косинусом и синусом. 

Для всех перечисленных новых функций (интеграла, Пуас- 
сона, интегралов Френеля, интегрального логарифма, синуса и 
косинуса,) составлены таблицы и графики. 

Ввиду важности для приложений, эти функции изучены с та- 
кой же полнотой, как и простейшие элементарные функции. Во- 
обще следует подчеркнуть условность понятия простейшей эле- 
ментарной функции. 


$ 2. Основные методы интегрирования 


1. Интегрирование заменой переменной (подстанов- 
кой). Замена переменной — один из самых эффективных прие- 
мов интегрирования. Этот прием базируется на следующем эле- 
ментарном утверждении. 

Пусть функция 1 = $(5) определена и дифференцируема на 


некотором множестве {т\ 1) и пусть { — множество всет 
значений этой функции. Пусть далее для функции в (ТР) суще- 
ствует, на множестве {1} первообразная функция С(®), т. е. 


[= ФЕ = 4 +С. (6.3) 


Тогда всюду на множестве {1} для функции = Ф(х)|ф' (5) суще- 
ствует первообразная функция, равная С|ф(т)|, т. е. 


| [ [ре (+) а = Оф] + ©. (6.4) 


Для доказательства этого утверждения достаточно восполь- 
. 2 
зоваться правилом дифференпирования сложной функции 7) 


{Ср ()} = Се] (в) 


и учесть, что, по определению первообразной, С’(Р) = Е(®. 
Предположим теперь, что нам требуется вычислить интеграл 


] (а) ат. (6.5) 


В ряде случаев удается выбрать в качестве новой переменной 
такую дифференцируемую функцию $ = (1), что имеет место 


1) Это множество представляет собой либо интервал, либо сегмент, либо 
полупрямую, либо бесконечную прямую. 


2) Ом. $ Тгл. 5. 
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равенство 
(т) = 8 ф(т)]ф (т). (6.6) 


причем функция &(Р) легко интегрируется, т. е. интеграл 


[ои-=а®+с 


просто вычисляется. Доказанное выше утверждение позволяет 
нам написать следующую формулу для интеграла (6.5): 


| поуаг = бое) + ©. (6.7) 


Этот прием вычисления интеграла (6.5) и называется интегри- 
рованием путем замены переменной. 

Конечно, такой прием применим не ко всякому интегралу. 
Кроме того, следует подчеркнуть, что выбор правильной под- 
становки в значительной мере определяется искусством вычис- 
лителя. Приведем ряд примеров, иллюстрирующих только что 
изложенный метод. 

1°. Вычислить | с0324 45. Для вычисления этого интеграла 
следует сделать простейшую подстановку #& = 25, @ = 2ах. В 
результате этой замены получим 


[сова Цх = [ оовый = узвые+ © = ше + С: 


ах 


2°. Вычислить . Этот интеграл вычисляется посрел- 


] х-а 
ством замены ф = ха, & = 42. 
При этом получим 


ат _ Ф _ __ —_ 
= - ЕШИ+О = Шиа +0 (х = —а). 


3°. Вычислить | е°°°“ зи 45. Легко видеть, что этот инте- 


грал вычисляется путем замены # = со3х. 
В самом деле, при этом 4 = —зшхт ати 


есть Дт: = — [= ЧЕ = фе + С = —е°°3* + (С 


100 


фе х 
4°. Вычислить (агва) 
1+ х- 


грала удобна замена $ = агсёй т. В самом деле, при такой замене 
Ч х атсбе ж)109 #101 атсве д) 101 
= 


ат. Лля вычисления этого инте- 


1 +52 
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5°. Вычислить |(71 — 9)2933 4х. Конечно, этот интеграл мож- 
но свести к сумме трех тысяч табличных интегралов, расписы- 
вая полынтегральную функцию по формуле бинома Ньютона. 
Несравненно проше сделать замену # = 7х — 9, @& = Тат, в ре- 
зультате которой мы получим 


> 1 099 +3000 (72 — 9)3000 
75 — 9) а == | Г’ = С = С. 
] 2—9) @-=т т = 51000" 7000 “ 


о 4х 
6°. Вычислить | ——. Чтобы усмотреть ту замену, посред- 
Со5 т 


СТВОМ которой может быть взят этот интеграл, перепишем его в 


виде 
ат _ сот 4% _ со5 т ах 
] с |] с057х ] 1—1? х. 
После этого понятно, что следует положить $ = зшх, & = 
= с0$1 ат. В результате Пу 
4х т +2 1 
о деки о +С=ши + С. 

] с08х ] 1-Р 5 

о уй 3 4х д 

7°. Вычислить ЕТ Удобна замена # = (25)*, & = 


= 6443 4х. При этом 


[ Зах _ 1 @ _ _ агсёвй += агсё 5 (21)* + С. 


2%) +1 64] Р+Е 64 64 
4х 
3°. Вычислить [ ИЗ Для вычисления этого интегра- 
а? 


ла оказывается удобной тригонометрическая подстановка # = 
1 

52. 
В результате этой подстановки интеграл принимает вид 


Цх 1 и $ | 
—Ю—т р | СОЗЕ = — С = С = 
| (7? + а?) а? | 2 т а? ИТ 2 ы 


ИЯ 
и С 
а?\/ т? + а? 


Здесь оказывается удобной пол- 


= агсье >. х =аеф ах = а- 


ат 


9°. Вычислить т. 
] (92—22)? 


ь ий . 
становка, $ = агсзш -—, х = азшь 4х = асозё а. При этом 
а 


Цх 1 (И 181 
= м (= 
] (а? — 12)3/? а? неа ы 
1 91$ х 
В ОС 
а2 1 — вт? а?\/а? — т? 
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азжтх 


(7. Для вычисления этого интегра- 


‚ 


10°. Вычислить [ 


ВВ д 
ла оказывается удобной замена 2+ = агссоз —, х = ас032 ах = 
а 


= —2азш 2+4. Мы получим 


азжтх 


‚ 


[% = — | со5? ЕЁ = 
1 
—= — | (5 -- 5 05 21) = ар 2а со 2 АЕ = 


—= —2а1 — аш 2+ С = —а |агссоз ый = 


2. Интегрирование по частям. К числу весьма эффектив- 
ных методов интегрирования относится метод интегрирования 
по частям. Этот метод основывается на следуюшем утвержде- 
НИИ. 

Пусть каждая из функций и(х) и (т) дифференцируема на 
мноэюестве {2} и, кроме того, на этом множестве существу- 
ет первообразная для функции (хуи (1). Тогда на множестве 


{2} существует первообразная и для функции и(т)у (т), при- 
чем справедлива формула 


] и(х)о (2) ах = и(х)% (т) — обода Чт. (6.8) 


Замечание. Определение дифференциала и свойство 
инвариантности его формы позволяет записать формулу (6.8) в 
виде 


] иди = и(2) (т) — ] аи. (6.9) 


Для доказательства сформулированного утверждения запишем 
формулу для производной произведения двух функций и(5) и 
5(т) 

[4(1)%5 (т) = и (о (т) + м (+)ъ(х). (6.10) 
Умножим равенство (6.10) на 4т и возьмем интеграл от обеих 
частей полученного таким путем равенства. Так как по усло- 
вию для всех х из множества {1} существует |%(5)и’ (5) ах и 
Г“ («)5 (=) ах = и(т)5 (2) С (см. свойство 2° из п. 3 $ 1), то для 


всех х из множества {2} существует и интеграл |и(1)5' (5) ах, 
причем справедлива формула (6.8) (или (6.9)). 


Формула (6.9) сводит, вопрос о вычислении интеграла | и 4% 


к вычислению интеграла | 1 аи. В ряде конкретных случаев этот 
последний интеграл без труда вычисляется. 
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Вычисление интеграла, | и 4% посредством применения фор- 
мулы (6.9) и называют интегрированием по частям. Заметим, 
что при конкретном применении формулы интегрирования по 
частям (6.9) очень удобно пользоваться таблицей лифференци- 
алов, выписанной нами вп. 253 9 гл. 5. 

Переходим к рассмотрению примеров. 

1°. Вычислим интеграл Г = [ 1” шх ах (п = -1). Полагая 
и = шх, 4 = 4" 4х и используя формулу (6.9), получим 4и = 

Ат т 

— $ =— 


Геи шах — 1 ав 2" (ше 1 )+с 
п! (п-+1). о П-Т п 1 | 


2°. Вычислим далее интеграл Г = | 5 агсё; д 4х. Полагая и = 
= агсфе т, 4% = т 4х и используя формулу (6.9), будем иметь 


аи Ш р 
И 14422? 
2 | 2 2 2 
_ и. 1 2“ о и. 1 (1 =^) - 1] И 
Г= - агсет [тета = © ага т [ и 4х = 
2 2 
х 1 1 Чт +1 х 
—= ^^ агсбех — = т - = — = агсех + с. 
2 “5 | м 2 вот 


3°. Вычислим интеграл Г = [57 созх 45. Сначала применим 
формулу (6.9), полагая и = 17, 4% = созх ат. Получим 4и = 
= 2% ах, о = зшх, [= 4‘ зшт-2 | тзшх 45. Для вычисления 
последнего интеграла еще раз применим формулу (6.9), полагая 
на этот раз и =х, 4 = зшх а1. Нолучим Чи = ах, % = - со3х, 
Г= 1” 2515 + 24608 5—2 [095 4х = (1? — 2) зш + 25 сов + С. 
Таким образом, интеграл | 17 с0з т 4х вычислен нами посрелд- 


ством двукратного интегрирования по частям. Легко понять, 
что интеграл | 1” с0$ 1 41 (где п — любое целое положительное 


число) может быть вычислен по аналогичной схеме посредством 
п-кратного интегрирования по частям. 

4°. Вычислим теперь интеграл Г = | е“* соз 6х 41 (а = соп8$, 
р = сопзё). Сначала применим формулу (6.9), полагая и = е@®, 


ушфх 
4 = созбх ах. Получим Чи = ае“" ат, ® = = 
ат ы 
е“" чих а о. 
Г = р т Ге чш бт 4х. 


Для вычисления последнего интеграла еще раз применим фор- 
мулу (6.9), полагая на, этот раз и = е“*, 42 = зтёх 4х. Получим 
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фи = ае“" ах, © = ее, 
ах 3: 2 
= < оля + д“ с08 65 — 15 Г. (6.11) 


Таким образом, посредством двукратного интегрирования по 
частям мы получили для интеграла уравнение первого порял- 
ка (6.11). Из этого уравнения находим 


асозбх - 6зшЬх ах 
Т = 5 - е^’. 
а? + 62 


Практика показывает, что большая часть интегралов, берущих- 
ся посредством интегрирования по частям, может быть разбита 
на следующие три группы: 

1) К первой группе относятся интегралы, подынтеграль- 
ная функция которых содержит в качестве множителя одну из 


ро ы у 

следующих функций: шх, агсзш т, агссоз х, атсёе хх, (агсёе х)”, 
И 

(агссоз 5)“, шф(х), ... (см. рассмотренные выше примеры 1° 


и 2°). Для вычисления интегралов первой группы следует при- 
менить формулу (6.9), полагая в ней и(5) равной одной из ука- 


занных выше функций '). 
2) Ко второй группе относятся интегралы вида 


[с +6)” соз(сх) ат, [аз +)" зщ (сх) ах, | з +Ь)"е"" ат, 


гле а, 6, с — некоторые постоянные, п — любое целое положи- 
тельное число (см. выше, пример 32). Интегралы второй группы 
берутся путем п-кратного применения формулы интегрирова- 
ния по частям (6.9), причем в качестве (15) всякий раз следует 
брать (ах +6) в соответствующей степени. После каждого инте- 
грирования по частям эта, степень будет понижаться на единицу. 


3) К третьей группе относятся интегралы вида 
|| е“* соз 6х ат, | е“ зб ах, | зщ (шт) аж, | соз(ш 2) 4х, ... 
(см. рассмотренный выше пример 4°). Обозначая любой из инте- 


гралов этой группы через / и производя двукратное интегриро- 
вание по частям, мы составим для [1 уравнение первого порядка. 

Конечно, указанные три группы не исчерпывают всех без ис- 
ключения интегралов, беруптихся посредством интегрирования 
по частям. Приведем примеры интегралов, не входящих ни в ол- 
ну из перечисленных трех групп, но вычислимых при помоши 


формулы (6.9). 


1) В случае, если подынтегральная функция содержит в качестве множи- 
теля (агсёе т)”, (агссоз т)?,..., формулу интегрирования по частям (6.9) 
придется применить дважды. 
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х Цт 
. Этот интеграл не ВХОДИТ 


5°. Вычислим интеграл 1 = [ 


с0$2 Хх 
ни в одну из упомянутых трех групп. Тем не менее, применяя 


‚ получим Чи = 


формулу (6.9) и полагая в ней и = х, 4 = =. 


= д, = 4х, 


Гао - [що 4-е | 11 = 


со х 


= теж - [ 45052) _ 4х + Ш | с0озх| + С. 
. СОЗ х 
6°. Вычислим, наконец, весьма важный для дальнейшего ин- 
(а 
(#2 + а?)^ } 
грал также не входит ни в одну из упомянутых выше трех групп. 
Для вычисления этого интеграла установим для него рекуррент- 
ную формулу, сводяшую вопрос о вычислении Кл к вычисле- 
нию Ал_1. 
Можно записать (при Л = 1) 


кт “а _ _ 1 | (Р-ча)- Е] а _ 
^ 22 | 2 -+а?)> — 22 | (2 фа2)^ — 


1 а 1 214 1 1 [Г а? + а? 
а? (12 + а?)^-1 2а2 (2? +а?)^ а? 2а2 (2? +а?)^ 


Для вычисления последнего интеграла применим формулу инте- 


теграл Ах = где а = сопз%, А = 1,2,... Этот инте- 


.. а(Р + а”) 
грирования по частям (6.9), полагая в ней и = $ 4 = (2 разл 
Получим Чи = = и, 

п. (^— 1? +а2)^-т’ 
1 1 


1 
Кл = —К\_ А о 
^^ ы 2а2(^-1(Р + а?)^-*  2а(л-П ^-1 


Из последнего равенства получим рекуррентную формулу 


— р 1 (2-3) 
КА = Пе ат АА (6.12) 


Убедимся в том, что рекуррентная формула (6.12) позволяет 


вычислить интеграл Ах для любого Л = 2,3,... В самом деле, 
интеграл Ат вычисляется элементарно 


к = | и Е = 1 ас + С. 


а? а $/а)? +1 


После того как вычислен интеграл Ат, полагая в формуле (6.12) 


А =2, мы без труда вычислим Кд. В свою очередь, зная Аз и 
полагая в формуле (6.12) Л = 3, мы без труда вычислим ЁЗз. 


Продолжая действовать таким образом дальше, мы вычислим 
интеграл Ах для любого натурального А. 


ГЛАВАТ 


КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА. АЛГЕБРА 
МНОГОЧЛЕНОВ. ИНТЕГРИРОВАНИЕ 
В ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЯХ 


В предыдущей главе было указано, что неопределенный инте- 
грал от элементарной функции, вообще говоря, не является эле- 
ментарной функцией. Тем не менее существуют довольно широ- 
кие классы функций, интегралы от которых представляют собой 
элементарные функции. (Такие классы функций мы будем на- 
зывать интегрируемыми в элементарных функциях.) Изучение 
указанных классов функций и составляет основную цель настоя- 
шей главы. Поскольку среди указанных классов функций одним 
из основных является класс рациональных функций, мы долж- 
ны прежде всего уточнить наши представления о многочленах 
и рациональных функциях. Для этого в свою очередь требуется 
уточнить наши сведения о комплексных числах. 


$1. Краткие сведения о комплексных числах 


Два вещественных числа х и у мы будем называть упоря- 
доченной парой, если указано, какое из этих чисел является 
первым, какое вторым. Упорядоченную пару вещественных чи- 
сел х и у будем обозначать символом (5, 9), записывая на первом 
месте первый элемент пары $. 

Комплексным числом называется упорядоченная пара (т, у) 
вещественных чисел, первое из которых х называется дей- 
ствительной частью, а второе у — мнимой частью этого ком- 
плексного числа. 

В случае, когда мнимая часть у равна нулю, соответствую- 
шую пару (2,0) договариваются отождествлять с вещественным 
числом 5. Это позволяет рассматривать множество всех веше- 
ственных чисел как часть множества комплексных чисел. 

Два комплексных числа 21 = (21,1) и 22 = (12,12) называ- 
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ются равными, если т1 = 12, у1 = 2. Говорят, что комплексное 
число 2 = (т,у) равно нулю, если х =Оцу=0. 

Определим операции сложения и умножения комплексных 
чисел. Поскольку вешественные числа являются частью мно- 
жества комплексных чисел, эти операции должны быть опре- 
делены так, чтобы в применении к двум вещественным числам 
они приводили к уже известным нам из $ 2 гл. 2 определениям 
суммы и произведения вещественных чисел. 

Суммой двух комплексных чисел 21 = (11,91) и 22 = (12, 92) 
назовем комплексное число х вида 


= (21 + 42, и +92). (7.1) 


Произведением двух комплексных чисел 2 = (1, у) и 22 = 
= (12,2) назовем комплексное число 5 вида 


2 = (1112 — 312, 212 + 121). (7.2) 

Легко проверить, что сумма и произведение комплексных чисел 
обладают теми же самыми свойствами, что и сумма и произ- 
ведение вещественных чисел. Именно справедливы следующие 
свойства: 

1°, 21 + 22 = 22 + 21 (переместительное свойство суммы). 

2°. (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23) (сочетательное свойство 
суммы). 

3°. 2+ (0,0) = = (особая роль числа (0,0)). 

4°. Для каждого числа 2 = (т,у) существует противополож- 
ное ему число 2’ = (—х,—9) такое, что 2+ 2’ = (0,0). 

5°. 21:22 = 22-21 (переместительное свойство произведения). 

6°. (21-22). 23 = 21: (22-23) (сочеталельное свойство произве- 
дения). 

7°. 2: (1,0) = х (особая роль числа (1,0)). 


8°. Для любого комплексного числа 2х = (51,9), не равного 
1 т 
нулю, существует обратное ему число -— = (= ==) 
2 1= - у“ 12° - у“ 


такое, что 2. ь = (1,0). 


9°. (1-22): 23 = 21: 23 + 22:23 (распределительное свойство 
произведения относительно суммы). 

Свойства 1°—9° позволяют утверждать, что для комплексных 
чисел полностью сохраняются все правила элементарной алгеб- 
ры, относящиеся к арифметическим действиям и к сочетанию 
равенств. 

Кроме того, эти свойства полностью решают вопрос о выии- 
тании комплексных чисел как о действии, обратном сложению, 
и о делении комплексных чисел как о действии, обратном умно- 
жению. 

Разностью двух комплексных чисел м = (ть) и 22 = 


— (12, 92) называется такое комплексное число 2, которое в 


$1 КРАТКИЕ СВЕДЕНИЯ О КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЛАХ 205 


сумме с 22 дает 21. С помошью свойств 1—4? элементарно уста- 
навливается существование и единственность разности двух лю- 


бых комплексных чисел !). 
Легко проверить, что разностью двух комплексных чисел 
21 = (21,91) и 22 = (о, у2) является комплексное число 2 вида 


= (и 22, и ур) (7.3) 

Частным двух комплексных чисел 2 = (жьш) и 2 = 

= (12,92), второе из которых не равно нулю, называется та- 
кое комплексное число 5, которое при умножении на 22 дает 
21. С помощью свойств 5° —8° легко установить, что единствен- 


ным частным двух указанных комплексных чисел является ком- 
плексное число 2 вида 


2152 - 1112 1291 — Тир (7 4) 


& = | — 
Я 3 9 о 
Ф5 + У>5 Ф5 + 5 


В операциях с комплексными числами особую роль играет 
число, представимое парой (0, 1} и обозначаемое буквой 4. Умно- 
жая эту пару самое на себя (т. е. возводя ее в квадрат), получим 
в силу определения произведения комплексных чисел: 


(0,1). (0,1) = (—1,0) = -ртей=-1. 


Заметив это, мы можем любое комплексное число д = (5.9) 

представить в виде 
Е (ту) = (2,0) + (6,9) = (2.0) + (9.0) - ПЕ, 

В дальнейшем мы будем широко использовать для комплекс- 
ного числа 2 = (1,9) представление 2 = х + и. Это представ- 
ление и рассмотрение 1 в качестве множителя, квадрат которо- 
го равен —1, позволяет производить операции с комплексными 
числами так же, как они производятся с алгебраическими мно- 
гочленами. 

Комплексное число 2 = (5, —у) = х-—и/ принято называть со- 
пряожкенным, по отношению в комплексному числу 2 = (1,9) = 
=Ж-И,. 

Очевидно, что комплексное число равно нулю тогда и только 
тогда. когда равно нулю сопряженное ему число, ибо равенства 
1 = 0, у = 0 эквивалентны равенствам х = 0, —-у=0 

Для геометрического изображения комплексных чисел удоб- 
но пользоваться декартовой прямоугольной системой координат. 
При этом комплексное число 2 = (1,9) изображается или точ- 


кой М с координатами (х,у), или вектором ОМ, идущим из 
начала координат в точку М. 


1) Это делается точно так же, как и для вешественных чисел (см. п.382 
гл. 2). 
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При таком способе изображения сложение и вычитание ком- 
плексных чисел сводится к сложению и вычитанию соответст- 
вующих им векторов (это понятно из формул (7.1) и (7.3). 

Если наряду с декартовой системой координат ввести поляр- 
ную систему координат так, чтобы полюс находился в начале О 
декартовой системы, а полярная ось была направлена, вдоль по- 
ложительного направления оси Ох, то декартовы координаты 


(1, у) и полярные координаты (р, 9) любой точки М, как извест- 
но, связаны формулами 


р= У + у, 


агсье © при 1 > 0, 
= рсозб 7.5 
РР ^^’ 0=‹ агав* + пзепу прих< 0, (7.5) 
/ = рзшб@ 1 
ИУ 
5 320 У при 5 = 0. 


Формулы (7.5) приводят нас к тригонометрической форме 
представления комплексного числа 2 = (1,9): 

д = (1,9) = т+ и, = (рсоз0, рзш0) = р(соз0 + 1зт0). (7.6) 
В тригонометрической форме представления (7.6) число р назы- 
вают модулем, а, угол @ аргументом комплексного числа. Аргу- 
мент 9 определен неоднозначно: вместо значения 9 можно брать 
значение 9 + 2лп (где п = 0, 1, 2,...). 

В тригонометрической форме удобно производить операции 
умножения и деления комплексных чисел. 

Пусть даны два произвольных комплексных числа 


#1 — (жи!) — (р: Сов 91, рт эт 91}, 
#2 — (12, 92) — (р Сов 95, рэ зш 05). 


Тогда, по определению умножения (в силу формулы (7.2)), 
произведение этих чисел имеет вид 


21 ' 22 = (2172 — 12, 2142 + 12/1) — (ртр? с08 091 с08 05 — 
— ру зщ 01 эт 05, рур> с0$ 91 т 05 + ртр защ 01 со 65} = 
= |(ртр2) с03(01 + 05), (ртр) (01 + 05)]. (7.7) 
Аналогично из формулы (7.4) заключаем, что частное = двух 
комплексных чисел 21 = (151,91) = (0160801, рузт 01) Е 52 = 
= (12,92) = (р2 с0з 05, р> эт 95) имеет вид ') 


_ (==) соз(: — 65), (^.) зт(91 — 6») | (7.8) 


сх 
= 


2 


в 
© 


< 


1) При этом предполагается, что комплексное число 22 не равно нулю, 
т.е. р2 5 0. 
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Из формул (7.7) и (7.8) заключаем, что при умножении двух 
комплексных чисел их модули перемноэжалются, а аргументы 
складываются (при делении двух комплексных чисел их модули 
делятся, а аргуменития вычлитоиотся). Это свойство последовал 
тельно переносится на случай произведения любого конечного 
числа комплексных чисел. В частности, если перемножаются п 
равных комплексных чисел (т. е. если комплексное число возво- 
дится в степень 1), то 


(рсоз0, рзш 0)" = (р" соз дп, р” зш 9%). (7.9) 
Из формулы (7.9) при р = 1 получим так называемую формулу 
Муавра 1) 


(соз0, зш 0)” = (соз дт, эт 0п). (7.10) 
Формулу (7.10) можно записать и в другом представлении: 
(соз9 + зщ 0)" = соз ди + сш 9п. (7.11) 


В заключение заметим, что комплексное число, записанное в 
тригонометрической форме, равно нулю в том и только в том 
случае, когда равен нулю его модуль. Отсюда, и из того, что при 
перемножении комплексных чисел их модули перемножаются, 
вытекает, что произведение нескольких комплексных чисел рав- 
но нулю лишь в том случае, когда равен нулю хотя бы один из 
сомноэюителец. 


$2. Алгебраические многочлены 


1. Алгебраическим многочленом п-й степени называется вы- 
ражение вида 


(2) = со” + а” о... + сила + би, (7.12) 
гле 2 = (ту) = х + и, — переменное комплексное число, а 
сд. С1.... ‚Сп — некоторые постоянные комплексные числа, пер- 


вое из которых отлично от нуля. Как известно, любой алгебра: 
ический многочлен степени % можно поделить «столбиком» на 
другой алгебраический многочлен степени не выше чем п. Та- 
ким путем мы приходим к следующему утверждению: каковы бы 
ни были два многочлена 1(2) и Ф(2) такие, что степень ф(з) 
не выше, чем }(=), справедливо равенство 

(2) = Ф(2) ‹ 4(2) + т(2), (7.13) 
в котором 49(2) и т(2) — некоторые многочлены, причем сте- 
пень 4(2) равна разности степеней многочленов (2) и Ф(2), а 
степень т(2) ниже степени ф(?). 


1) А. де Муавр — английский математик, по национальности француз 
(1667—1754). 
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По отношению к фигурирующим в равенстве (7.13) многочле- 
нам }(2), (2), 9(2) и т(=} обычно применяют вполне понятные 
термины «делимое», «делитель», «частное» и «остаток». 

Говорят, что многочлен }(2) делится на многочлен (2), если 
в полученной посредством деления столбиком формуле (7.13) 
остаток 7(2) = 0. 

Договоримся называть многочленом нулевой степени любую 
комплексную постоянную. Тогда совершенно ясно, что любой 
многочлен делится на отличный от нуля многочлен нулевой 
степени. Изучим вопрос о делимости многочлена }(=) на мно- 
гочлен первой степени (2—6). 

Определение. Назовем комплексное число корнем 
многочлена {(2), если Ё(Ь) равно нулю. 

Теорема 7.1. Многочлен нулевой степени }(2) делится на 
двучлен (#—6) тогда и только тогда, когда 6 является корнем 
многочлена На 

Доказательство. Запишем для многочленов }(2) и 
Ф(=) = (2—6) формулу (7.13). Поскольку степень остатка г(2) в 
этой формуле обязана бъить ниже степени делителя ф(2) =2-— 
— 6, то г(2) — многочлен нулевой степени, т. е. т(#) = с = соп8$. 
Таким образом, формула (7.13) принимает вид 


7(=) = (2-6). 9(2) + с. (7.14) 
Полагая в формуле (7.14) = = 5, найдем, что с = }(Ь). По опреде- 
лению }(2) делится на 2 — 6 тогда и только тогда, когда остаток 
в формуле (7.14) с = }(Ь) равен нулю, т. е. тогда и только тогда, 
когда 6 является корнем }(2). Теорема доказана. 


2. Естественно, возникает вопрос: всякий ли алгебраический 
многочлен имеет корни? Ответ на этот вопрос дает основная 


теорема алгебры '): всякий многочлен ненулевой степени име- 
ет хотя бы один корень. 
Опираясь на эту теорему, докажем, что алеебраический мно- 


гочлен п-й степени имеет точно п корней”). В самом деле, 
пусть /(2) — многочлен п-й степени. Согласно основной теоре- 
ме алгебры 7(2) имеет хотя бы один корень 61, т. е. для 1(2) 
справедливо представление 


(=) = (#- в )Л (=), (7.15°) 
в котором через ]1(=) обозначен некоторый многочлен степени 


(п — 1). Если п = 1, то, согласно основной теореме алгебры, 
11(=) имеет хотя бы один корень 65, т. е. для (2) справедливо 


1) Доказательство этой теоремы см. в выпуске «Функции комплексной 
переменной». 


$} ` 
*) При этом, конечно, мы считаем, что п > 0. 
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представление 

Л (=) = (2 — 52) 12(2), (7.157) 
в котором через (=) обозначен некоторый многочлен степени 
(п — 2). Повторяя указанные рассуждения далее, мы получим 


представления 
12(=) = (2 - 63) з(2), (7.155) 


1-1(2) = (2 — в) (2). (7.15") 
В последнем из этих представлений через }»(=) обозначен неко- 
торый многочлен нулевой степени, т. е. »(2) = с = сои. Сопо- 


ставляя между собой равенства (7.15')-(7.15") и учитывая, что 
(2) = с, будем иметь 


7(2) = (2-61) (2-— 65)... (2 — с. (7.16) 
Отметим, что комплексная постоянная с не равна нулю, ибо в 
противном случае многочлен }(2) был бы тождественно равен 


нулю и не являлся бы многочленом я-й степени '). 
Из равенства (7.16) очевидно, что }() = (62) = 
... = 1(6%) =О0, т.е. каждое из чисел 61, 65,... ‚ 6, является кор- 
нем многочлена }(2). Кроме того, из (7.16) очевидно, что, каково 
бы ни было комплексное число 6, отличное от 61,62,... ‚бы, ком- 
плексное число }(5) не равно нулю, ибо произведение несколь- 
ких комплексных чисел равно нулю лишь в том случае, когда 
равен нулю хотя бы один из сомножителей (см. 8 1). Таким об- 
разом, многочлен }(2) имеет ровно п корней: 61, 65,... ‚6. 
Равенство (7.16) дает разложение многочлена 1(2) на мно- 
жители. Если известен вид многочлена }(2) (7.12), то мы можем 


определить постоянную с в равенстве (7.16). Сравнивая в равен- 
ствах (7.16) и (7.12) коэффициенты при =”, получим с = с0°). 
Многочлен (7.12), у которого со = 1, называется приведен- 


ным. Для приведенного многочлена формула разложения (7.16) 


') Здесь мы используем следующее утверждение: если многочлен }(2) = 
—= ао” Ра" 1+... Тал_12 + а» тождественно равен нулю, то все его 
коэффициенты равны нулю. В самом деле, если {(2) = 0, то при д = 0 
получим а» = 0. Но тогда }(2) = 2[ао2”`" а +... + а»—1| = 0. Так 
как 2 50, то выражение в квадратных скобках тождественно равно нулю, 
откуда при = = 0 получим а„_1 = 0. Продолжая аналогичные рассуждения 
далее, локажем, что все коэффициенты равны нулю. 


$“ — 

) Здесь мы используем утверждение: если два многочлена ао" ал? 1+ 
+... Нал чц 62" + 612" +...-+6 тождественно равны друг другу, то 
ад = 5, а =61,..., ал = 6. Для доказательства достаточно к разности 


указанных многочленов применить утверждение, отмеченное в сноске 1) на 
этой странице. 
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принимает вид 

1(2) = (2-—61)(2 — 65)... (2 -Ь,). (7.17) 
Сравнивая формулу (7.17) с формулой (7.12) (при со = 1), по- 
лучим слелующие соотношения: 


се=-(ы-Ь-... +6), 
со = +(6162 + 63+... + 6-16), 


Сп — (-—1) 65...56). 
В дальнейшем, если не оговорено противное, мы будем рассма- 
тривать приведенные многочлениы.. 


$3. Кратные корни многочлена. 
Признак кратности корня 


Среди корней многочлена }(2) могут быть совпадающие кор- 
ни. Пусть а,6,...,с — различные корни приведенного многочле- 
на }(2). Тогда в силу результатов предыдущего параграфа для 
1(2) справедливо разложение 

#(=) = (2 —а)“(2-6)°... (2 с). (7.18) 
В этом разложении а, В,... ‚// — некоторые целые числа, каждое 
из которых не меньше единицы, причем а« + В+... +7 = п, где 
п, — степень многочлена 1(2). 

Если для многочлена }(=2) справедливо разложение (7.18), то 
говорят, ито комплексное число а является корнем }(2) крат- 
ности а, комплексное число 6 является корнем 1 (2) кратности 
В,... ‚ комплексное число с является корнем 1 (2) кратности. 

Корень, кратность которого равна единице, принято назы- 
вать однократным, а корень, кратность которого больтне 
единицы, принято называть кратным. 

Можно дать и другое эквивалентное определение корня дан- 
ной кратности: комплексное число а называется корнем много- 
члена }(2) кратности ©, если для 1(2) справедливо представ- 


ление | | | | | 
Х(2) = (2 - а)"$(2), тде ф(а) 70. (7.19) 

Нанта цель — указать необходимое и достаточное условие для 
того, чтобы комплексное число а являлось корнем многочлена 
1(2) кратности а. 

Назовем производной многочлена }(=) многочлен }' (=), полу- 
ченный формальным дифферениированием") {(2) по =. Прежде 
всего докажем следующее утверждение. 


') Дифференцирование } (2) по 2 производится так, как если бы 5 была 
вещественной переменной. 
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Лемма, 1. Если комплексное число а является корнем крат- 
ности а многочлена 1(2), то это же число а является корнем 
кратности (@ — 1) многочлена } (=). 

Замечание. В частности, при а = 1 число а, будучи 
однократным корнем }(2), не является корнем }' (2). 

Доказательство. По условию для }(2) справедли- 
во представление (7.19). Дифференцируя формулу (7.19), будем 


иметь (=) — а(2 _ а)‘ Ф(2) ++ (2 — а)“ ф’(=), 


Г(2) = (2-а)" 'фц2), (7.20) 


ИЛИ 


где — | о 
(=) = аф(2) + (2 —а)ф (2). 

Поскольку фт(а) = аф(а) = 0, то представление (7.20) означает, 
что число а является корнем кратности (&—1) многочлена }"(>2). 
Лемма локазана. 

Теорема 7.8. Для того чтобы комплексное число а явля- 
лосъ корнем кратности с многочлена }(2), необходимо и 9до- 
столточно, чтобы были выполнены следующие условия: 


1(а) = Ра) =... = А О(а) =0, 1®(а) 20. (7.21) 


Доказательство. 1) Необходимость. 
Пусть а является корнем кратности с многочлена }(=). Тогда, 
согласно лемме 1, это же число а является корнем кратности 
(&«— 1) многочлена 1'(=2), корнем кратности (а — 7) многочлена, 


#2) (=), ..., корнем кратности единица многочлена }(—1(х), т. е. 


(а) =Р(а =... = Иа) =0. 
Согласно замечанию к лемме 1 число а не является корнем мно- 
гочлена }(°) (2), т.е. }(“) (а) 2 0. Выполнение условий (7.21) до- 
казано. 
2) Достаточность. Пусть выполнены условия 
(7.21). Требуется доказать, что число и является корнем крал- 
ности а многочлена }(2). Так как ра -П (а) = 0, число а являет- 


ся корнем многочлена (а -О (= }) кратности не ниже единицы. 
Стало быть, на основании леммы 1 число а является корнем мно- 


гочлена }(“—2)(2) кратности не ниже двух, корнем многочле- 


на /(®—3)(2) кратности не ниже трех, ..., корнем многочлена 
1(2) краилпности не зинже си. 

Остается доказать, что кратность корня а многочлена }(2) 
не выше а. Если бы эта кратность была выше ©, то, согласно 


лемме 1, кратность корня а многочлена, } (1 (2) была бы выше 
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единицы, откуда следовало бы, что а является корнем } (а) (=), 


т.е. (а) = 0, что противоречит последнему из условий (7.21). 
Теорема доказана. 


$ 4. Принцип выделения кратных корней. 
Алгоритм Евклида 


1. Принцип выделения кратных корней. Поставим пе- 
ред собой цель — для данного многочлена }(2), имеющего, во- 
обще говоря, кратные корни, найти такой многочлен #(2), кото- 
рый имеет те же самые корни, что и (=), но все кратности 
единица. Лля достижения этой цели введем некоторые новые 
понятия. 

Определение 1. Назовем делителем двух много- 
членов }(2) и Ф(2) любой многочлен, на который делятся оба 
многочлена }(2) и Ф(2). 

Определение 2. Назовем наибольшим общим 
делителем двух многочленов }(2) и Ф(=) такой их дели- 
тель, который делится на любой другой делитель этих двух 
многочленов. 

Договоримся обозначать наибольший общий делитель двух 
многочленов }(2) и (2) символом О|{(2), Ф(2)]|. 

Заметим, что из определения наибольшего общего делителя 
вытекает, что он определен с точностью до произвольного по- 
стоянного множителя. 

Возвращаясь к цели, сформулированной в начале настояще- 
го параграфа, мы теперь легко можем проверить, что искомый 
многочлен ЁР(2) имеет вид 


”) = РУ, РС Го 
В самом деле, пусть 
#(=) = (2 -а)“ (2-59... (2 с), (7.23) 
где @,6,...,с — различные корни. Тогда, согласно теореме 7.2, 
для многочлена }’(2) справедливо представление 
(=) = (2 - а)“ (2-6) т... (а в 72), (7.24) 
где (2) не содержит множителей (2 —а), (2-6),..., (2—с). 


Из сопоставления формул (7.23) и (7.24) очевидно, что 
В[{(=), Ё'(=)] = (2 а) (2-5) т... (ас) ". (7.25) 


Из сопоставления формул (7.23) и (7.25) в свою очередь очевидно, 
что многочлен ЁР(2), определяемый формулой (7.22), имеет вид 


Е(2) = (2-а)(2-Ь)... (2 -с). (7.26) 
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Тем самым доказано, что многочлен Р(2), определяемый фор- 
мулой (7.22), имеет те же самые корни, что и многочлен }(2), 
но все кратности единица. 

Таким образом, задача выделения кратных корней сводит- 
ся к построению по данному многочлену }(2) многочлена Ё (2), 
определяемого формулой (7.22). 

Поскольку знаменатель формулы (7.22) содержит наиболь- 
птий общий делитель двух многочленов }(2) и }’(2), возникает 
задача о нахождении наибольшего общего делителя двух мно- 
гочленов. Переходим к решению этой задали. 

2. Нахождение наибольшего общего делителя двух 
многочленов (алгоритм Евклида). Пусть даны два совер- 
шенно произвольных многочлена }(2) и Ф(2) и требуется най- 
ти их наибольший общий делитель. Не ограничивая общности, 
будем считать, что степень ф(2) не выше степени }(2). Тогда, 
поделив (2) на (2) столбиком, мы придем к формуле (7.13) 


(см. 

(=) = $(=)4(2) + ти(2), (7.27) 
в которой, как установлено в 8 2, степень осталка т1(2) мень- 
ше степени делителя (2). Это дает нам право снова поделить 
столбиком (2) на т1 (2). В результате этого деления мы получим 
формулу, аналогичную формуле (7.13): 


(2) = т1(2)41 (2) + т2(2), (7.27°) 
в которой степень остатка, 72(2) ниже степени делителя т1 (2). 
Далее мы делим столбиком т1(2) на 72(2) и т. д. В результате 


получим 
71 (2) = 72(2)92(2) + тз(=), (7.27°) 


"к_2(2) = тк_1(2)9к—1(2) + тк(2). (7.27®) 
Поскольку при каждом делении столбиком степень остатка бу- 


дет снижаться по крайней мере на единицу, повторив описанный 
процесс достаточно большое число Ё раз, мы на (А + 1)-м шагу 


получим остаток, равный нулю !), т. е. 


"к_1(2) = 7к(2)9к (2). (7.2781) 
Докажем, что последний отличный от нуля остаток гх(2) явля- 


ется наибольшим общим, делителем многочленов }1(2) и Ф(2). 
Достаточно доказать два утверждения: 


1) Если остаток не обратится в нуль в одном из промежуточных звеньев 
описанного процесса, то после некоторого количества & шагов мы получим 
остаток г»(2) нулевой степени. Тогда следующий остаток гк-+1(7 ) заведомо 
равен нулю (ибо любой многочлен делится на многочлен нулевой степени). 
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1} многочлены }(2) и Ф(2) делятся на ть(2) фто означает, что 
"к(2} является одним из делителей {(2) и Ф(2)); 

2) многочлен тг»(2) делится на любой делитель то(2} много- 
членов }(2) иф(2) (это означает, что ть (2) — наибольший общий 
делитель указанных многочленов). 

Для доказательства утверждения 1) заметим, что, в силу 
(7.2711), т,_1(2) делится на гу (2), а тогда, в силу (7.27^), тк_2(2) 
делится на ть(2) ... Поднимаясь вверх по цепочке равенств 
(7.27')-(7.27^), мы, наконец, докажем, что Ф(2) и {(2) делятся 
на ть (2). 

Докажем теперь утверждение 2). Пусть то(2}) — любой де- 
литель многочленов }(2) и (2). В силу равенства (7.271) тт (=) 
делится на 10(2), а тогда, в силу равенства (7.272), т(=) делит- 
ся на то(2), в силу равенства (7.273) тз(2) делится на т0(2) ... 


Опускаясь по цепочке равенств (7.271)—(7.27^), мы, наконец, до- 
кажем, что 7ь(2) делится на 70(2). 

Тем самым мы полностью обосновали описанный выше про- 
цесс нахождения наибольшего общего делителя двух многочле- 
нов. Этот процесс обычно называют алгоритмом Евклида. 

Пример. Найдем наибольший общий делитель двух мно- 
гочленов () 


(2) = — 223 + 32° -28+1 и 9(2)=42 - 627 +62-2. 


Поделив {(2) на (2) столбиком, будем иметь 


21 —223 +327 —25 +1 |4 — 62° +62 —2. 
_ А 5 г. — - 
529-452 В +1 
+ 12+ 
ри 


Далее мы должны были бы поделить (2) на обведенный пунк- 
тиром многочлен. Однако, поскольку наиболыший общий де- 
литель определен с точностью до произвольного постоянного 
множителя, удобно умножить обведенный пунктиром остаток 


на 4/3 и поделить (2) на многочлен 27 — 2 + 1. В результате 


1) Легко видеть, что ф(2) = }' (2). 
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423—622 +62 —2 2+1 


получим 


423—422 45 4—2 
—222 4+9; —2 
—222 4+9; —2 


остаток равен нулю. 


Таким образом, наиболыпий общий делитель многочленов 
#(>) и Ф(2) равен 27 - +1 те. 


В (2), $(2)] = +1. 

Замечание 1. В приведенном выше примере мы для 
простоты взяли многочлены }(2} и ф(2) с вещественными коэф- 
фициентами. Та же методика сохраняет силу и для многочленов 
с комплексными коэффициентами. 

Замечание 2. Следует отметить, что до настоящего 
времени практически отсутствуют устойчивые численные мето- 
ды вычисления корней произвольных многочленов с заданной 
точностью. Однако, имея предварительную информацию о рас- 
положении искомого корня многочлена на некотором сегменте 
числовой оси, мы можем вычислить этот корень с интересующей 
нас точностью с помощью методов, изложенных в $ 1 гл. 12. 


$ 5. Разложение правильной рациональной дроби 
с комплексными коэффициентами на сумму 
простейших дробей 


Рациональной дробью называется отношение двух алге- 
браических многочленов. Рациональная дробь называется пра- 
вильной, если степень многочлена, стоящего в числителе, мень- 
те степени многочлена, стоящего в знаменателе. В противном 
случае рациональная дробь называется неправильной. Как пра- 
Р(2) 
9 (=)’ 


вило, мы будем обозначать рациональную дробь символом 


понимая под Р(2) и 0(2) алгебраические многочлены. 
Р(2) 
знаменатель которой имеет корнем кратности а комплексное 
число а, т. е. 


Лемма 9. Пусть — правильная рациональная дробь, 


92) = (2 — а) (2), 20 (а) #0 (7.28) 
Тогда для этой дроби справедливо следующее представление: 
ЕСИ Е (7.29) 


< (=) (#—а)& — (х-а)а-ф(2)’ 
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Р(а 
в котором А — комплексная постоянная, равная С, К — це- 
| | ра) | 
лое число 2 1, аф(2) — некоторый многочлен, причем послед- 
няя дробь в правой части (7.29) является правильной. 
Доказательство. Обозначив через А постоянное 
Р(а) 1 


ф(а) 


). рассмотрим разность 
Р(2) _ А 
@(>2)  (2-а)“ 
Приводя указанную разность к общему знаменателю, будем иметь 


Р(2) А_ _ Р(2) - Аф(2) _ __ $(2) | 
00 Са со ва 
где через Ф(2) обозначен многочлен вида Ф(2) = Р(2) — Аф(2). 
Поскольку Ф(а} = Р(а) — Аф(а) = 0, комплексное число а явля- 
ется корнем многочлена Ф(2) некоторой кратности К 2 1, т. е. 


число вида А = 


$(=) = (2 —а)^4(2), тле 4(а) #0. (7.31) 
Вставляя представление (7.31) в формулу (7.30), будем иметь 
РА ыы т 


@(=2)  (2-а)° (а -а) (а) 
Тем самым формула (7.29) доказана. Остается только убедиться 
в том, что дробь, стоящая в правой части (7.32), является пра- 
вильной. Это непосредственно вытекает из того, что разность 


двух правильных дробей является правильной дробью”). 
Лемма 2 доказана. 
Из леммы 2 непосредственно вытекает следующая замеча- 
тельная теорема, устанавливающая факт разложимости пра- 
вильной рациональной дроби на сумму простейших дробей. 


Теорема 7.3. Пусть те — правильная рациональная дробъ, 
знаменатель которой имеет вид 
0(=) = (2 -а)“(2-65)2... (2-е). (7.33) 
Тогда для этой дроби справедливо следующее представление: 
Р(=) А: А> Аз 
А... + + 
(=)  (2-а)°  (2-а) (2 —а) 
В: В2 Бв 
Рае ее -5* 
еб... 4 (7.34) 


(2-7 (2-е (2—©). 


') Число А имеет смысл, ибо ф(а) + 0 в силу (7.28). 


2) В этом легко убедиться, приволя разность правильных дробей к обще- 
му знаменателю. 


56 РАЗЛОЖЕНИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКОГО МНОГОЧЛЕНА 217 


В этом представлении Ал, 42, ..., Аа, В1, Во, ..., Вв, ..., 
Сл, С2,..., С- — некоторые постоянные комплексные числа, 
часть из которых может быть равна нулю. 
Доказательство. Сначала применим лемму 2 к 
Р(=) 
4 (=) 
нем ()(2) кратности а. При этом получим равенство (7.32). К 
правой части этого равенства снова применим лемму 2, имея в 
виду, что либо комплексное число а является корнем знамена- 
теля указанной правой части кратности а — К (при а — А > 0), 
либо, в силу разложения (7.33), комплексное число 6 являет- 
ся корнем этого знаменателя кратности В (при а — К = 0). В 
результате получим равенство, аналогичное (7.32), к правой ча- 
сти которого снова можно применить лемму 2. Продолжая ана- 
логичные рассуждения далее (т. е. последовательно применяя 
РО) пред- 
9) “” 


дроби ‚ Имея в виду, что комплексное число а является кор- 


лемму 2 по всем корням (@(2)), получим для дроби 


ставление (7.34). Теорема доказана. 
Замечание. Поскольку в лемме 2 число К может быть 
больше единицы и многочлен Р(2}) может иметь корни, совпа- 


дающие с корнями ()(2), то часть коэффициентов Ат, ..., Аа, 
Вт, ..., Вв, Сь, ..., С. в формуле (7.34) может быть равна 
нулю. 


$ 6. Разложение алгебраического многочлена 
с вещественными коэффициентами на произведение 
неприводимых вешественных множителей 


Выше мы изучали разложение на сумму простейптих дробей 
рациональной дроби с комплексными коэффициентами. Нашей 
окончательной пелью является разложение рациональной дроби 
с вещественными коэффициентами на сумму простейших дро- 
бей с вещественными коэффициентами. 

Для достижения этой цели мы должны прежде всего най- 
ти разложение алгебраического многочлена с вещественными 
коэффициентами на произведение неприводимых вещественных 
множителей. Этому и посвящен настоящий параграф. 

Пусть 


(2) = ааа" "+ о"? +... +6 (7.35) 


— приведенный алгебраический многочлен с вещественными 
коэффициентами ст, с2,... ‚Сп. 

Прежде всего докажем следующую теорему. 

Теорема 7.4. Всли комплексное число а является корнем 
алгебраического многочлена с вещественными коэффициента- 
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ми (7.35), то и сопряженное ему комплексное число") а так- 
же является корнем многочлена (7.35). Более того, если ком- 
плексный корень а имеет кратность А, то ц корень а чмеет 
кратность А. 

Доказательство. Прежде всего докажем следую- 
щее вспомогательное утверждение: если }(2) — многочлен с ве- 
шественными коэффициентами, то комплексная величина (7) 
является сопряженной по отношению к величине }(2). Доста» 
точно доказаль, что для любого номера п величина (2)” явля- 
ется сопряженной по отношению к величине 2”. Это последнее 
непосредственно вытекает из тригонометрической формы ком- 
плексного числа. В самом деле, пусть 


2 = р(с0з9 1310). 


Тогда | | 
8 = р[соз(—0) + 1зщ(—0)]. 
В силу формулы Муавра (7.11) 
} = р" (соз 9ъ - 1зш 9), 
(2)" = р" [соз(—0%) + 1зщ(-—9%)] = р” (с0$ 9% — зщ 9ю). 


Из сопоставления двух последних формул вытекает, что (2)” 
является величиной, сопряженной по отношению к 2”. Вспомо- 
гательное утверждение доказано. 

Пусть теперь комплексное число а является корнем много- 
члена }(2), т. е. Г(а) = 0. В $ 1 этой главы мы установили, 
что комплексное число равно нулю тогда и только тогда, когда 
равно нулю сопряженное ему число. Стало быть, из равенства 
Т1(а) = 0 и из доказанного выше вспомогательного утверждения 
вытекает, что }(а) = 0, т. е. число а является корнем {(2). 

Пусть дано, что кратность корня а равна Л. Тогда в силу 
теоремы 7.2 


(а) = (а) = (а) =... = Иа) = 0; Ка) 20. (7.36) 
Так как комплексное число равно нулю тогда и только тогда, 


когда равно нулю сопряженное ему число, то из доказанного 
выше вспомогательного утверждения и из соотношений (7.36) 


вытекают следующие соотношения 2): 
(а) = Га) = (а) =... = ААВ (@) =0, КА (а) 20. (7.37) 


1 . 

) Всюду в дальнейшем мы будем обозначать комплексное число, сопря- 
женное данному, тем же символом, что и данное число, но с черточкой 
наверху. 


*) При этом мы учитываем, что производная многочлена с вещественны- 
ми коэффициентами представляет собой многочлен также с вещественными 
коэффициентами. 


56 РАЗЛОЖЕНИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКОГО МНОГОЧЛЕНА 219 


В силу теоремы 7.2 соотношения (7.37) означают, что число а 
является корнем }(2) кратности А. Теорема 7.4 доказана. 

Пользуясь теоремой 7.4, найдем разложение многочлена, с ве- 
шественными коэффициентами ') {(х) на произведение непри- 
водимых вещественных множителей. Пусть многочлен }(5} име- 
ет вещественные корни 61, 62,... ‚би кратности бт, 02,... ‚ бт с0- 
ответственно и комплексно сопряженные пары корней а1 и а1, 
а2 И @2,..., @й И ап кратности Ат, А2,..., Аи каждая пара соот- 
ветственно. 

Тогда, согласно результатам 8 3, многочлен }(5%} может быть 
представлен в виде 


#(+) = «- 5)" (т — 65)... (-6)'" (т — а )^ (т фа) х 

х (т — а2)^? (5 — а2)^?... (х-а) (х-а,)^". (7.38) 
Обозначим вещественную и мнимую части корня ар (К = 
= 1,2,...,п) соответственно через и и %х, т. е. пусть ак = 


= их А, Тогда ах = ик — ик. Преобразуем для любого К = 
= т й ... ‚№ выражение 


(х — ак )^* (х —а,)^* = — [(2 __ ар) (1 __ а’)|^* = __ 
= (2 — мк — пе — ш +8 = [(@ — +9 = 
= (2? + рьё + 4), — (7.39) 
где 
— 2,2 2 
Рк — Рик, ЧК = ЧЕ, 


Вставляя (7.39) в (7.38), окончательно получим следующее раз- 
ложение многочлена }(х) на произведение вещественных непри- 
водимых множителей: 


#(%) = (2-6): (х — 6)... (-Ь,)” (22 + речах 
х (1° + рот + 42)^?... (17 + рф + т)". (7.40) 


Мы приходим к выводу, что многочлен }(т) с вещественными 
коэффициентами распадается на произведение (7.40) неприво- 
димых вещественных множителей, причем множители, соответ- 
ствующие вещественным корням, имеют вид двучленов в степе- 
нях, равных кратности корней, а множители, соответствующие 
комплексным парам корней, имеют вид квадратных трехчленов 
в степенях, равных кратности этих пар корней. 


1) В дальнейшем нам придется иметь дело с многочленами от переменной, 
принимающей лишь вещественные значения. Поэтому для ее обозначения 
удобнее пользоваться буквой х, а не д. 


220 ИНТЕГРИРОВАНИЕ В ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЯХ ГЛ. 7 


$7. Разложение правильной рациональной дроби 
с вещественными коэффициентами на сумму 
простейших дробей с вещественными коэффициентами 


Имеют место следующие два утверждения. 


Лемма 9. Пусть —-^ — правильная рациональная дробь с 


4 (т) 


вещественными, коэффициентами. знаменатель которой име- 
ет вещественное число а корнем кратности а, т. е. 


(5) = (т —а)"ф(т), где ф(а) #0. 


Тогда для этой дроби справедливо следующее представление: 


Р(т А ль 

Ре) А (7.41) 

(т)  (г-а) (та) бот) 
В этом представлении А — вещественное число, равное А = 
= Ра) К — целое число > 1, аф(т) — некоторый многочлен 
—— Ф(а)` Ч '” > } ` р 


с вещественными коэффициентамы, причем последняя дробь в 
правой части (Т.АТ) является правильной. Лемма 3 доказатель- 
ства не требует, так как непосредственно вытекает из леммы 2. 
Следует только учесть, что, поскольку Р(т) и О(т} — много- 
члены с вещественными коэффициентами, а а — вещественный 
корень, многочлены ф(т) и (5) также имеют вещественные ко- 
Р(а) 
ф(а) 


эффициенты и, стало быть, постоянная А = является ве- 


иественной. 


Лемма 4. Пусть —-^ — правильная раичональная дробь с 


вещественными коэффициентами, знаменатель которой С) (т) 
имеет комплексные числа а = и+ ча = и- ш корнями 
кратности А, т. е. 


0(т) = (1° + рх + 4)^Ф(1), где ф(а) #0, (а) #0, 


р=-2и, а=ш чи. (7.42) 
Тогда для этой дроби справедливо следующее представление: 
Р(х) _ Ме + № (т) (7.43) 


92) ых” @? ++ №) 


В этом представлении М и № — некоторые вещественные то- 
стоянные, Е — целое число > 1, аф(т) — некоторый многочлен 
с вещественными хоэффициентами, причем последняя дробь в 
правой части (7.43) является правильной. 

Локазательство леммы 4. Договоримся 
обозначать вещественную часть комплексной величины А сим- 
волом Ве [А], мнимую часть комплексной величины А символом 
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Гл [4]. Положим 1) 
ить. у-ы аа] (88 


Нетрудно проверить, что указанные М и № являются решением 
следующего уравнения: 


Р(а) — (Ма + №)х(а) = 0. (7.44) 


В самом деле, поделив это уравнение на (а), и приравняв нулю 
действительные и мнимые части, мы получим два равенства 


Ми-+ М = Ве | 2@) | 
‚ ф(а). 

Мо = вв 2 ® | 
ф(а) 1 


из которых определяются написанные выше М и №. Рассмотрим 
теперь разность 

Р(т) _ Ме + № 

О(т) (12+ ре +а)^` 


Приводя указанную разность к общему знаменателю, будем 
иметь 

Р(2) _ М+М _ Ра) - (Ме +М№)р(е) _ Ф(т) 

@(=) (2 -рё+4) (=? + ра + 9)^ф (2) (2? + ре + 9)^ф(=)` 

(7.45) 

Здесь через Ф(х) обозначен многочлен с вещественными коэф- 
фициентами вида Ф(т) = Р(х)- (Мх-+М)ф(т). Равенство (7.44) 
позволяет утверждать, что комплексное число а, а стало быть, 
в силу теоремы 7.4, и сопряженное ему число а являются корня- 
ми многочлена Ф(5) некоторой кратности К > 1. В таком случае 
для многочлена Ф(5) справедливо представление 


Ф(т) = (2+ ре +4)" (т), (7.46) 


где (т) — некоторый многочлен с вещественными коэффици- 
ентами, не имеющий в качестве корней числа а и а. Вставляя 
представление (7.46) в формулу (7.45), получим представление 
(7.43). Тот факт, что последняя дробь, стоящая в правой части 
(7.43), является правильной, вытекает из того, что эта дробь 
равна разности двух правильных дробей. 

Лемма 4 доказана. 

Последовательное применение лемм 3 и 4 к дроби Р(х)/0(т) 
по всем корням знаменателя приводит нас к следующему заме- 
чательному утверждению. 


1) В силу (7.42) ф(а) = 0, так что отношение Р(а)/ф(а) рассматривать 
можно. 
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Теорема 7.5. Пусть 9) — правильная рациональная 


дробъ с вещественными коэффициентами, знаменатель кото- 
рой имеет вид 


@(т) = ("в №... (в Вы)" (ай + рые +9) 
(= -- Риф — 0)" 


Тогда для этой дроби справедливо следующее разложение на 
сумму простейших дробей: 


(1) 
Р(х) — в) во) + БВ, + 
(=) (1-1) (1-1) (2 — 61) 71 
(ть) (ть) (т) 
о Ч. 
(т —6») (т — 6)? (т — бы)" 
1 1 
Ма + М0) М+М Мм, 
(т? + ре +9)  (1?+ре+а)? ` (а?+раЕ+а)^ 
Мб + м Ат М | Мам” 
(22 ре +41) (1 фр + 4)? о (122 фра +)", 
(7.47) 
1 1 т 1 1 
В этом разложении В‹ ) В ) ..., Ву"), м! ) м ) ..., м, 


й 
м р некоторые вещественные постоянные, частть из кото- 
7 у 


рых может быть равна нулю. 

Замечание. Для конкретного определения только 
что указанных постоянных следует привести равенство (7.47) 
к общему знаменателю и после этого сравнить коэффициенты 
при одинаковых степенях 1 в числителях. 

Примеры и разъяснения. 

1”. Разложить на сумму простейтих правильную дробь 


24° + 45° +242 
(т 1)?(2? +2410. 


Убедившись в том, что квадратный трехчлен 57 + т +1 имеет 
комплексные корни, ищем, согласно теореме 7.5, разложение в 
виде 

22” + 4” -#+2 _ В! В> Ме + № 


—- 


що А 7.48 
(#— 1)2(22 ++ ф—1 (&—1)? +т+1 


Приводя равенство (7.48) к общему знаменателю, получим 


25 +45 +2+2 _ В (2 - В+ В (а +а+ + (Ма+М№)(" [2+1 
(&— 22 ++ = (%—1)2 (22 +:+1) 


Сравнивая в числителях коэффициенты при 10, 5', 5* и 13, при- 
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дем к системе уравнений 1) 


-+М =2, 


В +М-2М = 4, 


Во + М - ЗМ = 1, 


— В + Вэ + М =2. 


Решая эту систему, найдем Б1 = 2, Б =3 М =0М№=1. 
Окончательно получим 


25° + 45° +2+2 _ 2 3 1 
Только что проиллюстрированный метод отыскания разло- 
жения правильной рациональной дроби называется методом 
неопределенных коэффициентов. Этот метод приводит к цели 
всегда; доказывать разрешимость полученной в результате при- 
менения этого метода системы уравнений не нужно — разреши- 
мость вытекает из теоремы 7.5. 

2°. Проиллюстрируем метод неопределенных коэффициентов 
еше одним примером. Требуется найти разложение правильной 
дроби 


(7.49) 


За“ + 253 + 342 —1 
Так как квадратный трехчлен 17 + 1 имеет комплексные корни, 
ишем, согласно теореме 7.5, разложение в виде 
32 +223 +3452-1_ В Ма+ М , Мое + №. 
(т — 2)(22412 2-2 22-41 ТВ. 


Последнее равенство приводим к общему знаменателю и после 
этого сопоставляем числители. Получим 
За + 253 + 32? —1= В+ ++ 
3 ; 2 6 6 
+ (Мф + М) (27 — 257 +х-—2) + (Мох + №)(5-2). 
Сравнивая коэффициенты при 50, 5!, 17, 53 и т“, придем к си- 
стеме уравнений 


В+ М: = 3. 


М, -2М: = 2, 


В+ М — 2+ М = 5. 


М: — 2 + № — 25 = 0, 


В — 2М№М — 2№ = -1. 


1) При этом мы используем утверждение, сформулированное в сноске 2) 
на с. 209. 
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Решая эту систему, найдем В = 3, М: = 0, М =2, № =1 
№ = 0. Окончательно получим 
311 + 253 + 312 —1 3 2 д; 
— —_О_—<—ы»—»—ы—ры——>ыы —>—++.--+.-.—.—- ти т а 7.50 
(%— 2)(22 +1)? ЕЕ | (2+1 ) 


3°. Метод неопределенных коэффициентов, как видно из рас- 
смотренных примеров, является довольно громоздким. Есте- 
ственно поэтому в тех случаях, когда это возможно, найти 
другой, более простой метод отыскания коэффициентов в раз- 
ложении правильной рациональной дроби на сумму простей- 
птих. Пусть знаменатель (©(т) правильной рациональной дро- 
би Р(х)/©(1) имеет вещественное число а корнем кратности а. 
Тогда среди простейших дробей, на сумму которых расклады- 
вается дробь Р(2)/0(х), будет фигурировать дробь 


А 


(«-а)°` 


(7.51) 


Укажем совсем простой метод вычисления коэффициента А при 
этой простейшей дроби. Привлекая лемму 3 и формулу (7.41), 
мы убедимся в том, что коэффициент А равен 


А = Р(а)/ф(а), где ф(т) = 9(т)/(х — а)". 
Мы приходим к следующему правилу: для вычисления коэффи- 
циента А при простейшей дроби (7.51), соответствующей ве- 
щественному корню а многочлена 9(т) кратности а, следует 


Р(=) 


вычеркнуть в знаменателе дроби 9) скобку (т—а)“ и в остав- 


шемся выражении положить т = а. 

Указанный прием нахождения коэффициента А обычно на- 
зывают методом вычеркивания. Отметим, что этот прием при- 
меним лить для вычисления коэффициентов при старших сте- 
пенят простейших дробей, соответствующих вещественным 
корням 0(х). 

етод вычеркивания особенно эффективен в случае, когда 
знаменатель ()(1) имеет лишь однократиниые вещественные кор- 
ни, т. е. когда ((т) = (5 —а1)(т — а2)... (1 —ар). Тогда, как мы 
знаем, справедливо разложение 
Ре) А р А 


0(%) т-а д — а2 х — ак х— ал’ 


все коэффициенты которого могут быть вычислены по методу 
вычеркивания. Для вычисления коэффициента Ах следует вы- 
черкнуть в знаменателе дроби Р(т)/0(т) скобку (5х — ак) ив 
оставшемся выражении положить т = ах. 

Пример. Найти разложение дроби 


+1 
(&—1)2(%-2). (7.52) 
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Согласно теореме 7.5 пишем 


+1 _ А: А> Аз 
(&-—-1х(т-2) 1" т 5. 


Для отыскания Ат вычеркиваем в выражении (7.52) скобку (т— 
— 1) ив оставшемся выражении берем 5 = 1. Получим А1 = —2. 
Аналогично находим Аз = 1/2, Аз = 3/2. 
Окончательно получим 
+1 —2 1 3 


евр и | 9-9 


(7.53) 


$ 8. Проблема интегрирования рациональной дроби 


Теперь мы подготовлены к тому, чтобы в общем виде решить 
проблему интегрирования рациональной дроби с вещественны- 
ми коэффициентами. 

Прежде всего, отметим, что эта проблема сводится к про- 
блеме интегрирования только правильной рациональной дроби, 
ибо всякую неправильную рациональную дробь можно (посред- 
ством деления числителя на знаменатель «столбиком» ) предста- 
вить в виде суммы алгебраического многочлена неправильной 
рациональной дроби. 


Пример. 
4 3 
+1 2 Дх +1 
= (17—21 —ыо 
Жо Ра ьн о, 
ибо 
д — 23-1 22 +2+2 
ТА Е 13 + 2412 12—25 
—253 — 94241 


—2413 — 242 — 45 
остаток [| + 4х 


Интегрировать многочлен мы умеем (напомним, что неопре- 
деленный интеграл от многочлена представляет собой некото- 
рый многочлен степени, на единицу более высокой). Остается 
научиться интегрировать правильную рациональную дробь. В 
силу теоремы 7.5 проблема интегрирования правильной рапио- 
нальной дроби сводится к интегрированию простейших дробей 
следующих четырех типов: 


72 п 72 Ш Мх-+ № Мх-+ № 
"ф_Ь’ `(#-—6)8’ (2? + рж +4)’ (2? + рх +а4)^' 
(7.54) 


8 В.А. Ильин, Э.Г. Позняк, часть [ 
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Здесь В = 2,3....; А = 2,3....; В, М, №, В, ри 4 - некото- 
рые вещественные числа, причем трехчлен 27 - рх - 4 не имеет 


вещественных корней, т. е. а— “- > 0. 


Докажем, что каждая из четырех указанных дробей интегри- 
руема в элементарных функциях. 

ДЛроби вида Ги П элементарно интегрируются при помоши 
подстановки # = т — 6. Мы получим 


р = В “= Вш+С=Вш 6+ С, (7.55) 
— В 1 _ «В 1 

р рр гв [= — (В-Пв- вт = вв р С. 

(7.56) 


Для вычисления интеграла от дроби вида Ш представим квад- 
, 2 _2 
ратный трехчлен в виде (52° + рх + 4) = (2 — р. — (4 — ‚.) И, 
_2 


учитывая, что 0 — “- > 0, введем в рассмотрение вещественную 


_ 2 
постоянную а = +\/9— -. Сделав подстановку ф = + 5. будем 


иметь 
МР 


(Ме+ М) «= ты 
(2? + рё а) Ра” 


-м 21а м М) & _ 
вт | 2 , 12 а? — 
| 
и [чье о (=) — 
12 та? 2 /а (-) 
| Л (-) +1 


а 


2№ — Мр 


_ М 2 
= 5 № (2 + а^) + 5 


ме С = 
а 2“ 2№ — Мр 


пер 


Остается вычислить интеграл от дроби вида ТУ. Используя вве- 


= (17 ре -+ а) (7.57) 


5 атс = 


денные выше обозначения # = Хх - 5. а=д/а— — получим 
р 
Ме+м — м+ (м- 5) 
(2? + рх + а4)^ (? + а?)^ 


=" а(Е” а”) | — 5" 
(аз | 2 Ее 
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Интересующий нас интеграл будет вычислен, если будут вычис- 
лены интегралы 


а(Е + а”) @ 
И рии А К — —щ—щ_, 
] (2 т а?)^' А ] (#2 а2)^ 


Интеграл / берется элементарно: 


1 1 +С= 1 1 


С. 


Интеграл А» вычислен нами в примере 6 в конце $ 2 гл. 6. 
Там мы получили для этого интеграла рекуррентную формулу 
(6.12), позволяющую последовательно вычислить Кл для любо- 
го А =2,3...., опираясь на то, что 


СЕ 1 $ 
А: = = саге - + С. 
1 ] 12 а? а 5 а т 


Итак, нами вычислены интегралы от всех четырех простейших 
дробей (7.54) и доказано, что каждый из этих интегралов пред- 
ставляет собой элементарную функиию'). Тем самым мы при- 
ходим к следующей теореме, исчерпывающей проблему интегри- 
рования рациональной дроби. 
Теорема 7.6. Всякая рациональная дробъ интегрируется в 
элементарных функциях. 
В заключение этого параграфа мы остановимся на приме- 
рах вычисления неопределенных интегралов от рациональных 
дробей. Вычислим неопределенные интегралы от трех дробей, 
рассмотренных в предыдущем параграфе (7.49), (7.50) и (7.53). 
Пользуясь указанными тремя формулами, а также формулами 


(7.55), (7.56) и (7.57), будем иметь: 
25° + 45° +2 Чт = 
(ж-— 1)2(42+1+1) 


4х —_ 


Ты бозащеы 
р — 


т 7 + С. 


1) Точнее, выражается через логарифм, арктангенс и рациональную 
функцию. 


з* 
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р За + 23 + 312 —1 
2. ыы а= 
(2 — 2)(12 +1)? 


2 ат х ат 
= [= 2 47 К раеь (22 +1)? 


_ |+ 2агс т [| 4+0 _ 
= Зш |5 — 2] + 2 агсфе х + 5 | 21 = 
= Зш |5 —2| {+ 2атоех — ен +0. 


& +1 3 —_ 
5. и: = | Еее + | 8 ея“ 


= 21 #-— И+- 52| +5 ше 21+ С. 


$ 9. Метод Остроградского 


М.В. Остроградским () предложен остроумный метод выде- 
ления рациональной части интеграла от правильной рациональ- 
ной дроби Р(т)/С(т). 

Анализируя вид интегралов от четырех простейших дробей 
(7.54), можно сделать следующие выводы: 

1) Интегралы от дробей вида Ги Ш, знаменатели которых со- 
держат двучлен или соответственно трехчлен в первой степени, 
являются нерациональными функциями (они равны логарифму 
или арктангенсу). 

2) Интеграл от дроби вида П, знаменатель которой содержит 
двучлен в степени В > 1, является правильной рациональной 
дробъю со знаменателем, равным тому же двучлену в степе- 
ни В — 1. 

3) Интеграл вида ГУ, подынтегральная функция которого со- 


держит в знаменателе трехчлен в степени А, в конечном итоге 7) 

равен сумме правильной рациональной дроби со знаменателем, 

равным тому же трехчлену в степени А — 1, и приводящегося 
т 

(1? +рё +4). 

Выводы 1), 2), 3) позволяют заключить, чему равна рацио- 
нальная часть всего интеграла от правильной дроби Р(т)/©(т), 
которую мы, кроме того, будем считать несократимой. Пусть 
знаменатель ((т) имеет вид 


0(1) = (2-9)... (#6) (2? реа)... (риа) 
(7.58) 


к арктангенсу интеграла соп8% 


1) Михаил Васильевич Остроградский — русский математик (1801-1861). 
2) С учетом рекуррентной формулы (6.12), полученной в конпе $ 2 гл. 6. 
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Тогда рациональная часть интеграла от правильной рациональ- 
ной дроби Р(1)/0(1) равна сумме правильных рациональных 
дробей, знаменатели которых соответственно равны 


(т — 511, 5 (2 — =)” 1, (2° рф + 4)“, ... 


. (27 - Риф Чт) 


Рациональная часть интеграла от дроби Р(х)/©(х) прелд- 
ставляет собой, очевидно, правильную рапиональную дробь 
Р/(х)/От(х), знаменатель которой (©1(5) имеет вид 


О1(т) = (#«- 6) '... (в - 6,” (а? + те +"... 
(27 рот + 4%)" ". (7.59) 


Подсчитаем теперь сумму тех простейптих дробей, интегра- 
лы от которых представляют собой нерациональные функции. 
Из выводов И и 3) вытекает, что эта сумма равна правильной 
рациональной дроби Р5(х) /05( ), знаменатель ()5(т) которой 
равен 


О5(т) = (1-8)... («и (а руд 91)... («+ рье+9). (7.60) 
Таким образом, мы приходим к следующей формуле, впервые 
полученной М.В. Остроградским: 


Ра), Во), Г Ра) 
9) “* = 9%) ] 9.6) 


В формуле Остроградского многочлены ()1 (5) и 05(1) определя- 
ются формулами (7.59) и (7.60) и могут быть вычислены без раз- 
ложения многочлена (т) на произведение неприводимых мно- 
окителей. 

В самом деле, в силу результатов 8 4 (см. формулу (7.25)}, 
многочлен ()1(%) представляет собой наибольший общий дели- 
тель двух многочленов О(5) и ('(5) и может быть вычислен при 
помощи алгоритма Евклила (см. 8 

Многочлен ()5(5), в силу формул (7. 58), (7.59) и (7.60), пред- 
ставляет собой частное ()(т)/©1(1) и может быть вычислен по- 
средством деления (©(1) на ()1(т) «столбиком». 

Остается вычислить многочлены Р!(т) и Р5(5т). Поскольку 

дроби Р!(х)/@1(х) и Р>(х)/02(х) являются правильными, мно- 
гочлен Р!(5) естественно задать как многочлен с неопределен- 
ными коэффициентами степени на единицу ниже, чем ()1(5), 
а Р>(х) — как многочлен с неопределенными коэффициента- 
ми степени на единицу ниже, чем ()5(5). Для вычисления ука- 
занных неопределенных коэффициентов следует пролифферен- 
цировать формулу Остроградского (7.61), привести результат 
дифференцирования к общему знаменателю и сопоставить ко- 
эффициенты при одинаковых степенях х в числителях. 


Ав —1 


(7.61) 
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Таким образом, метод Остроградского представляет собой 
остроумный прием интегрирования рапиональной дроби без 
предварительного разложения этой дроби на сумму простейших. 
Этот прием особенно эффективен в том случае, когда корни 
()(т) в основном являются кратными или когда вызывает за- 
труднение нахождение корней ((т). 

Пример. Методом Остроградского вычислить 


6 — 7х — т” 
ал. 
, 14 — 253 + 312 —- 2%-+1 


0(1) = 11 — 253 + 312 — 2% +1, 

О'(т) = 41° — 657 + 65 —2. 
Ищем ©1(7) как наибольший общий делитель многочленов ()(5) 
и @©'(т). Заметим, что наибольитий общий делитель именно этих 


двух многочленов уже найден нами в примере, рассмотренном 
в конце $ 4. Он равен 


Имеем 


О: (1) = 1 -ж 1. 
Поделив С((т) на О1(т) «столбиком», найдем 


05(1) = 2-х +1. 


Р! (1) и Р>(т) задаем как многочлены первой степени с неопре- 
деленными коэффициентами. 
Формула Остроградского (7.61) принимает вид 


6 — 7х — д” Ах + В ОСП 
Чт = ах. (7.62 
А Ще. 2-+1 


Для определения коэффициентов А, В, С, Р продифференци- 
руем формулу (7.62). Получим 
б— 71-х” _ А(1“-х+1)- (А+ В)(22- 1 Ст-+р 


24 — 213 + 312 —-2%-+1 (12-&+1)? Тек и. 


Результат лифференпирования приводим к общему знаменате- 
лю, после чего сопоставляем числители. Получим 


6—7т—2° = А(2°—х+1)-(Ах+В)(2=-П-(Ст-+Ь)( -х+1. 


0 „1 2:2 3 


Сравнивая коэффициенты при т’, д’, д“ и 1”, получим систему 


уравнений 
С=0. 
РАО-С=-1. 
-2В-Р+С=-7, 
А+В+Ь = 6. 
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Решая эту систему, найдем А = 2, В =3, С =0, Р =1. Таким 
образом, формула (7.62) принимает вид 


6 — 7х — 1° Чт — 2% +3 -- т 
14 — 253 + 312 - 9% +1 ` 22 —-Жж+1 , 2 -ж+1. 


Вычислив интеграл в правой части, окончательно о 


6 — 7х — 12 2х + 3 
т. = атсф С. 
ее Вт д 7 -+ 


$ 10. Интегрирование некоторых иррациональных 
и трансцендентных выражений 


В предыдущих параграфах мы установили, что интеграл от 
любой рапиональной дроби представляет собой элементарную 
функцию. В настоящем параграфе мы рассмотрим некоторые 
другие классы функций, интегрируемых в элементарных функ- 
цият. Как правило, мы будем посредством некоторой подстанов- 
ки сводить интеграл от рассматриваемой функции к интегралу 
от рациональной дроби. Относительно указанной подстановки 
мы будем говорить, что она рапионализирует интеграл от рас- 
сматриваемой функции. 

1. Интегрирование некоторых тригонометрических 
выражений. Договоримся всюду в дальнейшем символом 
В(т,у) обозначать любую рациональную функцию от двух ар- 


гументов тиу'). 
В этом пункте мы докажем интегрируемость в элементарных 
функциях любой функции вида 
В(зш т, с0з т). (7.63) 
Локажем, что интеграл от этой функции рапионализируется 
подстановкой # = 25 <. Действительно, 


2 п 
. 5 21 2. 2 1-22 
р ем 5 = Е, 
1+ 62° р] 1+? Т- 65? — $? 
и 24 
Я —= 2 агсфе р, Чт — 1+’ 


1) Рациональная функция от двух аргументов определяется следующим 
образом. Многочленом п-й степени от двух аргументов х и у называет- 
ся выражение вида Р» (т, у) = а00 + алот + алу - а2017 -— а11ту - ао2у” -- 
...- аов У”, где аоо, а1о, @01,... ‚ ао» — некоторые постоянные числа. Ра- 
циональной функцией от двух аргументов называется отношение вида 
Р,(х,у)/От (т, у), где Р,(х, у) — произвольный многочлен от двух аргумен- 
тов степени п, а Ож (т, у) — произвольный многочлен от двух аргументов 
степени т. 
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в 1-ЁР\ 24 
В(зшх. сот) ат = в я) Ев: 
] ) , 1+2 ’1-+72/1+Р 


Поскольку рапиональная функция от рапиональной функции 
представляет собой также рациональную функцию, то интеграл, 
стоящий в правой части последнего равенства, является инте- 
гралом от рациональной дроби. 
1 . 
Подстановка # = $ 5› ХОТЯ и является универсальной подста- 


так что 


новкой, рационализирующей интеграл от функции (7.63), часто 
приводит к громоздким выкладкам. В связи с этим мы укажем 
несколько частных случаев, в которых интеграл от функции 
(7.63) может быть рационализирован с помошью других более 
простых подстановок. 


Прежде всего отметим два элементарных свойства рациональной функ- 
ции двух аргументов А(и, 5): 

1°. Если рациональная функция ВА(и, 0) не меняет своего значения при 
изменении знака одного из аргументов (например \), т. е. если В(—и, 0) = 
= Н(и,0), то эта рациональная функция может быть приведена к виду 
В(и,ъ) = В1(и”, 5), где В1 — некоторая рациональная функция своих двух 
аргументов. (Эта функция содержит лишь четииме степени и.) 

2°. Если же при изменении знака и функция А(и, 5) также меняет знак, 
т.е. В(-и,%) = -В(и, 5), то она приводится к виду В(и,%) = В-(и’, и. 
(Свойство 2° сразу вытекает из свойства 1°, если применить его к функции 
В (и, о) /и.) 

Рассмотрим теперь вопрос о рационализации интеграла от функции 
(7.63) для некоторых частных случаев. 
Т. Пусть Е(и, 5) меняет знак при изменении знака и. Тогда, согласно 
свойству 2°, 


| баз, соза) 4 = | льва 1, с0; 2) зшх ах = 


о [льда — с05° 2, с03 2)а(соз 2). 


Таким образом, интеграл от функции (7.63) рационализируется подстанов- 
КОЙ $ = С05Х. 

П. Пусть, далее, функция В(и,0) меняет знак при изменении знака у. 
Тогда, согласно тому же свойству 2°, 


[| псы 1, с0$ 2) 4х = пы 1, 08° 2) сов х ах = 
= | ль д, 1 — чт” т)а(зшх), 


т. е. интеграл от функции (7.63) рационализируется подстановкой # = зшх. 
ПТ. Пусть, наконец, функция В(и,0) не меняет своего значения при 
одновременном изменении знаков и ич, т.е. 


В(—и, —и) = В(и, 0). 


$ 10 ИНТЕГРИРОВАНИЕ ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ ВЫРАЖЕНИЙ 233 


Докажем, что в этом случае интеграл от функции (7.63) рационализируется 
подстановкой # = фе т. В самом деле, в этом случае 


В (и, 5) = В (=, °) = Ал (>, 5) 
Е(-и, 5) = В (=). —) = А: (=. —) 


Таким образом, 


Но тогда, согласно свойству 1°, 
14 14 и 
ИЯ (=, ®) = Я2 (—, ). 
р р 


(7 


В(и, о) = В2 (=. 5) 


Окончательно получим 


Отсюда 


| псы 2,0; 2) ат = лье д, с03° д) ах = 


1 1 ЧЕ 
= р [о ав= |) 
] т) " ] :( те) тет 


и 
еЁ = бох, х = агофеф, ат = 
гд ст, д оф, ах тв , 
Приме . 1) Вычислить интеграл 1 = |, глеа> 0, а 1. 
римеры. 1) Вычислить интеграл ЛП оса р ГА а> 0, а 


Применяя универсальную тригонометрическую подстановку # = %2 1/2, по- 
лучим 


2 41 1-2 
д = 2 агсбо + хе = 05% = 
5 } 1+2’ 1+7’ 
СЕ 2 СЕ 
НН =2 иене ие И 

(а+ +71 -а) а-+!1 1-—а, 
| | Те 

1 {а 


Далее нужно отдельно рассмотреть два случая: 1) 90 <а<12)а>1. 
В случае 0 <а<1 


П = 2 атсве | { та НО = 2 атсбе 1“ г +С 
а? в 1 -+а ле“ | Ут+а 22 


В случаеа > 1 


ВЕ о/р 

ий 1 и —— 
Е А ое АЕ С 

а? —1 Ш а—1 а? —1 | ат 2 

а+1 а+т 82 


шт ах 
т? +1 


2) Вычислить интеграл 12 = | 
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Так как полынтегральная функция меняет знак при изменении знака 
т, то, согласно Т, следует сделать подстановку # = созт. В результате 
получим 


теч Р-р тр 
1 05 $ 2 
= -— Ш совр + М2 + С. 
2/2 08% — \/2 
3) Вычислить интеграл 13 = ] Е Ах. 
Л] эх + с081 х 


Так как подынтегральная функция сохраняет значение при одновре- 
менном изменении знаков зшх и созт, то, согласно Ш, следует сделать 
подстановку {$ = фе х. В результате получим 


Га 1 а(Р) 1 —12. 1 оо 
ЁВз = —= — —= со ($ С = — агсфе (65° т С. 
3 не 5] 2+1 о атсв5 ) + 5 агсев (16 $) + 

2. Интегрирование дробно-линейных иррационально- 
стей. В этом пункте мы докажем интегрируемость в элементар- 
ных функциях любой функции вида 


В (7.64) 


где а, 6, си — некоторые постоянные, п — любое целое по- 
ложительное число. Функцию такого вида мы будем называть 
дробно-линейной иррациональностььтю. 
и 
Докажем, что интеграл от функции (7.64) при а4 — 6 = 0 


п аз-ф 
А ‚ В самом деле, 


рационализируется подстановкой $ = 


ст +а 
ра п __ __ +” —1 
т — 48 +о. я: — а" —Ь ‚< = (а4 — бей Ч. 
сх-+а’ ас. т. (а — <")? | 


так что 


в[х 1/94 +6 ав= ГВ (г —Ь #) (аа — Бе)" * Ч 
`’\ са | а — с" ` (а — с”)? | 


Поскольку рациональная функция от рациональной функции 
представляет собой также рациональную функцию, то интеграл, 
стоящий в правой части последнего равенства, является инте- 
гралом от рациональной дроби. Тем самым доказано, что инте- 
грал от дробно-линейной иррациональности (7.64) рационализи- 


п ах-ьЬ 
сх + а. 


руется подстановкой $& = 


‚ Сделав 


Пример. Вычислить интеграл / = ] | 
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подстановку 


1+% 2 1-+х 2—1 ДЕД 
$ = к = =. = 
1-х’ 1-х’ 2+1? (#2 + 1)?’ 
получим 
12 Е Е 
= =9 | - 2 —= 2 — агсеЁ —= 
вт ] р СЕНО = 


3. Интегрирование биномиальных дифференциалов. Биноми- 
альным дифференииалом называют выражение вида 


"(а х”)? ах, 


глеаиф — любые постоянные, а показатели степеней 9%, п и р — некоторые 
рациональные числа. Изучим вопрос об интегрируемости в элементарных 
функциях биномиальных дифференциалов. 

Прежде всего отметим три случая, когда интеграл от биномиального 
дифференциала допускает рационализирующую подстановку. 

1”. Первый случай соответствует целому р. Биномиальный диффе- 
ренциал представляет собой дробно-линейную иррапиональность вида 
В (т, Их ) 4х, где т — наименьшее общее кратное знаменателей рациональ- 
ных чисел т и п. Стало быть, интеграл от биномиального дифференциала 
в этом случае рационализируется подстановкой & = {/х. 

о ., ,, т 1 
2”. Второй случай соответствует целому числу и Сделав подста- 


т - 
новку 2 =” и положив для краткости ——— — 1 = 4, будем иметь 
п | 


>" @ +6х”)? ах = 1 [< + 65=)° 27а». (7.65) 
. п. 


Подынтегральная функция в правой части (7.65) представляет собой 


дробно-линейную иррациональность вида К, (=. Уа + 62, где 3 — знаме- 
натель рационального числа р. 

Таким образом, во втором случае биномиальный дифференциал рацио- 
нализируется подстановкой 


= Уа-+ 52 = Уа-+ в". 


5 ., ., т +1 
3. Третий случай соответствует целому числу | ——— +р!|. Подын- 
п 


тегральная функция в правой части (7.65) представляет собой дробно- 


линеиную иррациональность вида К &, \/ ——— |, Так что интеграл от 
# 


биномиального дифференциала рационализируется подстановкой вида 


в/ р / 
— ат 0 — 8 а +6. 
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В середине прошлого века П.Л. Чебышев ') доказал, что указанными 
выше тремя случаями исчерпываются все случаи, когда биномиальный 
дифференииал интегрируется в элементарных функицят. 


ах _2, 
Примеры. 1) Вычислить интеграл РЁ = х (а 
) 52ма + Ба? 
2\—1/2 т +1 
+ 6х°) 4х. Здесь т = -2 п= 2 р= 1/2, так что р = —1 
(третий случай). Слелав подстановку 
р ГЕ ОЕ 
т Р-Ь (ЕР -Ь)3з 
будем иметь 
а 
— +6 
(И 22 ы 
т [9 че--че 
а а а 
2) Вычислить интеграл Г = ] 2?(1-2?) "2 ах. В данном случае т = 5, 
т-+1 ., № 
п=2, р= —5, так что = 3 (второй случай). Сделав подстановку 
п 
+ Е 
= 1-17, &=\1-В№, 45=-- 


1-2 


будем иметь 


= - [о-ва = - из | а- ри 


2 _ М@- 22) 
Р-Я? 2 Иа и с 

4. Интегрирование квадратичных иррациональностей 
посредством подстановок Эйлера. В этом пункте мы дока- 
жем интегрируемость в элементарных функциях любой функ- 


ции вида 
В (2, мат? + ох + с) (7.66) 


глеа, Би с — некоторые постоянные. Функцию такого вида бу- 
дем называть квадратичной иррациональностью. При этом мы, 
конечно, считаем, что квадратный трехчлен а5? + 6х - с не име- 
ет равных корней (иначе корень из этого трехчлена может быть 
заменен рациональным выражением). 

Мы докажем, что интеграл от функции (7.66) всегда, рацио- 
нализируется одной из так называемых подстановок Эйлера. 

Сначала рассмотрим случай, когда квадратный трехчлен 
ах? + 6х - с имеет комплексные корни. В этом случае знак ква- 


') Пафнутий Львович Чебынтев — великий русский математик (1821-— 


1894). 
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дратного трехчлена совпадает со знаком а, и поскольку по смыс- 
лу квадратный трехчлен (из которого извлекается квадратный 
корень) положителен, то а > 0. 

Тажим образом, мы имеем право сделать следующую подста: 


новку: 
$ = Мат? + 6х + е+ хуа. (7.67) 


Подстановку (7.67) обычно называют первой подстановкой Эй- 
лера. Докажем, что эта, подстановка рационализирует интеграл 
от функции (7.66) для рассматриваемого случая. Возвышая в 


квадрат обе части равенства / аз? | 6х + с =ф— хуа, получим 
фе -е=Ё и так что 


‚Мате еа = У Иче 


Е 2\/аё-+Ь 


Чт — 2 УаЁ са | 
| (2/аё-+ь)” 


Таким образом, 


[в(. Ум чье) т = 


] Р-с УаР-чичсу\ о уаЁ су | 
= в“ 
2 /аЕ-+ь 2 /аё-+Ь (2/аё+ь)” 


В правой части под знаком интеграла стоит рациональная 
дробь. 

Рассмотрим теперь случай, когда квадратный трехчлен ах? 
- 05 + с имеет несовпадающие вещественные корни тт и 12. 

В таком случае а2* +05 +с =а(т—11)(5—12). Докажем, что 
в этом случае интеграл от функции (7.66) рационализируется 
посредством подстановки 


р = Ум 9 ее (7.68) 


© — 41 
называемой обычно второй подстановкой Эйлера. В самом де- 
ле, возводя в квадрат равенство ал? + 65+ с = Цт-а) и 
сокралщая полученное равенство на (т—х1), получим а(х— 12} = 
=Ё (5х — 21), так что 


—ат5 а / ат — 
д = 92 тн да бис пи, 


2? —а | Е — 


__ 2а(%1 — 42} 
т = Ра) а. 
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Таким образом, 


[в (+ Ушчыче) ат = 


— [в и а  а(тр- =] 2а(х1 — 52) Ч 
Р-а ’ Рр-а (7 — а)? 


В правой части под знаком интеграла стоит рациональная 
дробь. 


ах 


Поскольку квадратный трехчлен 17 + д +1 имеет комплексные 
корни, сделаем первую подстановку Эйлера 

Е А/12 т т+Т+х. 
Возвышая в квадрат обе части равенства Ух? + х+1=- 1, 
получим 12° + -+1=Ё- 2% +17 или х +1=Ё — 2, так что 


Р-1 ОЗ НЕИ 
142 о (14282 


Примеры. 1) Вычислить интеграл Г = ] 


Таким образом, 


— РНЕ о, _ А В {@) 
та [пеетае= |+ + ат 4 


Неопределенные коэффициенты А, В и С легко вычисляют- 
ся: А=2 В=-3,С =-3. кичательно получим 


и 2+х+1+х прыреенмат |+ 


те ии | ©. 

Ия +Е-+| 
2) Вычислить интеграл Г = ] т. . Поскольку 
квадратный трехчлен 1 — 25 — 4? имеет вещественные корни 
а = —1+ У2 и 42 = -—1- \2, слелаем вторую подстановку 


Эйлера (7.68) 


1+2 о 
Возвышая в квадрат обе части равенства М1 -— 25—42 = (хх + 
+1+ 2), будем иметь (—1)(2+1-\2) = Р(х+1+ 2), так 


что , 
-Р (2+1) +У2-1 22 , 


2+1 2-41? 


‚ М1 - 25-12 = 
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2? = УЕЧЕ др — — АУ Ц 


+1 (Р +1)? 


Е 4 
= 4% | +0 (222+. 


Получаем интеграл от рациональной дроби, вычисление которо- 
го предоставляем читателю. 


Таким образом, 


5. Интегрирование квадратичных иррациональностей другими 
способами. Хотя подстановки Эйлера всегда рационализируют интеграл 
от функции (7.66), но обычно эти подстановки приводят к весьма громозл- 
ким и сложным выкладкам. Ввиду этого на практике часто пользуются 
другими способами интегрирования функции (7.66). Этим способам и нпо- 
священ настоящий пункт. 

Вводя обозначение у = Мат? + 55 + си имея в виду, что у” представляет 
собой многочлен, мы можем представить функцию (7.66) в виде суммы 


В(х, у) = Ви (=) + В>(т)/у, 


гле А (х) и А>2(%) — некоторые рациональные функции одной переменной. 
Поскольку интеграл от А1(5) берется (в элементарных функциях), нам до- 
статочно заняться вычислением интеграла от функции В2(1)/у. 


Мы уже знаем '), что всякую рациональную дробь Е2(%) можно прел- 
ставить в виде суммы многочлена Р(х) и правильной рациональной дроби 
Ез(х). Правильную рациональную дробь Вз(т) в свою очередь можно раз- 
ложить на сумму простейших дробей. Имея это в виду, мы можем утвер- 
ждать, что проблема интегрирования функции В>2(5)/у сводится к вычис- 
лению интегралов следующих трех титов: 


Т. ] (2) ах, гле Р(%) — многочлен. 
У 


П. ] (= Алу Ат, гле Аи В — некоторые постоянные, © — натуральное 


число. я х 
1. и ат, где М, №, ри 9 — некоторые постоянные, А — 
(2? - ре + 4)^у 


= 


натуральное число, причем 4 — “. > 0. 


Остановимся на вычислении интегралов типа ТГ, П цч Ш в отдельно- 
сти. 

Т. Для вычисления интеграла типа Г прежде всего установим рекур- 
рентную формулу для интеграла 


п" 
= [= “где т = 0, 1,2... 


Для этого, предполагая, что т > 1, проинтегрируем слелующее проверяе- 
мое посредством дифференцирования тождество: 


тт" 2 


тт с” 1 =” 
И —= та— + [т-—-1Ь + (т — 1)с 
бу = та + (т) + те: 


1) См. начало 5 8. 
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Интегрирование этого тождества приводит нас к равенству 


_ 1 | | | | 
вт = тат, + (= — 5) тт + (т — Пе. (7.69) 
Беря в равенстве (7.69) т = 1, найдем 
1 Ь | | 
п =-иу- — Ц. .70 
' а9 24а у (7.70) 


Полагая затем в равенстве (7.69) т = 2 и используя уже вычисленное зна- 
чение Л! (т. е. формулу (7.70)), найдем 


1) | 1 
1, = — (2аз — 36) 
2 125 ат уу + ги 


Продолжая аналогичные рассуждения далее, мы придем к следующей 
общей формуле: 


(35" — 4ас) 5. 


Ти, = =—1(%)у + ст, (7.71) 
где Ри_1(5) — некоторый многочлен степени т—1, а с» — некоторая посто- 
янная. Если в интеграле типа Г Р(5) представляет собой многочлен степе- 
ни п, то интеграл типа [1 будет равен сумме интегралов 10, /1,... , {м © неко- 
торыми постоянными множителями (коэффициентами многочлена Р(5)). 
Стало быть, в силу равенства (7.71) мы окончательно получим для инте- 
грала типа Т слелдующую формулу: 


] == 4х = О,_к(в)у + Со =. (7.72) 


В этой формуле @„-_+(х) есть некоторый многочлен степени ® — 1, а Со — 
некоторая постоянная. Для определения многочлена ()„-_1(5) и постоян- 
ной Со используется метод неопределенных коэффициентов. Многочлен 
()„_1(%) записывается как многочлен с буквенными коэффициентами 


—1 


Дифференцируя равенство (7.72) и умножая результат дифференцирова- 
ния на у, получим 


Р(2) = 0'_ (аа тео 59,1 (2) (22 +) + Со. (7.13) 


В обеих частях равенства (7.73) стоят многочлены степени п. Приравнивая 
их коэффициенты, получим систему п- 1 линейных уравнений, из которых 
определяются Ао, А1,..., Аль и Со. Разрешимость полученной системы 
вытекает из справедливости формулы (7.72), уже доказанной нами. Оста- 
ется добавить, что интеграл, стоящий в правой части (7.72), приводится 


к табличному посредством линейной замены переменной ф = $ -+ ру При 
а 


ат 


помощи указанной замены интеграл —— С ТОЧНОСТЬЮ ДО постоянного МНо- 


жителя сводится к одному из следующих двух интегралов: 


= в {+ УРЕР 


+С (Е = сов > 0) 


а 


или 


. 
— агся1и т. +С. 


а 
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Пример. Вычислить интеграл 


Чт. 


Л 1+ 2х — 12 


Для рассматриваемого интеграла формула (7.72) имеет вид 


р | 5. Чт 
4 = (40+ Аше + А) 22+ С. | - 


1-+ 25 — с? 
(7.74) 
Дифференцируя эту формулу и умножая результат лифференцирования на 
М1 + 2х -— 12, получим 
= (А. +2452)(1+ 24 — #*) + (Ао + Ав + А 2) (1 —- #) + (6. 
Сравнивая коэффипиенты при 23, 2, д", 20 в правой и левой частях, по- 
лучим систему уравнений 


ЗА. =1, 

БА —2А; = 0, 

2А. ЗА, — Ао = 0, 
А: + А+ С =0. 


Решая эту систему, найдем Аз = —1/3, А! = —5/6, Ао = —19/6, Со = 4. 
Интеграл, стоящий в правой части (7.74), вычисляем посредством замены 
ф=т-—1. Получим 


ие Ш — агезш —— р + С = агезш 21 +С 
= = 1 = —— . 
У \№2-Р \/2 м2 


Окончательно будем иметь 


1 
каз = (+ - = - 32°) У +25 - 2+4 зы С. 


6 6 2. 
П. Переходим к вычислению интеграла типа ЦП. Покажем, что этот 
1 
интеграл сводится к интегралу типа [ посредством замены # = А. 
ий — 


самом деле, поскольку 


А? А 2аА 
ш=-ч, ах” Не + с _{ т оо + а ЕР а 


мы получим 


| | Ве 
1 (#-А)°у Л \/(А?а- АБ в)? + (2аА + Буа 


ПТ. Займемся, наконец, вычислением интеграла типа Ш. Прежде всего 
вычислим интеграл типа Ш для частного случая р = 0, 6 = 0, т.е. вычислим 
интеграл 


к = МА о, 


(22 + 4)^* /ат2 +с 


Этот интеграл распадается на сумму двух интегралов 


х ат ат 
в=м | и А> = х | | 
(22 + 9)^ Мах? + с ах? + с 7 (52 +а)^мат? + с 
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Первый из этих интегралов может быть записан в виде 


к -5 | 4(%“) 
"2 алмаз +е 


из чего видно, что подынтегральная функция представляет собой линейную 
(а не квадратичную) иррациональность относительно 5“. В силу доказан- 
ного в п. 2 интеграл Аут рационализируется подстановкой # = \Уалх? + с. 
Интеграл А> может быть записан в виде 1) 


Тл- 1 

=) 4(=) 

№ (-) 2 
2. 1х 1, 
1+9(55) | \/+<(-=) 
2 2 


из чего видно, что подынтегральная функция представляет собой линейную 
иррациональность относительно 1/5”. Стало быть, интеграл К> рациона- 


С 
лизируется подстановкой 7 = л/а - —. Итак, для частного случая, когда у 


обоих квадратных трехчленов отсутствуют члены первой степени, инте- 
грал типа Ш нами рапионализирован. 

Рассмотрим теперь интеграл типа Ш в общем случае и покажем, что 
его можно свести к интегралу изученного выше частного вида. Если коэф- 
фициенты квадратных трехчленов удовлетворяют соотношению 


Ь = ар, (7.75) 
то для сведения интеграла типа Ш к интегралу изученного выше частного 


р 
вида достаточно сделать замену х = #— 5. В самом деле, при этом мы 
получим 


| (Мх + №) ах — 
(22 + рх + 9)^ Мат? + В + с 


Сложнее осуществляется сведение интеграла типа Ш к интегралу изучен- 
ного выше частного вида для случая, когда коэффициенты квадратных 
трехчленов не удовлетворяют соотношению (7.75). В этом случае мы сна- 
чала, сделаем дробно-линейную подстановку 
ши | 
= ——_, (7.76) 
ТЕ 
выбрав постоянные д и и так, чтобы в полученных квадратных трехчленах 
отсутствовали члены первой степени относительно 1. Покажем, что та- 
кие ди и выбрать можно. В самом деле, сделав замену (7.76), будем иметь 


(ори + ик + ри р) 24 + (и + ри- а) 


с” ра = 
Чт (0? 
аа? Рес _ (ам + Би с) + ира и ь) + 2Е- (ам? + ви + с) 


1) Мы считаем, что 5 5 0. 
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Таким образом, коэффициенты и и и определятся из системы уравнений 
2 ии р(и + и) + 29=0, 2ира-+В(и-+ь)+2с=0 


или из системы эквивалентных уравнений 


2(е— аа и — 
ик =- (с 94) 1. 2-9 
р — ар р —ар 


Стало быть, д и и являются корнями квадратного уравнения 


ри 2(с — а4), | < 4 | 
` фар ’Б-—ар 


(7.77) 


Остается доказать, что квадратное уравнение (7.77) имеет веществен- 
ные и различные корни. Для этого достаточно доказать, что дискриминант 
этого уравнения положителен, т. е. достаточно установить неравенство 


(с — аа) > (вр — 84) (6 — ар). (7.78) 
Легко убедиться в том, что неравенство (7.78) эквивалентно слелующему 
неравенству: 

[2 (с + а9) — 62|" > (49 — р”) (4ас — 65°). (7.79) 

Поскольку квадратный трехчлен (57 + рх + 9) имеет комплексные корни, то 
44-р> 0. о , 

Неравенство (7.79) заведомо имеет место, если 4ас — 65° < 0. Докажем, 

что это неравенство справедливо и в случае, когда 4ас — 5” > 0. В этом 


9 > аа, 


случае 4 > 0, ас > и 4. /асд > рб. Поэтому, учитывая, что 


будем иметь 


| | 2 2 
[2(с + аа) —6р]° > Ч у/аас — р] = 
2\/ 2. 2, 2), 2. 
= (44 —р’)(4ас — 5") +4 (ру/ас — 6/9) > (44-р’)(4ас —6°). 
В написанной цепочке неравенств имеется хотя бы один знак строгого нера- 
венства >, ибо первый знак > обращается в знак = лишь при с = а4, но при 
с = ад, в силу того, что 6 = ар, заведомо (рУа ‚— Ь/а) 2 0, и поэтому вто- 
рой знак > не обращается в знак =. Итак, нами доказано неравенство (7.79), 
т. е. доказана возможность выбора таких и и и, при которых в полученных 
квадратных трехчленах отсутствуют члены первой степени относительно 6. 
Сделав замену (7.76) с указанными д и и, мы приведем интеграл типа Ш к 
виду 
Ра 
, . ) 
л (Р-+9)^УмР + а 
гле ат, сти 91 — некоторые постоянные, а Р({) — многочлен степени 2А — 
РО 
— | 
(Р + 91) ^ 
о вычислении интеграла (7.80) к вычислению суммы интегралов вида 


МькЕ- №, О 
/ (Р+а\уУщеча 


1) При л> 1. 


(7.80) 


—1. Разложив ") дробь на сумму простейптих, мы сведем вопрос 


(Е=1.2...., А). 
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Каждый из этих интегралов относится к изученному выше частному ви- 
ду. Тем самым мы доказали интегрируемость (в элементарных функциях) 
интегралов всех трех типов Т, Пи Ш. Таким образом, еше раз помимо под- 
становок Эйлера доказана интегрируемость функции (7.66) в элементарных 
функциях. 
Ат 
Пример. Вычислить интеграл 1 = ] етич 
(1? —-%-+1) 22 +%+1 

интеграл относится к типу Ш. Поскольку для него нарушено соотношение 
(7.75), мы должны прежде всего сделать замену (7.76). В результате этой 
замены получим 


бете МАРИНО + Ри ии) +2 УИ 
| | (1+8)? 


Постоянные них находим из системы уравнений 


им + (и+ и) +2=0, 2ии-(и+и+2=0. 


Легко убедиться в том, что!) и =1, и = -1. Таким образом, замена (7.76) 
#—1 

имеет вид х = ЕТ: так что 

х +1 24 ЗГ+1 2 Г-З 

Е, Е ат а. 

т (+9 * (+8? (+8? 

Рассматриваемый интеграл принимает вид 
ТВ) 4 
Т=2 (О + -+1Ь, 


(#2 + З)УЗР +1 
где 
Ра 


п? (2 +3)/ЗЕ +1 22 | ездят Е +1 


Для вычисления интеграла Г делаем подстановку и = УЗ? + 1, а для вы- 


1 
числения интеграла [2 делаем подстановку ® = 4/3 + 2. В результате по- 


лучим 


1 
атгсве О = — атгсве 


У8 м2 


В = 


| 
к 
ом 
|= 
со 
| 


ии 
_ 2 


р — т — 
302 — 8 


ЙЕ 5 
1 | 3 1 3 

—= ШОС = С. 
6 || У 8 
5 -\/3 


') Можно было бы положить наоборот: и = 1, и = 1. 
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$ 11. Эллиптические интегралы 


К интегралам от квадратичных иррациональностей естественно примы- 
кают следующие интегралы: 


[в (=, умат3 + 65? + сх + 4) Ах, (7.81) 


[в (=, ал“ + 6х3 + сх? + ах + с) т, (7.82) 


подынтегральные функции которых содержат корень квадратный из мно- 
гочленов третьей или четвертой степени. 

Эти интегралы весьма часто встречаются в приложениях. Отметим сра- 
зу же, что интегралы (7.81) и (7.82), вообще говоря, не являются элемен- 
тарными функциями. 

Оба эти интеграла принято называть эллиптическими в тех случаях, 
когда они не выражаются через элементарные функции, и псевдоэллиттиче- 


скими в тех случаях, когда они выражаются через элементарные функции *). 

Ввилу важности для приложений интегралов (7.81) и (7.82) возник- 
ла необходимость составления таблиц и графиков функций, определяемых 
этими интегралами. При произвольных коэффициентах а, 6, с, ие такие 
таблицы и графики составить очень трулно. Поэтому возникла задача о све- 
дении всех интегралов вида (7.81) и (7.82) к нескольким типам интегралов, 
содержащих по возможности меньше произвольных коэффициентов (или, 
как говорят, о приведении интегралов (7.81) и (7.82) к канонической форме). 

Прежде всего, заметим, что интеграл (7.81) сводится к интегралу (7.82). 
В самом деле, кубичный трехчлен заведомо имеет хотя бы один веществен- 
ный коревь $0, а ‚поэтому его можно представить в виде ах” + 65° + сх + 
+а=а(х -— то)(х° + рт + а). 

Сделав полстановку д — то = +Ё, мы, как легко видеть, преобразуем 
интеграл (7.81) в (7.82). 

Таким образом, нам достаточно рассмотреть лишь интеграл (7.82). 

В силу результатов 8 6 многочлен четвертой степени можно разложить 
на произведение двух квадратных трехчленов с вещественными коэффици- 
ентами 

4 3 2 2 \/_,2 / Г. 
ат’ + 65” + ст’ + ат-+е=а(т’ +рх + 9)(т`+рт-+9). 
Всегда найдется некоторая линейная или дробно-линейная подстановка, 
уничтожающая у обоих квалратных трехчленов линейные члены °). Сле- 
лав такую подстановку, мы с точностью до слагаемого, представляющего 
собой элементарную функцию, преобразуем интеграл (7.82) к виду 


В (РГ) а 


А+ тг) + п’). 
где В — некоторая рациональная функция. Далее можно показать, что при 
любых комбинациях абсолютных значений и знаков постоянных А, тит’ 
найдется замена, сводящая интеграл (7.83) к так называемому канониче- 
скому интегралу 


(7.83) 


_ Иа) 4 (7.84) 
а-—эа-#е2) 


1) Названия происходят оттого, что впервые с этими интегралами встрети- 
лись при решении задачи о спрямлении эллинса (см. пример 3 п. 6 $ 1 гл. 11). 


2) Это доказывается точно так же, как в п. 5 $ 10. 
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в котором через Ё обозначена постоянная, удовлетворяющая условию 0 < 
<< 1. 

Любой канонический интеграл (7.84) с точностью до слагаемого, пред- 
ставляющего собой элементарную функцию, может быть приведен к сле- 
дующим трем стандартным интегралам: 


(1— 22) (1 — А? 27). (1— =?) (1 - 2222). 


. (7.85) 
— (<< 1. 


(1+1 22) /(1 — 22) (1 — К? 22) 


Интегралы (7.85) принято называть эллилитическими интегралами соот- 
ветственно 1-20, 2-го и 3-го рода. Каждый из этих интегралов, как показано 
Лиувиллем '), представляет собой неэлементарную функиио. Эллиптиче- 
ские интегралы 1-го и 2-го рода содержат только один параметр К, прини- 
мающий вещественные значения из интервала 0 < К < 1, а эллиптический 
интеграл 3-го рода, кроме того, содержит параметр А, который может при- 
нимать и комплексные значения. 
Лежандр?) подверг интегралы (7.85) лальнейшему упрощению, сделав 
замену д = зшф (0 <ф<л/?2). 
помошью этой замены первый из интегралов (7.85) преобразуется 


к вилу Н 
] Ри. (7.86) 
1 — А? чт ф 


Второй из интегралов (7.85) при этой замене с точностью до постоянного 
множителя оказывается равным разности интеграла (7.86) и следующего 


интеграла: 
] \/1 — А? зп" фаф. (7.87) 


Третий из интегралов (7.85) преобразуется к виду 
4ф 
(1+ Аза? 2) \/1 — Е?зшеф 


(7.88) 


Интегралы (7.86), (7.87) и (7.88) принято называть эллиптическими инте- 
гралами, соответственно 1-20, 2-го и 3-го рода в форме Лежандра. 

Особенно важную роль в приложениях играют интегралы (7.86) и (7.87). 
Если считать, что оба эти интеграла обращаются в нуль при ф = 0, то по- 
лучатся две вполне опрелеленные функции, которые обычно обозначают 
символами ЕР(К,ф) и Е(К, 2). Лежандром и другими математиками изуче- 
ны их свойства. Для них установлен ряд формул, составлены общирные 
таблицы и графики. 

Наряду с элементарными функциями функции Е и Ё прочно вошли в 
семейство функций, часто используемых в анализе. Здесь еще раз стоит 
отметить условность понятия элементарной функции. Вместе с тем следует 
подчеркнуть, что задачи интегрального исчисления вовсе не ограничива- 
ются изучением функций, интегрируемых в элементарных функциях. 


Г) Жозеф Лиувилль — французский математик (1809-1882). 
") Адриан Мари Лежандр — французский математик (1752-1833). 


ГЛАВА 8 


ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ О НЕПРЕРЫВНЫХ 
И ДЛИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЯХ 


Понятия непрерывной функции и дифференцируемой функ- 
ции уже известны нам из глав 4 и 5. В настоящей главе будет 
установлен ряд важных свойств произвольных непрерывных и 
дифференцируемых функций. Для вывода этих свойств мы вве- 
дем новое определение предельного значения функции и дока- 
жем эквивалентность этого определения старому определению, 
данному в гл. 4. 


$ 1. Новое определение предельного значения функции 


1. Новое определение предельного значения функ- 
ции. Его эквивалентность старому определению. Пусть, 
как ивё 2 гл. 4, функция у = }(х) определена на некотором мно- 
жестве {7}, и пусть а — некоторая точка, быть может, и не при- 
надлежащая множеству {1}, но обладающая тем свойством, что 
в любой =-окрестности точки а имеются точки множества, {5}. 

Напомним старое определение предельного значения функ- 
ции, введенное в гл. 4: число 6 называется предельным значени- 
ем функции }(х) в точке т = а, если для любой сходящейся к а 


последовательности т1.12,....Ти.... значений аргумента х, 
элементы которой отличны, от, а, соответствующая последо- 
вательность 1(т1), 1(12),...,Г(хь),... значений функции схо- 
дится к 6. 


Сформулируем теперь новое определение предельного 
значения функиии. Число 6 называется предельным значе- 
нием функиии }(%) в точке х = а, если для любого положи- 


тельного числа = найдется положительное число 91) такое, 
‘по для всет значений аргумента т, удовлетворяющих нера- 


') Так как д зависит от 5, то иногда пишут 6 = 6(<). 
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венству 0 < |5 —а| < 6, справедливо неравенство |} (1) -6|<Е'). 

Замечание 1. Ограничение 0 < |5 — а| означает, что 
рассматриваются значения аргумента х, отличные от, а. Это 
ограничение становится понятным, если вспомнить, что изучае- 
мая функция } (5) может бъить не определена в точке а. Отсут- 
ствие этого ограничения сделало бы невозможным определение 
производной }’(а) как предельного значения функции Р(х) = 
— 1) - Га) 
— ха 

Замечание 2. С логической точки зрения главным в 
новом определении является то, что для каждого Е > 0 найдется 
отвечеиощее этому Е положительное число д, гарантирующее 
справедливость неравенства 
|1 (%) —-6|<= для всех значе- 
ний аргумента 5, удовлетворя- 
ющих неравенству 


в точке а. 


О<;-а <. 


Замечание 3. Привле- 
кая идею приближения функ- 
ции (5) в окрестности точки 
1 = а с наперед заданной точ- 
ностью &, мы можем следую- 
щим образом переформулиро- 

Рис. 8.1 вать новое определение пре- 

дельного значения функции: 

число 6 называется предельным значением функции }(х) в точ- 

ке а, если для любой наперед заданной точности Е можно 

указать такую д-окрестность точки а, что для всехф значе- 

ний аргумента х, отличных от а и принадлежащих указанной 

д-окрестности, число 6 приближает значение функции (т) с 
точностью = (рис. 8.1). 

Теорема 8.1. Старое и новое определения предельного зна- 
чения функиии эквивалентны. 

Доказательство. 1) Пусть сначала, число 6 является 
предельным значением }(х) в точке а по новому определенлио. 
Докажем, что это же число 6 является предельным значением 
7(1) в точке а и по старому определенлио. Пусть {т} — любая 
сходящаяся к числу а последовательность значений аргумента, 
все элементы которой отличны от а. Требуется доказать, что со- 
ответствующая последовательность {}1(х»){ значений функции 
сходится к числу 6. Фиксируем любое Е > 0. Согласно новому 


т 

) Старое определение предельного значения функции называют также 
определением предельного значения по Гейне, а новое определение — опре- 
делением предельного значения по Коши. 
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определению предельного значения функции, для этого = най- 
дется д > 0 такое, что |1 (1) —6]| < = для всех значений аргумен- 
та т, для которых 0 < 1 -а <. Так как последовательность 
{ти} сходится к числу а, то для указанного числа д > 0 най- 
дется номер М№ такой, что 0 < ши -а < д при п > №. Стало 
быть, |1(7и) —6| < = при п > М, а это и означает сходимость 
последовательности {}(х»)} к числу 6. 

2) Пусть теперь число 6 является предельным значением }(57) 
в точке а по старому определению. Докажем, что это же чис- 
ло 6 является предельным значением }(х) в точке а и по новому 
определению. Предположим, что это не так. Тогда для некото- 
рого положительного числа = не найдется гарантирующего по- 
ложительного числа д, указанного в новом определении, т. е. для 
этого Е и для сколь угодно малого полоэкительного д найдется 
хотя бы одно значение аргумента, х такое, что 0 < д —а| < д, но 


1(2) -6| 2. 
В силу сказанного мы можем взять последовательность ди = 
= 1/п (п =1,2,3,...) и утверждать, что для каждого ее эле- 


мента д„ = 1/й найдется хотя бы одно значение аргумента ти 
такое, что 


0 <, а] <=, но | (2) - В] 22. (8.1) 


Левое из неравенств (8.1) означает, что последовательность {7 } 
сходится к числу а и состоит из элементов, отличных от а. 
Но тогда, согласно старому определению предельного значения 
функции, соответствующая последовательность {}(5»)} знаме- 
ний функции сходится к числу 6, а этому противоречит правое 
из неравенств (8.1), справедливое для всех номеров 1%. Получен- 
ное противоречие доказывает теорему. 

Новое определение предельного значения функции позволя- 
ет нам сформулировать новое определение непрерывности 


функиии в точкех =а 1). Функция 1(1) называется непре- 
рывной в точке т = а, если для любого положительного числа Е 
найдется положительное число д такое, что для всет значе- 
ний аргумента х, удовлетворяющих неравенству |1 - а < д 
справедливо неравенство 


1 (4) — Х(а)| <=. (8.2) 

Замечание 4. В этом определении нет необходимо- 

сти накладывать ограничение 0 < |5 —а|, ибо при х = а левая 

часть неравенства (8.2) обращается в нуль и неравенство (8.2) 
заведомо справедливо. 


') Конечно, при этом предполагается, что функция у = {(х) определена 
и в самой точке а. 
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По аналогии с вышеизложенным формулируется новое опре- 
деление предельного значения функции и доказывается эквива- 
лентность этого определения старому определению и для случая, 
когда одно или оба числа а и 6 обращаются в {со или —со. Огра- 
ничимся тем, что сформулируем новое определение предельного 
значения функции для случая, когда а = +с0: число 6 называ- 
ется предельным значением 1(т%) при х — + оо, если для любо- 
го положительного числа Е найдется положительное число А 
такое, что для всех значений аргумента т, удовлетворяющих 
неравенству х > А, справедливо неравенство |1 (т) -6| <=. 

Рисунок 8.2 разъясняет указанное определение. 


| 
| 
| 
0 А х 


Рис. 8.2 


В заключение сформулируем новое определение правого и ле- 
вого предельных значений функции }(5) в точке а: число 6 на- 
зывается правым (левым) предельным значением функции } (т) 
в точке а, если для любого положительного числа Е найдется 
положительное число 9 такое, что для всех значений аргумен- 
та т, удовлетворяющих неравенству 0 < х-а<д(0<а-тх< 
< 0), справедливо неравенство |} (1) -6]| < 5. 

Доказательство эквивалентности этого определения старому 
определению правого (левого) предельного значения совершен- 
но аналогично доказательству теоремы 8.1. 

2. Необходимое и достаточное условие существования 
предельного значения функции (критерий Коши). Поль- 
зуясь эквивалентностью старого и нового определений предель- 
ного значения функции, установим необходимое и достаточное 
условие существования у функции {(т) предельного значения в 
точке а. 

Определение. Будем говорить, что функция 1(1) удовле- 
творяет в точке х = а условию Коши, если для любого поло- 
жительного числа Е найдется положительное число д такое, 
что, каковы бы ни были два значения аргумента т’ и хх", удов- 
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летворяющие неравенствам 0 < |1'-а < 9,0< ш’-а < 9, для 
соответствующих значений функиии справедливо неравенство 


(2) — (т) < =. 

Теорема 8.8 (критерий Коши). Для того чтобы функ- 
ция Г1(х) имела конечное предельное значение в точке т = а, 
необходимо и достаточно, чтобы функция (т) удовлетворяла 
в этой точке условию Коши. 

Доказательство. 1) Необходимость. Пусть 
существует конечное предельное значение [та (т) = 6. Дока: 

т Я 


жем, что функция {(5) удовлетворяет в точке х = а условию 
Коши. Возьмем произвольное = > 0. Согласно новому определе- 
нию предельного значения функции для положительного числа 
5/2 найдется положительное число д такое, что, каковы бы ни 
были значения аргумента хи 1”, удовлетворяющие неравен- 
ствам 0 < |1'-а < 9,0 < 1 -а < 9, для соответствующих 
значений функции справедливы неравенства |{(х') —-6| < =/2, 
|1 (5) —6 | < =/2. Так как модуль суммы двух величин не превос- 
ходит суммы их модулей, то из последних неравенств получим 


(2) — Ла = (а) - Иа) -] < 
< (=) (| <=. 


Тем самым доказано, что функция (5х) удовлетворяет в точке 
х = а условию Коши. 

2) Достаточность. Пусть функция }(5) удовлетворяет 
в точке 5 = а условию Коши. Докажем, что функция {(т) имеет 
предельное значение в точке 5 = а. Пусть 1х»! — любая сходя- 
щаяся к а последовательность значений аргумента, все элементы 
т, которой отличны от а. В силу старого определения предель- 
ного значения функции достаточно доказать, что соответствую- 
шая последовательность {}(ти)} значений функции сходится к 
некоторому числу 6, причем это число 6 одно и то же для всех 
сходящихся к а последовательностей {т}! таких, что жи, = а. 

Докажем сначала сходимость любой последовательности 
{1(х„)}. Пусть задано произвольное = > 0. Возьмем то положи- 
тельное число д, которое соответствует этому = согласно условию 
Коши, и, пользуясь сходимостью последовательности {ти} к а, 
выберем для этого д номер № такой, что 


0<|%,-а <9д при п>\№. 
При этом для любого натурального р (р = 1,2,...) и подавно 
О < [5-,„-а| <д при п? \М. 


Последние два неравенства в силу условия Коши приводят к 
неравенству |1 (тир) — 1(ти)| < = при п > М, т. е. доказывают 
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фундаментальность последовательности {1(5»)!. В силу кри- 
терия Коши для последовательности (т. е. теоремы 3.19} после- 
довательность { }(%»)} сходится к некоторому числу 6. 

Докажем теперь, что все последовательности 1}{(7.)}, соот- 
ветствующие всевозможным сходящимся к а последовательно- 
стям {хи}, имеют один, и тотп, же предел 6. 

Пусть {2} и {7,} — любые две сходящиеся к а последова- 
тельности значений аргумента, все элементы которых отличны 
от @. В силу доказанного выше обе последовательности {1} (ти) 
и {}(т.){ сходятся. Обозначим предел первой из этих последо- 
вательностей через 5, а второй — через В. Докажем, что 6 =Ы. 
Рассмотрим сходящуюся к а последовательность 


} } } 
721, 21,22,12.... Жи, Фи»... 


В силу доказанного выше соответствующая последовательность 
значений функции 


(ал), Л(ал), 1(22), (12). ... ‚1(тп), (ат), ... 


является сходящейся. Но тогда в силу п. 1 $ 4 гл. 3 все подпосле- 
довательностпи этой последовательности, в том числе {1(хп)} 
и {1(х„)}, сходятся к одному и тому же пределу, те. 6 =ШЫ. 
Теорема 8.2 доказана. 

Аналогично формулируется условие Коши и устанавливается 
необходимое и достаточное условие существования предельного 
значения функции }(х) при х -$ +с0 и при х -* —с®о. Ограни- 
чимся формулировками для случая х — +0. 

Будем говорить, что функция (т) удовлетворяет при т — 
— +со условию Коши, если для любого положительного чис- 
ла Е найдется положительное число А такое, что для любых 
двух значений аргумента 1' их", превосходящих А, справедли- 
во неравенство |} (т’) — }(т”)| < Е. 

В полной аналогии с теоремой 8.2 доказывается следующее 
утверждение: для того “ипобы функция 1(1) имела конечное 
предельное значение при т — +с0, необходимо и достаточно, 
‘ипобы она удовлетворяла при х — +с0 условию Коши. 


$ 2. Локальная ограниченность функции, имеющей 
предельное значение 


В полном соответствии с определением множества вешествен- 


ных чисел, ограниченного сверху (снизу)"), введем понятие 

функиии, ограниченной на данном множестве сверху (снизу). 
Определение 1. Функция }(1) называется ограничен- 

ной сверту (снизу) на множестве {т\, если найдется 


1) См. п. 5 $ 1 тд. 2. 
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такое вещественное число М (число т), что для всех значе- 
ний аргумента х из множества {т} справедливо неравенство 
(2) < М (Га) > т), 

При этом число М (число т) называется верхней (нижней) 
гранью функции }(5) на множестве {1} 

Определение 2. Функция }(т) называется ограниченной с 
обеих сторон или просто ограниченной на множе- 
стве 1х}, если она ограничена на этом множестве и сверху, и 
сизу, т. е. если найдутся такие вещественные числа т и М, 
что для всех значений аргуметита х из множества 1х} спра- 
ведливы неравенства т < }(т) < М. 

Таким образом, ограниченность функции }(1) на множестве 
{т} фактически означает ограниченность множества всех зна- 
чений этой функции. 

Примеры. 1) Функция }(х) = вест = — на, полусегмен- 


х я 


те [0, л/2) сверху не ограничена, а снизу ограничена, (в качестве 
нижней грани может быть взято любое число т < 1). 


2) Функция Дирихле ') ограничена с обеих сторон на любом 
сегменте |а,6] (в качестве нижней грани можно взять любое чис- 
ло т < 0, а в качестве верхней грани любое число М > 1). 

Теорема 8.3. Если функция }(т) имеет конечное пре- 
дельное значение в точке х = а, то существует некоторая 


2 в 
д-окрестность точки а?), такая, что для всех значений аргу- 


мента из указанной д-окрестности функция {(х) ограничена3). 
Доказательство. Пусть 6 = Па {(5). Согласно 
ф—а 


новому определению предельного значения функции, для неко- 
торого положительного числа = найдется положительное число д 
такое, что |{(1) —6| < Е, как только 0 < |5 —а| < 9, или 


Ь-=< | (1) <6-Е, как толькоа-д<х<а-+дитэа. (8.3) 


Если значение 1х = а не входит в область определения функ- 
ции, то теорема доказана (ибо неравенства (8.3) означают, что 
для всет значений аргумента х из д-окрестности точки а значе- 
ния функции }(7) заключены между 6-Е иб-+ =). 

Если же функция {(т) определена и при х = а и принима- 
ет в точке а некоторое значение (а), то, обозначив через т 


1 . 
) Напомним что функцией Дирихле называется функция, равная елини- 
пе для всех рациональных значений аргумента и нулю для всех иррацио- 
нальных значений аргумента. 
2 = ‚ 
}) Напомним, что д-окрестностьью точки а называется интервал (а — 
—д,а-9), гле д > 0. 
3) Мы не исключаем случая, когда функция у = {(1) задана на некотором 
множестве {т}, не заполняющем сплошь никакой д-окрестности точки а. 
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наименьшее из двух чисел (Бр —=) и {(а), а М наибольшее из 
двух чисел ($ +=} и }(а), можно извлечь из неравенств (8.3) 
следующие неравенства: 


т < } (т) <М, 
как толькоа-д<т<а-д. 


Последние неравенства означа- 
ют, что функция { (т) ограниче- 
на всюду в д-окрестности точ- 
ки а. Теорема доказана. Иллю- 
страцией к теореме 8.3 может 
служить рис. 8.3. 

Замечание. Свойство 

Рис. 8.3 функции, устанавливаемое тео- 
ремой 8.3, называют локальной ограниченностью функции, име- 
ющей предельное значение. 

Следствие из теоремы 8.3. Если функция }(х} непре- 
рывна в точке т = а, то эта функция ограничена для всех 
значений аргумента из некоторой д-окрестности точки а. 
(Непрерывная в точке х = а функция имеет в этой точке ко- 
нечное предельное значение). 


$ 3. Теорема об устойчивости знака непрерывной 
Функции 


Теорема 8.4. Если функция (т) непрерывна в точке х =а 
и если Г (а) = 0, то существует такая д-окрестность точки а, 
‘ито для всех значений аргумента из указанной д-окрестности 
функиия (т) не обращается в нуль и имеет знак, совпадающий 
со знаком (а). 
Доказательство. Так как функция непрерывна 
в точке а, то существует [а 7(т) = 6, причем 6 = Д(а) = 0. 

т; а 


Согласно новому определению предельного значения функции, 
для любого Е > 0 найдется д > 0 такое, что 


Ь-=< { (1) «ОЕ, как только ) а-д<х<а+д. (8.4) 


Возьмем в качестве = положительное число, удовлетворяющее 
требованию = < |6|. При таком выборе = все три числа 6 -— Е, 
6+; иф будут одного знака. Стало быть, в силу (8.4) всюду в 
д-окрестности точки а функция }(х} сохраняет знак числа 6 = 
= Г(а). Теорема доказана. Иллюстрацией к теореме 8.4 может 
служить рис. 8.4. 


1) При этом нет необходимости исключать значение х = а, ибо для непре- 
рывной функции }(т) значение }(а) = Ь также удовлетворяет левым из 
неравенств (8.4). 
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Замечание к теореме 8.4. Теорему 8.4 можно 
перенести на случай функции } (1), непрерывной в данной точке 
1; = а справа (слева). Пусть 6 — некото- 
рое положительное число. Договорим- 
ся называть полусегмент |а, а+0}) пра- 
вой полуокрестностью 
точки т = а, а полусегмент (а — д, а 
левой полуокрестно- 
стью точки т = а. Имеет место 
следующее утверждение: если функция 
7(т) непрерывна в точке т = а справа 
(слева) и если (а) = 0, то найдется 
правая (левая) полуокрестность точ- 
ки т =а такая, что для всех значений аргумента из указанной 
полуокрестности функция }(х) не обращается в нуль и имеет 
знак, совпадающий со знаком Ё(а). 

Доказательство этого утверждения почти дословно повторяет 
доказательство теоремы 8.4, только вместо правых неравенств 
(8.4) мы получим неравенства а < х <а-+9 (а-д<т<а). 


Рис. 8.4 


$ 4. Прохождение непрерывной функции через любое 
промежуточное значение 


1. Прохождение непрерывной функции через нуль 
при смене знаков. 

Теорема 8.5. Пусть функция (т) непрерывна на сегменте 
[а, 6], и пусть значения этой функции на концах сегмента, (а) 
и (6) суть числа разных знаков. Тогда внутри сегмента [а,6 | 
найдется такая точка &, значение функции в которой равно 
нулю. 

Доказательство. Ради определенности предположим, 
что Г(а) < 0, Р(Ь) > 0. Рассмотрим множество {5} всех значе- 
ний х из сегмента [а,6 |, для которых (т) < 0. Это множество 
имеет хотя бы один элемент х = а (ибо {(а) < 0), и ограничено 
сверху (например, значением х = В. 

Согласно теореме 2.1 у множества {1 у 
сушествует точная верхняя грань, ко- 
торую мы обозначим через &. 

Прежде всего, заметим, что точка, & 
является внутренней точкой сегмента 
|а,6], ибо из непрерывности функции 
7(%) на сегменте |а,6] и из условий 
(а) < 0, /(6) > 0 в силу замечания 
к теореме 8.4 вытекает, что найдется 
правая полуокрестность точки х = а, 
в пределах которой }(т) < 0, и левая Рис. 8.5 


——>3 
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полуокрестность точки 1 = 6, в пределах которой }(5) > 0. До- 
кажем теперь, что }(&) = 0. Если бы это было не так, то по 
теореме 8.4 нашлась бы д-окрестность & —-д < х < +09 точки &, 
в пределах которой функция 1(т) имела бы определенный знак. 
Но это невозможно, ибо, по определению точной верхней грани, 
найдется хотя бы одно значение х из полусегмента & 0 < х< 
< & такое, что }(1) < 0, а для любого значения х из интервала 
Е < < 6+9 1 (1) > 0. Итак, (<) = 0. Теорема доказана. 
Иллюстрацией к теореме 8.5 может служить рис. 8.5. 

2. Прохождение непрерывной функции через любое 
промежуточное значение. 

Теорема 8.6. Пусть функция }(%} непрерывна на сегмен- 

те |а,6 |, причем Ё(а) = А, ЕЬ) = В. Пусть далее С — любое 
число, заключенное мезюду АцВ. Тогда на сегменте |[а,6] най- 
дется точка < такая, что }(&) =С. 
Доказательство. Следует рассмотреть лишь случай, 
когда А = В и когда С не совпадает ни с одним из чисел Аи В. 
Пусть ради определенности А < В, А < С < В. Рассмотрим 
функцию $ф(1) = } (т) — С. Эта функция непрерывна, на, сегмен- 
те |а,6 | (как разность непрерывных функций) и принимает на 
концах этого сегмента значения разных знаков 


ф(а) = (а) -С=А-С<0, 5) =) -С=ВвВ-С>0. 


По теореме 8.5 внутри сегмента, [а, й найдется точка 6 такая, что 


(5) = 1 (<) - С =0. Стало быть, }(&) = С. Теорема доказана. 


$ 5. Ограниченность функции, непрерывной 
на сегменте 


Теорема 8.7 (первая теорема Вейериитрасса). Если 
функция }(х) непрерывна на сегменте |а,6], то она ограничена 
на этом сегменте. 

Доказательство. Докажем, что функция }(т) 
ограничена, сверху на сегменте |а,6] (ограниченность снизу до- 
казывается совершенно аналогично). 

Предположим противное, т. е. допустим, что }(х) не является 
ограниченной сверху на сегменте [а,6 |. 

Тогда для любого натурального числа п (п = 1,2,...) найдет- 
ся хотя бы одна точка ти из сегмента |а,6| такая, что }(т») > п 
(иначе }(т) была бы ограничена сверху на сегменте [а,6]). 

Таким образом, существует последовательность значений ти 
из сегмента [а,6| такая, что соответствующая последователь- 
ность значений функции {}](5%.)} является бесконечно большой. 
В силу теоремы Больцано-Вейерштрасса (см. теорему 3.17 из 
п. 4$ 4 тл. 3) из последовательности {7} можно выделить под- 
последовательность, сходящуюся к точке &, принадлежащей, в 
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силу замечания 2 к указанной теореме, сегменту |а,6 |. Обозна- 
чим эту подпоследовательность символом {жк } (п =1,2,...). В 
силу непрерывности функции }(1) в точке & соответствующая 
подпоследовательность значений функции { { (ту, }} обязана схо- 
диться к }(&). Но это невозможно, ибо подпоследовательность 
{1(ть,)}, будучи выделена из бесконечно болышой последова- 
тельности {}(5»)\, сама является бесконечно большой (см. п. 1 
$ 4 гл. 3). Полученное противоречие доказывает теорему. 

амечание. Для интервала (или полусегмента) утвер- 
ждение, аналогичное теореме 8.7, уже несправедливо, т. е. из 
непрерывности функции на интервале (или полусегменте) уже 
не вытекает ограниченность этой функции на указанном мно- 
жестве. Рассмотрим, например, функцию }(х) = 1/5 на интер- 
вале (0,1) (или на полусегменте (0,1]). Эта, функция непрерыв- 
на на указанном интервале (или полусегменте), но не является 
на нем ограниченной, ибо существует последовательность точек 
ти = 1/п (п = 2,3,...}, принадлежащих указанному интервалу 
(или полусегменту), такая, что соответствующая последователь- 
ность значений функции {}(ти}} = {п} является бесконечно 
большой. 


$ 6. Точные грани функции и их достижение 
функцией, непрерывной на сегменте 


1. Понятие точной верхней и точной нижней граней 
функции на данном множестве. Рассмотрим функцию { (т), 


ограниченную на данном множестве 42} сверху (снизу) '). Ис- 
пользуя для множества всех значений этой функции введенное 
вп. 5$ 1 гл. 2 понятие точной верхней (точной нижней} грани, 
мы придем к следующему определению. Число М (число т) на- 
зывается точной вертней (точной нижней) 
гранью функции {(т) на множестве {х}, если выпол- 
нены следующие два требования: 1) для каэюдого значения х из 
мноокества {т} справедливо неравенство }(х) < М (}(х) #т); 
2) каково бы ни было положеительное число Е, “найдется хотя 
бы одно значение х из множества {т}, для которого справед- 
ливо неравенство 


71(%)>М-е= (1(1) <т+е. 
В этом определении требование 1) утверждает, что число М 
(число 71) является одной из верхних (нижних) граней функции 


7(%) на множестве {5}, а требование 2) говорит о том, что эта 
грань является наименьшей (наибольшей) и уменьшена (увели- 


1) Определение функции, ограниченной на данном множестве сверху 
(снизу), было дано в начале $ 2 этой главы. 


9 В.А. Ильин, Э.Г. Позняк, часть | 
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чена) быть не может. Для обозначения точной верхней и точной 
нижней граней функции }(5%) на множестве {5} употребляют 
следующую символику: 


М = зар{{(2)}, т = шНУ(}}. 
{2} {2} 


Из доказанной вп. 5$ 1 гл. 2 теоремы 2.1 непосредственно выте- 
кает следующее утверждение: если функция (т) ограничена на 
множестве {х\ сверху (снизу), то у функции А существует 
на этом множестве точная верхняя (точная нижняя) грань. 

Естественно, возникает вопрос, является ли точная верхняя 
(точная нижняя) грань функции достижимой, т. е. существует 
ли среди точек множества {т} такая точка х, значение функции 
в которой равно этой грани. Следующий пример показывает, 
что точная верхняя и точная нижняя грани, вообще говоря, не 
являются достижимыми. 

Рассмотрим на сегменте [0,л/2] функцию 


зшх при 0<5х<л/2, 
1/2 при Х=дОих=л/2. 


Эта функция ограничена на сегменте [0, л/2] и сверху и снизу и 
имеет на этом сегменте точную верхнюю грань М = 1 и точную 
нижнюю грань т = 0. Однако ни в од- 
ной точке сегмента [0, л/2| эта функция не 
принимает значений, равных этим граням 
(рис. 8.6). Таким образом, рассмотрен- 
ная нами функция не имеет на сегменте 
0, */2] ни максимального, ни минималь- 
ного значений. 

Обратим внимание на то, что рассмо- 
тренная нами функция не является непре- 
рывной на сегменте [0,л/2]. Это обстоя- 
тельство не является случайным, ибо, как мы докажем в следу- 
юшем пункте, функция, непрерывная на сегменте, обязательно 
достигает в некоторых точках этого сегмента своих точных 
верхней и нижней граней. 

2. Лостижение функцией, непрерывной на сегменте, 
своих точных граней. Пусть функция {(т) непрерывна на 
некотором сегменте |а,6]. Тогда в силу теоремы 8.7 эта функция 
ограничена на этом сегменте и сверху, и снизу. Стало быть, в 
силу утверждения, сформулированного в предыдущем пункте, 
у этой функции существуют на сегменте |а,6 |] точная верхняя 
грань М и точная нижняя грань т. Докажем, что эти грани 
достижимы. 


Рис. 8.6 
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Теорема 8.8 (вторая теорема Вейериитрасса). Если 
функция !(т) непрерывна на сегменте [а,6 |, то она достигает 
на этом сегменте своих точных верхней и нижней граней (т. е. 
на сегменте [а,6] найдутся такие точки т] и 12, что }(71) = М, 
(12) = т). 

Доказательство. Докажем, что функция } (5) достига- 
ет на сегменте [а,6 | своей точной верхней грани М (достижение 
точной нижней грани доказывается аналогично). 

Предположим противное, т. е. предположим, что функция 
7(%) не принимает ни в одной точке сегмента |а,6] значения, 
равного М. Тогда для всех точек сегмента, [а,6| справедливо 
неравенство {(т} < М, и мы можем рассмотреть на, сегменте 
а, 6] всюду положительную функцию 

| 1 
7) = мо 
Так как знаменатель М — }(х) не обращается в нуль и непре- 
рывен на сегменте [а,6], то по теореме 4.2 функция Ё(х) также 
непрерывна на сегменте |а,6 |. В таком случае, согласно теореме 
8.7, функция Ё(1) ограничена, на сегменте [а,6], т. е. найдется 
положительное число В такое, что для всех х из сегмента, [а,6| 
| 1 

(=) = м- ла 
Последнее неравенство (с учетом того, что М — }(х} > 0) можно 
переписать в виде 


< Б. 


| | 
(т) <М- т. 


Написанное соотношение, справедливое для всех точек х из сег- 
мента, |а,6 |, противоречит тому, что число М является точной 
верхней гранью (наименьшей из всех верхних граней) функции 
7(х) на сегменте |[а,6]. Полученное противоречие доказывает 
теорему. 

Замечание 1. Для интервала и полусегмента, утвер- 
ждение, аналогичное теореме 8.8, не имеет места. В самом де- 
ле, в замечании к теореме 8.7 (см. 8 5) мы привели пример 
функции, непрерывной на интервале (полусегменте) и не являю- 
шейся на нем ограниченной (у такой функции точная верх- 
няя (или нижняя) грань не только не достигается, но даже 
не существует!). 

зэмечание 2. После того как доказано, что функция 
71(%), непрерывная на сегменте, достигает на, этом сегменте сво- 
их точных верхней и нижней граней, мы можем назвать точную 
верхнюю грань максимальным значением, а точную нижнюю 
грань минимальным значением функции } (т) на этом сегменте 
и сформулировать теорему 8.8 в виде: непрерывная на сегменте 


9* 
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функция имеет на этом сегменте максимальное и минималъ- 


ное значения). 

Замечание 3. К числу других свойств функции, непре- 
рывной на сегменте, относится свойство, называемое равномер- 
ной непрерывностью. Это свойство мы изучим в 8 4 гл. 10. Здесь 
мы лишь отметим, что весь материал пп. 1и 254 гл. Ш может 
быть прочитан непосредственно вслед за материалом настояще- 
го параграфа. 


$ 7. Возрастание (убывание) функции в точке. 
Локальный максимум (минимум) 


1. Возрастание (убывание) функции в точке. Будем 
предполагать, что функция }(5) определена всюду в некоторой 
окрестности точки с. 

Определение. Говорят, что функция }(%т) возраст а- 
ет (убывает) в точке с, если найдется такая 
окрестность точки с, в пределах которой }(2} > (с) пит > с 
и }(х) < (с) прит <с (т) < 
< 1 (с) прих>си Иа) > Кс) 
при т < с). 

На рис. 8.7 изображена 
функция, возрастающая в точ- 
ке си убывающая в точке 4. 

Установим достаточное ус- 
ловие возрастания (убывания) 
функции (1) в точке с. 

Теорема 8.9. Если функ- 
ция 1(т) дифференицируема в 
точке си Г’ (с) > 0 (1 (с) < 0), то эта функция возрастает 
(убывает) в точке с. 

Доказательство. Докажем теорему для случая |’ (с) > 
> 0 (случай }’(с) < 0 рассматривается совершенно аналогично). 
Поскольку 


Рис. 8.7 


} (с) — Пи 1(=) — Ко) 


С ХС 


1) Отметим, что и разрывные на некотором сегменте функции могут 
иметь на этом сегменте максимальное и минимальное значения. Так, на- 
пример, уже известная нам из 8 1 гл. 4 функция Дирихле 


1, если х рационально, 
У — 
0, если х иррационально, 


разрывна в любой точке любого сегмента [а,6 |, но имеет на этом сегменте 
максимальное значение, равное единице, и минимальное значение, равное 
нулю. 
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сео 
—4 


то, по новому определению предельного значения функции, для 
любого = > 0 найдется положительное д такое, что 


Го -Е< ИЯ < ре) + Е при < ш- <<. (8.5) 


т 


Возьмем в качестве = положительное число, меньшее }’(с). 
Тогда }’(с) -= > 0и, стало быть, из (8.5) 
получим у 


деля >0 при 0<|х-с < 0. (8.6) 


Из (8.6) следует, что всюду в д-окрест- 
ности точки с ](т) > 1(с) при т > си 
7(т) < !(с) при х < с. Возрастание функ- 
ции } (7) в точке с доказано. 

Замечание. Подчеркнем, что 
полоокительность (отрицательность) 
производной ]'(с) не является необтоди- 
мым условием возрастания (убывания) 
функции (т) в точке с. В качестве 
примера укажем на функпию {(5) = 21°, 
которая возрастает в точке х = 0 и тем Рис. 8.8 
не менее имеет в этой точке производную 
1'(0) =0 (график этой функции изображен на рис. 8.8). 

2. Локальный максимум и локальный минимум функ- 
ции. Пусть снова функция }(т)} определена всюду в некоторой 
окрестности точки с. 

Определение. Говорят, что функция 1 (х) имеет в точке с 
локальный максимум (минимум), если найдет- 
ся такая окрестность точки с, в пределах которой значение 
7 (с) является наибольшим, (намменъ- 
шим) среди всех значений этой функ- у 
ции. Касательная, 


На рис. 8.9 изображена функция 
7(1), имеющая локальный максимум 
в точке с. 

Локальный максимум и локаль 0 
ный минимум объединяются общим 
названием локальный эю Рис. 8.9 
стремум. 

Установим необходимое условие экстроемума лифференциру- 
емой функции. 

Теорема 8.10. Если функция (т) дифференцируема в точ- 
ке с и имеет в этой точке локальный экстремум, то }' (с) = 0. 


| 

| 

| 

о 
С 


ЗУ 


262 ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ О НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЯХ ГЛ. 8 


Доказательство. Так как функция }(7) имеет ло- 
кальный экстремум в точке с, то }(т) не может в этой точке ни 
возрастать, ни убывать. Стало быть, в силу теоремы 8.9 произ- 
водная }’(с) не может быть ни положительна, ни отрицательна, 
т.е. }’(с) = 0. 

Теорема 8.10 имеет простой геометрический смысл: она 
утверждает, что если в точке кривой у = (т), которой соот- 
ветствует локальный экстремум функции {(1), существует ка- 
сательная к графику функции у = {(т), то эта касательная па» 
раллельна оси Ох (см. рис. 8.9). 


$ 8. Теорема о нуле производной 


Теорема 8.11 (теорема Ролля!)). Пусть функция [(1) 
непрерывна на сегменте |а,6| и дифференцируема во всех втиу- 
тренних точках этого сегмента. Пусть, кроме того, (а) = 
= }(6). Тогда внутри сегмента |а,6 |] найдется точка & такая, 
что значение производной в этой точке }’(&) равно нулю. 

Кратко можно сказать, что между двумя равными значени- 
ями лифференцируемой функции обязательно лежит нуль про- 
изводной этой функции. 

Доказательство. Так как функция (5) непре- 
рывна на сегменте |а,6 |, то, согласно теореме 8.8, эта функция 
достигает, на, этом сегменте своего максимального значения М 
и своего минимального значения т. Могут представиться два 
случая: 1) М = т; 2) М > т. В случае № 71(2) = М =т = 
= с0196. Поэтому производная }’(х) равна нулю в любой точке 

сегмента о В случае М > т, по- 
у  Когательная скольку Ё(а) = {1(5), можно утвер- 

ждать, что хотя бы одно из двух значе- 
ний М или т достигается функцией в 
некоторой внутренней точке & сегмен- 
та, а, 6]. Но тогда функция }(5} имеет в 
этой точке & локальный экстремум. По- 
скольку функция {1 (5) дифференцируе- 
ма в точке &, то по теореме 8.10 }’(&) = 
—= 0. Теорема полностью доказана. 

Теорема Ролля имеет простой геометрический смысл: если 
крайние ординаты кривой у = {(5) равны, то, согласно теореме 
Ролля, на, кривой у = }(т1) найдется точка, в которой касатель- 
ная к кривой параллельна оси Ох (рис. 8.10). 

Как мы увидим ниже, теорема Ролля лежит в основе многих 
формул и теорем математического анализа. 


| 
| 
Е 


Рис. 8.10 


1) Мишель Ролль — французский математик (1652-1719). 
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$ 9. Формула конечных приращений 
(формула Лагранжа) 


Большое значение в анализе и его приложениях имеет сле- 


дующая теорема, принадлежащая Лагранжу '). 

Теорема 8.18 (теорема Лагранжа). Если функция }(х) 
непрерывна на сегменте |а,6| и дифференцируема во всех вт\у- 
тренних точках этого сегмента, то внутри сегмента |[а,6| 
найдется точка & такая, что справедлива формула 


(6) — (а) = Г(9Ф-а). (8.7) 
Формулу (8.7) называют формулой Лагранжа или формулой 
конечных приращений. 
Доказательство. Рассмотрим на сегменте [а,6| 
слелующую вспомогательную функцию: 


Р(е) = 1) — Ка) - Пе -а). (88 


Проверим, что для функции Ё(т) выполнены все условия тео- 
ремы Ролля. В самом деле, Р(х) непрерывна на сегменте |@,6] 
(как разность функции {(5) и линейной функции) и во всех вну- 
тренних точках сегмента |а,6] имеет производную, равную 


Е' (1) = |" (4) ДЬ) — а). 


6 —а 
Из формулы (8.8) очевидно, что Е(а) = Е(Б) = 0. 
Согласно теореме Ролля внутри сегмента [а,6| найдется точ- 
ка & такая, что 
РО) = (О) о =0 (8.9 


Из равенства (8.9) вытекает формула Лагранжа (8.7). Подчерк- 
нем, что в формуле (8.7) вовсе не обязательно считать, что 6 > а. 
Замечание. Мы получили теорему Лагранжа как след- 
ствие теоремы Ролля. Заметим вместе с тем, что сама, теоре- 
ма Ролля является частным случаем теоремы Лагранжа (при 
Ре) = ®)) 
Для выяснения геометрического смысла теоремы Лагранжа 


ГБ) — (а) 


заметим, что величина — — ^^ есть угловой коэффициент се- 
| а 


кушей, проходяшей через точки А(а, 1(а}} и В(5, }{(6)) кривой 
у = }(х), а /'(<) есть угловой коэффициент касательной к кри- 
вой у = (1), проходящей через точку С(&, }(&)). Формула Ла- 
гранжа (8.7) означает, что на кривой у = }(5) между точками А 


1) Жозеф Луи Лагранж — великий французский математик и механик 
(1736—1813). 
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и В найдется такая точка С’, касательная в которой параллельна, 
секушей АВ (рис. 8.11). 

Часто бывает удобно записывать формулу Лагранжа в виде, 
несколько отличном от (8.7). Пусть (5) удовлетворяет усло- 
виям теоремы 8.11. Зафиксируем любое то из сегмента, |а, 6] 
и зададим ему приращение Ах произ- 
вольное, но такое, чтобы значение (10 + 
+ Ат) также лежало на сегменте |а,6. 
Тогда, записывая формулу Лагранжа 
для сегмента [10,50 + Ат], будем иметь 


(то + Дз) — 1(10) = Дж (6), (8.10) 


где & — некоторая точка, лежащая меж- 
ду 10 и 40 + Ах. Можно утверждать, 
что найдется такое (зависящее от Ах) 
число 9 из интервала 0 < 9 < 1, что & = ж-+ ВДт. Таким 
образом, формуле (8.10) можно придать вид 


1 (то + Ах) — {1 (+0) = АхГ (50 + 9ВАх), (8.11) 


где 9 — некоторое число из интервала 0 < 9 < 1. Формула Ла- 
гранжа в виде (8.11) дает точное выражение для приращения 
функции через вызвавшее его произвольное конечное прираще- 
ние Ат аргумента. Этот вид формулы Лагранжа оправдывает 
термин «формула конечных приращений». 


Рис. 8.11 


$ 10. Некоторые следствия из формулы Лагранжа 


1. Постоянство функции, имеющей на интервале рав- 
ную нулю производную. 

Теорема 8.13. Если функция 1(х) дифферениируема на ин- 
тервале (а) и если всюду на этом интервале ]'(х) = 0, то 
функиия (1) является постоянной на интервале (а,6). 

Доказательство. Пусть хо — некоторая фиксированная 
точка интервала (а,6), а х — любая точка этого интервала. 

Сегмент [50,5 целиком принадлежит интервалу (а,6). По- 
этому функция }(5} дифференцируема (а стало быть, и непре- 
рывна) всюду на сегменте [50,1]. Это дает право применить к 
функции }(т) на сегменте |х0,х| теорему Лагранжа. Согласно 
этой теореме внутри сегмента, [10,5] найдется точка & такая, что 


Г(т) — /(1о) = (1 - 10) У (6). (8.12) 


По условию производная функции (1) равна нулю всюду в ин- 
тервале (а,6). Стало быть, }’(&) = 0 и из формулы (8.12) мы 


получим 
(=) = Л(то). (8.13) 
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Равенство (8.13) утверждает, что значение функции }(5) в лю- 
бой точке 1 интервала (а, 6) равно ее значению в фиксированной 
точке 10. Это и означает, что функция }(5) постоянна всюду на 
интервале (а,6). Теорема доказана. 

Теорема 8.13 имеет простой геометрический смысл: если ка- 
сательная в каждой точке некоторого участка кривой у = } (т) 
параллельна оси От, то указанный участок кривой у = [(т) 
представляет собой отрезок прямой, параллельной оси Ох. 

Замечание. Теорема 8.13 уже была использована нами 
в гл. 6 при доказательстве теоремы 6.1. Здесь мы еще раз под- 
черкнем, что весь материал настоящей главы (в том числе и тео- 
рема 8.13) совершенно не использует результатов глав би 7. При 
повторном чтении этой книги гл. 8 можно читать непосредствен- 
но вслед за гл. 5, а уже затем возвратиться к чтению глав бит. 

2. Условия монотонности функции на интервале. В 
качестве второго следствия формулы Лагранжа рассмотрим во- 
прос об условиях, обеспечивающих неубывание (невозрастание) 
функции на данном интервале. 

Прежде всего, напомним определения неубывания, невозра- 
стания, возрастания и убывания функции на данном интервале. 

1°. Говорят, что функция }() не убывает (не возрастает) 
на интервале (а,6), если для любых двух точек ху и 42 ин- 
тервала (а,6), удовлетворяющих условию 11 < 12, справедливо 


неравенство 
1(ть) < 1(12) (1(21) > Ё(12)). 


2°. Говорят, что функция {(5) возрастает (убывает) на им- 
тервале (а,6), если для любых точек т1 и 12 интервала (@,6), 
связанных условием 11 < 12, справедливо неравенство 


1(т1) < 1(2) (Л(а) > Е12)). 


Теорема 8.14. Для того чтобы дифферениируемая на ин- 
тервале (а,6) функция {(х%) не убывала (не возрастала) на 
этом интервале, необходимо и достаточно, чтобы производ- 
ная этой функции была неотрицательной (неположительной) 
всюду на этом интервале. 

Доказательство. 1) Достаточность. 
Пусть (2) 20 (< 0) всюду на интервале (а,6). Требуется до- 
казать, что }(5) не убывает (не возрастает) на интервале (а,6). 
Пусть 1 и 12 — любые две точки интервала (а,6), удовлетво- 
ряющие условию 11 < 412. Функция [(т) дифференцируема (а 
стало быть, и непрерывна) всюду на сегменте [11,52]. Поэтому 
к /(%) можно применить на сегменте [71,22] теорему Лагранжа, 
в результате чего получим 


Г(12) — Л(т1) = (12 — 21) 1 (8). (8.14) 


гле 1 < < 12. 
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По условию (8) > 0 (< 0), 12 — 11 > 0. Поэтому правая 
часть (8.14) неотрицательна (неположительна), что и доказывал 
ет неубывание (невозрастание) }(х) на интервале (а,6). 

2) Необходимость. Пусть функция }(х%) диффе- 
ренцируема на интервале (а,6) и не убывает (не возрастает) на 
этом интервале. Требуется доказать, что }’(5) 2 0 (< 0) всю- 
ду на этом интервале. Так как /(5) не убывает (не возрастает) 
на интервале (а,6), то эта функция не может убывалть (возра- 
статъьь) ни в одной точке интервала (а.6). Стало быть, в си- 
лу теоремы 8.9, производная ]'(5) ни в одной точке интервала 
(а.6) не может быть отрицательной (положительной), что 
и требовалось доказать. 

Теорема 8.15. Для того чтобы функиия {(х%} возрастала 
(убывала) на интервале (а,6) достаточно, чтобы производная 
{’(%) была положительной (отрицательной) всюду на этом 
интервале. 

Доказательство проводится по той же схеме, что 
и доказательство достаточности в теореме 8.14. Пусть тт и 12 — 
любые две точки интервала (а,6), удовлетворяющие условию 
11 < 12. Записывая для сегмента, |51,22| формулу Лагранжа, 
получим равенство (8.14), но на этот раз в этом равенстве }"(&) > 
>0 (< 0). 

Вследствие этого левая часть (8.14) положительна (отрица- 
тельна), что и доказывает возрастание (убывание) }(5) на ин- 
тервале (а,6). 

Замечание. Подчеркнем, что положительность (отри- 
цательность) производной }'(5) на интервале (а,6) не является 


необходимым условием возрастания (убывания) функции {(1) 


на интервале (4,6). Так, функция у = 73 возрастает на интерва- 


е (—1, +1), но производная этой функции }'(5) = 317 не явля- 
ется всюду положительной на этом интервале (она обращается в 
нуль в точке 5х = 0). Вообще, легко доказать, что функция }(5) 
возрастает (убывает) на интервале (а,6), если производная этой 
функции ]’(%) положительна (от- 
рицательна) всюду на этом ин- 
тервале, за исключением конечно- 
го числа точек, в которых эта про- 
изводная равна нулю. (Для доказа- 
тельства достаточно применить те- 
орему 8.15 к каждому из конечного 
числа интервалов, на которых /' (1) 
строго положительна (отрицатель- 
на) и учесть непрерывность }(5) в 
тех точках, в которых производная 
Рис. 8.12 равна нулю.) Установленную теоре- 
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мой 8.15 связь между знаком производной и направлением из- 
менения функции легко понять из геометрических соображе- 
ний. Поскольку производная равна угловому коэффициенту ка- 
сательной к графику функции у = { (т), знак производной ука- 
зывает острый или тупой угол с положительным направлением 
оси От составляет луч касательной, лежащий в верхней полу- 
плоскости. Если }’(т) > 0 всюду на интервале (а.6), то всюду 
на этом интервале луч касательной, лежалпий в верхней полу- 
плоскости, составляет с Ох острый угол, стало быть и кривая 
у = }(х) идет вверх всюду на этом интервале (рис. 8.12). 

3. Отсутствие у производной точек разрыва 1-го рода 
и устранимого разрыва. Применим теорему Лагранжа для 
выяснения одного замечательного свойства производной. Пре- 
жде всего докажем следующее утверждение. Пусть функция 
7(%) имеет конечную производную всюду в правой (левой) по- 
луокрестности точки с и правую (левую) производную в самой 
точке с. Тогда, если производная |'(х) имеет в точке с правое 
(левое) предельное значение, то это предельное значение равно 
правой (левой) производной в точке с. 

Для доказательства этого утверждения рассмотрим любую 
последовательность {ти} значений аргумента, сходящуюся к с 
справа (слева). Учитывая, что, начиная с достаточно большого 
номера п, все х„ принадлежат той полуокрестности, в которой 
функция }(5) имеет конечную первую производную, применим 
теорему Лагранжа к функции {(5) по сегменту ') [е, жи] ([2и, <]. 
При этом получим 


и — # (&®), (8.15) 
где через &„ обозначена некоторая точка, лежащая между си та. 
Пусть теперь в равенстве (8.15) % — со. Тогда, очевидно, и — с 
справа (слева). Поскольку по условию }’(5) имеет в точке с ко- 
нечное правое (левое) предельное значение, правая часть (8.15), 
по определению предельного значения, обязана при 7% — со стре- 
миться к указанному предельному значению. Стало быть, суще- 
ствует предел при п — со и левой части (8.15). По определению 
правой (левой) производной этот предел равен }/(с +0) (}(<-— 
—0)). Итак, в пределе при п -» со равенство (8.15) дает 


Г(е+0) = Ша Л(2) (1 (е-—0) = Ша Г (2). 


1) Все условия теоремы Лагранжа выполнены, ибо функция }(х) диф- 
ференцируема (а стало быть, и непрерывна) в любой точке сегмента |[с, хи] 
([%„,с]), за исключением точки с. Непрерывность Г(х) в точке с справа 
(слева) следует из существования }’(е 0) (1(<-—0)). 
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Если дополнительно потребовать равенства }’(с +0) = }’(<-0), 
то из существования пределов Пт {’(5) и Пи 1['(х) будет 
х—е-0 | х—с—0 | 


следовать непрерывность /'(5) в точке с. 

Применяя только что доказанное утверждение в каждой точ- 
ке с некоторого интервала (а,6), мы придем к следующему 
утверждению: если функция }(х}) имеет конечную производ- 
ную всюду на интервале (а,6), то (5) не может иметь на 
этом интервале ни точек устранимого разрыва, ни точек раз- 
рыва 1-го рода. 

В самом деле, если в некоторой точке с интервала (а,6) су- 
шествуют конечные правое и левое предельные значения }’(5т), 
то }’(5) непрерывна в точке с (в силу доказанного выше утвер- 
ждения). Если же хотя бы одного из указанных двух предельных 
значений не существует, то }’(5) имеет в точке с разрыв 2-го 
рода. Приведем пример функции, производная которой суще- 
ствует и конечна всюду на некотором интервале и имеет в неко- 
торой точке этого интервала разрыв 2-го рода. Рассмотрим на 
интервале (—1, +1) функцию 


2 1 
д с08-— при 170, 
(т) = т 
0 при д =0. 
Очевидно, что для любого х = 0 производная этой функции 
А, 1 
существует и определяется формулой (1) = 25 с08-— {+ зш-. 


Существование производной | (0) в точке 2 = 0 непосредственно 
вытекает из существования предельного значения 
. О+Ах) — (0 . 1 
Па д 20) _ 1т Ах со$ — =0. 
Ах-—0 Ат Ах-0 Ат 
Производная }’ (%) не имеет в точке х = 0 ни правого, ни лево- 


1 
го предельного значения, ибо у слагаемого 25 с0$ — существует 
НЙ 
в точке т = 0 равное нулю предельное значение, а слагаемое 
. 1 .. 
зш — не имеет в этой точке ни правого, ни левого предельного 
НЙ 


значения (см. пример в конце п. 1 $ 8 гл. 4). 

4. Вывод некоторых неравенств. В заключение покажем, 
как с помощью теоремы Лагранжа, могут быть получены неко- 
торые весьма полезные неравенства. В качестве примера уста- 
новим следующие два неравенства: 


| 1 51 — 31 42| < |451 — 45|, (8.16) 
| агсёе 51 — агсёе 12| < |1 — 42|. (8.17) 


(Здесь под 21 и 12 можно понимать любые значения аргумента.) 
Для установления неравенства (8.16) применим теорему Лагран- 
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жа к функции {(1) = зшх по сегменту |51, 22]. Получим 
9171 — 91122 = (71 - 12) } (©). (8.18) 


Учитывая, что }(&) = созё и что |с03&| < 1 для любого &, 
получим, переходя в (8.18) к модулям, неравенство (8.16). 

Для установления неравенства (8.17) следует применить тео- 
рему Лагранжа по сегменту [51, в к функции } (5) = агове т и 


1 
< 1. 
1+ &2 31 


учесть, что [’(&) = 


$ 11. Обобщенная формула конечных прирашений 
(формула Коши) 


В этом параграфе мы докажем теорему, принадлежатую Ко- 
ити и обобщающую установленную выше теорему Лагранжа. 

Теорема 8.16 (теорема Коши). Если каждая из двух 
функций |(т) и 2(1) непрерывна на сегменте |а,6| и диффе- 
рениируема во всех внутренних точках этого сегмента, и если, 
кроме того, производная 2'(ж) отлична от нуля всюду внутри 
сегмента |а,6|, то внутри этого сегмента найдется точка & 
такая, что справедлива формула 


А) — Г(а) — ИО (8.19) 
8(6) -5(а) 8'(6) пи 
Формулу (8.19) называют обобщенной формулой конечных при- 
ращений или формулой Коши. 
Доказательство. Прежде всего докажем, что & (а) = 
7 =(6). В самом деле, если бы это было не так, то для функции 
2 (%) были бы выполнены на сегменте [4,6] все условия теоремы 
8.11 (Ролля) и по этой теореме внутри сегмента [а,6 | нашлась бы 
точка & такая, что 2’(&) = 0. Последнее противоречит условию 
теоремы. Итак, 2(@) = #2(6), и мы имеем право рассмотреть 
следующую вспомогательную функцию: 


— 6) — Ха) 

Ре) = Ге) — Па) - и) в). 20) 
В силу требований, наложенных на функции }(5} и 2(1), функ- 
ция Ё(т) непрерывна на, сегменте |@,6 | и дифференцируема, во 
всех внутренних точках этого сегмента. Кроме того, очевидно, 
что Р(а) = Е(5) = 0. Таким образом, для Ё(т) выполнены все 
условия теоремы 8.11 (Ролля). Согласно этой теореме внутри 
сегмента |а,6| найдется точка & такая, что 


Е'(8) =0. (8.21) 


_ 1%) - (а) (1, | 
8 (2), и используя 


Имея в виду, что Ё'(5) = } (т) 
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равенство (8.21), будем иметь 


Р-Р" =0 (8.22) 


Учитывая, что 2’(&) = 0, из равенства (8.22) получим формулу 
Коши (8. 19). Теорема доказана. 
Замечание 1. Формула Лагранжа (8.7) является част- 
ным случаем формулы Коши (8.19) при = (5) =х. 
Замечание 2. В формуле (8.19) вовсе не обязательно 
считать, что 6 > а. 


$ 12. Раскрытие неопределенностей 
(правило Лопиталя) 


0 
1. Раскрытие неопределенности вида -. Будем гово- 
рить, что отношение двух функций Л Г г) представляет собой при 


2 —> а неопределенность вида г, если 
Пт (5) = Па 2(5) = 0. 
х—>а — х>а — 
Раскрыть эту неопределенность — это значит вычислить пре- 


(=) 
8(2) 


дельное значение Ша (при условии, что это предельное зна- 


чение существует). 

Следующая теорема дает правило для раскрытия неопреде- 
ленности вида .. 

Теорема 8.17 (правило Лопиталя!)). Пусть две функ- 
ции }(%) и е(х) определены и дифферениируемы всюду в неко- 


торой окрестности точки а, за исключением, быть может, 
самой точки а. Пусть, далее, 


Пт 1(5) = Пм 2(5) =0 
х—а — х—а 


и производная ='(%) отлична от пуля всюду в указанной въиие 
окрестности точки а. Тогда, если существует (конечное или 


| 2 
бесконечное) предельное значение”) 


Ни Г (8.23) 


') Гильом Франсуа де Лопиталь — французский математик (1661—1704). 
2` ‚ г ` 
)} Отметим, что предельное значение (8.23) может не существовать, тогда 


=) 
(2) 


как прелел отношения функций Пт существует. Например, можно 
ф-—>а 


__ 2.1. 
взять а = 0, }(%) =т’зш —, #(5) = чп т. Таким образом, правило Лопиталя 
х 


«действует» не всегда. 
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то существует и предельное значение Шиа д ) 
т—а 5 т) 


причем спра- 


ведлива формула 


Ба 2) — ци 2). (8.24) 


т—а 2 (5) т—а #'(т) 
Теорема 8.17 дает нам правило для раскрытия неопределен- 
ности вида „, сводящее вычисление предельного значения отно- 


шения двух функций к вычислению предельного значения от- 
ношения их производных. 

Доказательство. Пусть {ти} — произвольная 
последовательность значений аргумента, сходящаяся к а и со- 
стоящая из чисел, отличных от а. Будем рассматривать эту по- 
следовательность, начиная с того номера п, с которого все тт 
принадлежат окрестности точки а, указанной в формулиров- 
ке теофемы. Лоопределим функции т (2) и2(1) в точке а, по- 
ложив их равными нулю в этой точке. Тогда, очевидно, }(5) и 
2(1) будут непрерывны на всем сегменте |а, хи и дифференци- 
руемы во всех внутренних точках этого сегмента. Кроме того, 
2'(%) отлична от нуля всюду внутри этого сегмента. Таким обра- 
зом, для }(т) и 5(5) на сегменте [а,5„| выполнены все условия 
теоремы 8.16 (Коши). Согласно этой теореме внутри сегмента 
а, ти найдется точка &„ такая, что 


вы) ва) — в) (8.25) 
Учитывая, что, по нашему доопределению, }(а) = & 
можем следующим образом переписать формулу (8 


Ат) — Ав). (8.26) 

8%.) 8’ (бт) | 
Пусть теперь в формуле (8.26) п — сю. Тогда, очевидно, & — а. 
Так как мы предположили существование предельного значения 
(8.23), правая часть (8.26) при п -» со обязана стремиться к 
этому предельному значению. Стало быть, существует предел 
при п — со и левой части (8.26). По определению предельного 
значения функции этот предел равен а не И. Таким образом, 

р—а 

в пределе при п -» со равенство (8.26) переходит в равенство 
(8.24). Теорема доказана. 

Замечание 1. Если к условиям теоремы 8.17 добавить 
требование непрерывности производных }’(7) и ='(5) в точке а, 
то при условии 2'(а) = 0 формула (8.24) может быть переписана 
в виде 


Ша 20) = 1 @). (8.27) 
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Замечание 2. Если производные {['(5) и 2'(т) удовле- 
творяют тем же требованиям, что и сами функции }(5) и = (т), 
то правило Лопиталя можно применять повторно (т. е. предель- 
ное значение отношения первых производных функций }(1) и 
2(т) можно заменить предельным значением отношения вто- 
рых производных этих функций). Мы получим при этом 


а т) — пи 12) — щи (=) 

в—а 2 (5) в—а 2'(т) ха &"(т)` 
Замечание 3. Теорема 8.17 легко переносится на случай, 
когда аргумент х стремится не к конечному, а к бесконечному 
пределу а = + с или а = —с©. Ограничимся тем, что сформули- 
руем теорему 8.17 для случая, когда а = +с0. Нусть две функ- 
ции (5) и = (т) определены и дифференцируемы всюду на полу- 
прямой с < т < ©. Пусть, далее, Ша Ё(т)= Шо 2(т) =0 

фо = оо = 


и производная в'(х) отлична от нуля на указанной полупря- 


И" 
мой. Тогда, если существует предельное значение Ши 7 (2 


(2) д— оо 2'(5)’ 
то существует ци предельное значение Пм 12) ‚ причем спра- 
х—- с = (т 2)’ 


12) _ п { (г) 


ведливо равенство 


[17 —. 
зоо 8(т) а 8' (2) 
Примеры. 
И Ш. 1 
Г БЕ = Ш ==. 
2—0 = 5—0 2х 2 


2) Следующее предельное значение вычисляется двукратным 
применением правила Люопиталя: 
— зп х 1 - созхт Уш Хх 1 
= Пи = Пт —= 


| 
х—;0 НИ 1—0 312 0 бт 6 


3) Трехкратным применением правила Лопиталя вычисляет- 
ся предельное значение 


. 453 
= Пи = 
50 12 + 2с05т-—2 5—0 2% — 2зшт 


4 
х 


1252 24: 
— па “= | т — 12. 


72—02 -— 2505 0 25шх 


2. Раскрытие неопределенности вида >. Будем гово- 
Ф® 

12) 

8 (т) 


рить, что отношение двух функций представляет собой при 


©. 
Хх —› а неопределенность вида —, если 
©. 


| Ш о 
Ви 1(2) = Ша 8(2) = оо '). (8.28) 


1) Вместо со можно брать + со или —со. 
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Для раскрытия ЭТОЙ неопределенности, т. е. для вычис- 


=) 


ления предельного значения | в (т) справедливо утвержде 


т—а 2 (т 
ние, совершенно аналогичное теореме 8.17, а именно: если в 


формулировке теоремы 8.17 заменить требование ша }(х) = 
2—0 — 
= Пт 2(5) = 0 на условие (8.28), то теорема 817 останется 
ф—>а | | 


справедливой. 


Для доказательства рассмотрим произвольную последовательность 
{т„} значений аргумента, сходяшуюся к а справа (или слева). Пусть тт 
и т, — любые два элемента этой последовательности с достаточно больши- 
ми номерами т и п, удовлетворяющими условию п > т. 

Применяя формулу Коши (8.19) по сегменту [хш, х»|, мы можем утвер- 
ждать, что на этом сегменте найдется точка &»» такая, что 


_ (т) 
(т) — 1(хт) _ Т(п) т») _ 1 (быт) 
8(т») — В (тт)  В(®), _ Вт) — 8'’(бтт) 
$ (тп) 


Отсюда о 
(вы) _ (и) ^^ вы). 
(ти) Ен) Ла) 

/(т») 
я 
= = —= А, то для любого Е > 0 можно фиксировать 
х 
‚, 
номер т столь большим, что при любом п > т дробь ———— РИ Е р) 


няться от числа А меньше чем на 5/2. Далее, учитывая (8.28), мы можем 
для данного фиксированного т найти номер по такой, что при п > по дробь 


Если существует Па 


будет откло- 


_ &(5т) 
5 (ть) 
._ 1 т) 
(ть) 
=/2 
будет отклоняться от единицы меньше чем на | А] Е 72 Но тогда при 


Из») п) 


п > по дробь = (а 


=/2 = 5/2 
+ | А Ло 
ЕВ 5+ 


= 
будет отклоняться от числа А меньше чем на 5 + 


= =. А это означает, что предельное значение 


т 
По сушествует и равно А. 
х-—>а 5 т) 
| . 15 
Примеры. 1 По шх = [1 = 
р р } х—0-0 У? х—0--0 21/2 
. Т/. . 
[10 М =—2 Пт \/т=0. 


2—>0-40 (—1/2) х-3/?2 т—0-0 


274 ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ О НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЯХ ГЛ. 8 


2) п-кратным применением правила Лопиталя вычисляется 
предельное значение 


17 = 17 тек 17 не 
д со ©? х->Ёсо е7 д со ет 


3. Раскрытие неопределенностей других видов. Кроме 
.. 0 со 

изученных выше неопределенностей видов у и __, часто встре- 
со 


чаются неопределенности следующих вилов: 0: со, со — со, 1°°, 
09, соб. 

Все эти неопределенности сводятся к изученным выше двум 
неопределенностям путем алгебраических преобразований. По- 
кажем это, например, по отношению к последним трем из ука- 
занных выше неопределенностей. Каждая из этих неопределен- 
ностей имеет вид 


и= /(2)8 ®), (8.29) 


где при х — а {(т) стремится соответственно к 1, 0 или со, 
а с(х) стремится соответственно к со, 0 или 0. Логарифмируя 
выражение (8.29), получим (считая, что }(х) > 0) 


шуи=а(х) ш (т). (8.30) 

Для нахождения предельного значения выражения (8.29) достал 
точно найти предельное значение выражения (8.30). 

Заметим, что в любом из трех рассматриваемых случаев вы- 

ражение (8.30) представляет собой при 5 —$ со неопределенность 

вида 0. со. Стало быть, достаточно научиться сводить неопреде- 


0 ©®. 
ленность вида 0.со к неопределенности вида д Или —. Покажем, 
> 
как это делается. Итак, пусть 


2 = $(1) . (т). (8.31) 
причем 
ла (5) =0, Па (т) = +0. 
—>а, —>а 


Перепишем (8.31) в виде 


== (2) -4 (2) = ®. (8.32) 


7 


Очевидно, выражение (8.32) представляет собой при х — а 


0 
неопределенность вида г. Наша, цель достигнута. 


Примеры. 1) Вычислить ПШ 2”. Обозначим у = 27. 
х—0-0 
шх 


1/х 


Тогда Шу = хШшх = ‚ Применяя правило Лопиталя, будем 
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иметь 
| шт 1/х 
Пи (Шу) = Пт —— = Пм - =-— Цы 5=0. 
х—0-0 5—0+0 1/х 0+0 —1/х х—0-0 
Отсюда ясно, что Пи у=1. 
| х—0-0 
О ИИ ОЕ ИИ 
2) (1 + =”) ="-т-=. Пусть у = (1+ 47)="-г->. Тогда 
х—> 
1 2 
ши = - - ща”). 
у (е? —1-х) ы ) 
Пользуясь правилом Лопиталя, получим 
25 
7 2 
Ба ши = Шо ВР) — ра 1 
х—>0 2—0 е* —1-х х—0 е* —1 2—0 (е* — 1)(1 +22) 


2 
мо = 
5—0 е? (1 +22) + (е2 — 1)2х 


2. 


Отсюда ясно, что | и =е". 
—> 


$ 13. Формула Тейлора 


Устанавливаемая в этом параграфе формула является одной 
из основных формул математического анализа и имеет много- 
численные приложения как в анализе, так и в смежных дисци- 
плинах. 

Теорема 8.18 (теорема Тейлора ')). Пусть функция 1(х) 
имеет в некоторой окрестности точки а производную порядка 
п--1 (п — любой фиксированный номер) 2). Пусть, далее, х — 
любое значение аргумента из указанной окрестности, р — про- 
извольное положительное число. Тогда между точками а и т 
найдется точка © такая, что справедлива следующая формула: 


а) = о и-д+ Ра -ар+.. 


21 
(п) 
ОА (в -а)" + Ва (1), (8.33) 
3 
где ) 
В _ Г х-а Р (—&)7" (вт) уе 8 34 
вт — (==) 4 (5). ( ° ) 


1) Брук Тейлор — английский математик (1685—1731). 

*) Отсюда вытекает, что сама функция {(1) и ее производные до порядка п 
непрерывны в указанной окрестности точки а. 
—а 


х—5 


°) Так как & лежит между х и а, то > 0, так что выражение 


ф —а 
( } р определено для любого р > 0. 


#—5 
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Формула (8.33) называется формулой Тейлора (с центром в точ- 
ке а), а выражение В„.1(т) называется остаточным членом. 
Как мы увидим ниже, остаточный член может быть записан не 
только в виде (8.34), но и в других видах. Принято называть 
остаточный член, записанный в виде (8.34), остаточным чле- 
ном в общей форме). 

Доказательство. Обозначим символом ф(х,а) 
многочлен относительно х порядка п, фигурирующий в правой 
части (8.33), т. е. положим 


| О 
р(т,а) = а) +=, (фа)? : (та)? +... 

(а. ‚ _ 

+ аа)". (8.35) 


Далее обозначим символом А„+1(5) разность 


Вит) = Г() — ф(т,а). (8.36) 


Теорема, будет доказана, если мы установим, что Ви-1(7) опре- 
деляется формулой (8.34). 

Фиксируем любое значение х из окрестности, указанной в 
формулировке теоремы. Ради определенности будем считать, 
что х > а. Обозначим через { переменную величину, имеющую 
областью своего изменения сегмент |а, 1], и рассмотрим вспомо- 
гательную функцию (К) следующего вида: 


Ф(В = Л(+) — 9(т,®) — (- 17 9(4), (8.37) 
где 


(2) = Пинца) (8.38) 


(х —а)Р` 
Подробнее 4(Р) можно записать так: 
9 =) - 0-е -у- 
(п) (1 п 
Аш" - (в 9РО(#). (8.39) 


п. 


Наша цель — выразить ()(1), исхоля из свойств введенной нами 
функции 4р(ф). 

Покажем, что функция (®) удовлетворяет на, сегменте [4,7 
всем условиям теоремы 8.11 (Ролля). 

Из формулы (8.39) и из условий, наложенных на функцию 
1(<), очевидно, что функция 1р(®) непрерывна, на сегменте |а, т] 


1) Эту форму остаточного члена называют также формой Шлемильха— 
Роша. 
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и лифференцируема на этом сегменте '). Убедимся в том, что 
(а) = ф(х) = 0. Полагая в (8.37) $ = а и принимая во внимание 
равенство (8.38), будем иметь 


Ф(а) = Х(т) — ф(т,а) — Вит). 
Отсюда на основании (8.36) получим (а) = 0. Равенство (5) = 
= 0 сразу вытекает из формулы (8.39). 
Итак, для функции (ТР) на сегменте [а,х| выполнены все 
условия теоремы 8.11 (Ролля). На основании этой теоремы вну- 
три сегмента [а,х| найдется точка, & такая, что 


р’ (2) = 0. (8.40) 
Подсчитаем производную 9’(®. Дифференцируя равенство 
(8.39), будем иметь 
) 


УЛ - беж -9- 


РО ре 0Р-9 (+). (84 


й 


Легко видеть, что все члены в правой части (8.41), за исключе- 
нием последних двух, взаимно уничтожаются. Таким образом, 


О + е- 9710). = 842 


Полагая в формуле (8.42) $ = & и используя равенство (8.40), 
получим 


_ с\п-р-1 
(в) = Ч. (8.43) 
Сопоставляя (8.43) и (8.38), окончательно будем иметь 


х-а)Р(л — "РТ (п с 
Киа () = (г — ооо) = ПВ 


Теорема доказана. 
Найдем разложение по формуле Тейлора простейшей функ- 
ции — алгебраического многочлена п-го порядка. Пусть 


1(%) = Со? + бат +... Ся -+О,. 
Тогда, поскольку {+0 (4) = 0, остаточный член Ви-1(5) =0и 
формула Тейлора (8.33) принимает вид 
— 7 (а) Г” (а) 2 Г") (а) т 
Г(«) = (а) + т (та += (т а) А (2 — а) 
(8.44) 


1) Функция }{(ЁР) и ее производные до порядка п непрерывны на сегмен- 


те [аж], а }""(Р) существует и конечна на этом сегменте (см. сноску 3) 
на с. 275). 
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(Здесь в качестве а можно взять любую точку бесконечной пря- 
мой.) Таким образом, формула Тейлора позволяет представить 
любой многочлен ](5) в виде многочлена по степеням (х — а), 
где а — любое вешественное число. 

Пусть теперь /(5) — произвольная функция, удовлетворяю- 
шая условиям теоремы 8.18. Постараемся выяснить, какими 
свойствами обладает многочлен (8.35), фигурирующий в фор- 
муле Тейлора для этой функции. Как и выше, будем обозначать 


этот многочлен символом ф(х, а). Символом ф(" (5, а} обозначим 


п-ю производную ф(т,а) по т. Дифференцируя формулу (8.35) 
по х и затем полагая х = а, мы получим следующие равенства: 


ф(а, а) = (а). 

ф (а, а) = (а), 
27) (а, а) = 1’ (а), 
р") (а, а) = 1 (а). 

Таким образом, фигурирующий в формуле Тейлора для произ- 
вольной функции (15) многочлен ф(х,а) обладает следующим 
свойством: он сам и его производные до порядка п включитель- 


но равны в точке х = а соответственно (5) и ее производным 
до порядка, п. 


$ 14. Различные формы остаточного члена. 
Формула Маклорена 


1. Остаточный член в форме Лагранжа, Коши и Пе- 
ано. Выше мы установили формулу Тейлора с остаточным чле- 
ном в общей форме. Здесь мы установим другие возможные 
представления для остаточного члена. Два из этих представле- 
ний мы получим в качестве частных случаев из обшей формы 
остаточного члена. 

Прежде всего несколько преобразуем формулу для остаточ- 
ного члена (8.34). Поскольку точка & лежит между точками а 
и т, найдется такое число 0') из интервала 0 < 0 < 1 что 
& —а=0(1-—а). При этом & =а-+0(х-а), х-& = (т-а) (1-0). 
Таким образом, формула (8.34) может быть переписана, в виде 


та т--1 __ дАП-Р-ЕТ п 
Па (а) = И аа). (845) 


Рассмотрим теперь два важных частных случая формулы (8.45): 


1) Следует подчеркнуть, что &, а стало быть, и @ зависят не только от т 
и п, но также и от р. 
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11 р=п-+1; 2) р=1 (напомним, что в формулах (8.34) и (8.45) 
в качестве р может быть взято любое положительное число). 
Первый из этих частных случаев (р = п +1) приводит нас к 
остаточному члену в форме Лагранжа 
фа)" 

Аа () = И У" е-+0(# а). (846 
Эта, форма остаточного члена наиболее употребительна в прило- 
жениях. Остаточный член в форме Лагранжа напоминает следу- 
ютций, очередной член формулы Тейлора, лишь только (и -+1)-я 
производная функции (+) вычисляется не в точке а, а в некото- 
рой промежуточной между а и х точке & =а-+ (т — а). Второй 
из указанных выше частных случаев (р = 1) приводит нас к 
остаточному члену в форме Коши 

ад" 


В, -1(т) = ЧИ +0 -а)]. (847) 


т! 


Так как формы Лагранжа и Коши отвечают разным значениям 
р, а 0 зависит от р, то значения 9 в формулах (8.46) и (8.47) 
являются, вообще говоря, различными. Для оценки некоторых 
функций форма Коши является более предпочтительной, чем 
форма Лагранжа. Обе формы остаточного члена (Лагранжа и 
Коши) обычно используются в тех случаях, когда требуется при 
тех или иных фиксированных значениях т, отличных от а, при- 
ближенно вычислить функцию | (т). 

Естественно приближенно заменить }(х) многочленом ф(х, а) 
и численно оценить сделанную при этом ошибку. Наряду с этим 
встречаются задачи, в которых нас интересует не численная ве- 
личина указанной ошибки, а лишь порядок ее относительно 
малой величины (т — а). Для этой цели удобна другая форма 


записи остаточного члена (так называемая форма Пеано')), к 
установлению которой мы и переходим. 

Пусть функция (т) имеет производные до порядка (п — 1) 
в некоторой окрестности точки а и производную порядка т в 
самой точке @. 

Обозначим, как и выше, символом В„-1(х) разность функции 
7(<) и многочлена (8.35) и докажем, что для Ви1(х) справед- 
ливо следующее равенство 


Ви-т(х) =0(х-а)"|. (8.48) 


Это последнее равенство и называют остаточным членом, 
представленным в форме Пеано. 

Так как при сделанных нами предположениях многочлен 
(8.35) и его производные до порядка п включительно совпадают 


') Джузепие Пеано — итальянский математик (1858-1932). 
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в точке 1 = а соответственно с функцией {(1) и ее производны- 
ми, взятыми в той же точке 5 = а, то справедливы равенства 


Виза (а) =0, Ва) =0,..., ВО а) =0, В (а) = 0. 
(8.49) 
и нам остается доказать, что из равенств (8.49) вытекает пред- 
ставление (8.48). 
Для этого достаточно с помощью равенств (8.49) доказать, что 


Топ 2) — () (8.50) 


Так как каждая из функций Аи+1(т) и (1 —а)" лифференци- 
руема (и —1) раз всюду в некоторой окрестности точки а, спра- 
ведливы равенства (8.49) и любая производная функции (х—а)" 
до порядка (п — 1) включительно обращается в нуль только 
в точке а, то для раскрытия неопределенности, стоящей в ле- 
вой части (8.50), можно (и — 1) раз последовательно применять 
теорему Люопиталя 8.17, в результате чего мы получим 


, в”-о 
Бо АН) р ны) ры Аеы (8.51) 
та (т-—а)” — хэап:(т-а) ха п!(х-а)` 
Учитывая предпоследнее равенство (8.49), мы можем пере- 
писаль (8.51) в виде 


п—1 пи 
и + @) — Туи Ва @) - Вир (а) 
та (х—ф а” = т—а х-—а 


Так как производная в) п) ‚ (а) существует и в силу последнего 


соотношения (8.49) равна пулю. то предельное значение в пра- 
вой части последнего равенства существует и равно нулю, что и 
завершает доказательство равенства (8.50). 

Тем самым вывод представления (8.48) завершен. 

В заключение запишем полностью формулу Тейлора с оста- 
точным членом в форме Пеано 


Ге) = По-+Р(е-ад+.. +7 иода)". (8.52) 
2. Другая запись формулы Тейлора. Часто записывал 
ют формулу Тейлора (8.33) в несколько ином виде. Положим в 
(8.33) а = 40, (1 —-а) = Ат и возьмем остаточный член в форме 
Лагранжа (8.46). При этом 5 = 20 + Ах, и мы получим 


1(шо + Да) — (ао) = Г Де + Г Г) (дз)? + 


1) (хо) п о + 9Ах п 
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(Здесь 9 — некоторое число из интервала 0 < 9 < 1.) Форму- 
ла Тейлора (8.53) является естественным обобщением формулы 
Лагранжа (8.11) (см. $8 9). Формула Лагранжа (8.11) получается 
из формулы (8.53) в частном случае п = 0. 

3. Формула Маклорена. Принято называть формулой Ма- 
клорена!) формулу Тейлора (8.33) с центром в точке а = 0. Та- 
ким образом, формула Маклорена дает представление функции 
в окрестности точки х = 0. Запишем формулу Маклорена для 
произвольной функции {(7) с остаточным членом в форме Ла- 


гранжа, Коши и Пеано 2). 


Ге) = ОАФ ФР. Рива), (8.54) 


где остаточный член имеет вид: 
1) в форме Лагранжа 


д" 
Вр) = отр" (02) (0<0<1; — (855) 
2) в форме Коши 3) 
д? 1 _ д\пт п 
Вр (а) = Ч (05) (0<9<1) (8.56) 
3) в форме Пеано 
Ви(х) = о(т”). (8.57) 


(Мы использовали формулы (8.46), (8.47) и (8.48).) 

Перейдем к оценке остаточного члена в формуле Тейлора- 
Маклорена, к отысканию разложения по формуле Маклорена 
важнейптих элементарных функций и к рассмотрению различ- 
ных приложений этой формулы. 


$ 15. Оценка остаточного члена. Разложение 
некоторых элементарных функций 


1. Оценка остаточного члена для произвольной функ- 
ции. Оценим для произвольной функции (<) остаточный член 
в формуле Маклорена (8.54), взятый в форме Лагранжа (8.55). 


') Колин Маклорен — английский математик (1698—1746). 

") При этом предполагается, что {(х) имеет в окрестности точки х = 
= 0 (п Т)-ю производную, а для остаточного члена в форме Пеано — в 
окрестности точки х = 0 (п- 1)-ю производную, а в самой точке х = 0 п-ю 
производную. 

о ` . . 

°) Еше раз подчеркнем, что значения 9 в формулах (8.55) и (8.56), вообще 
говоря, различны. 
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Предположим, что рассматриваемая нами функция {(т) 
обладает следующим свойством: существует такое веществен- 
ное число М, что для всех номеров п и для всех значений аргу- 
мента х из рассматриваемой окрестности точки х = 0 спра- 
ведливо неравенство 


[12 (| < М. (8.58) 


Функцию, обладающую указанным свойством, будем назы- 
вать функцией, совокупность всех производных которой огра- 
ничена в окрестности точки х = 0. 

Из неравенства (8.58) вытекает, что 


5") (62) < М. (8.59) 
и поэтому из формулы (8.55) следует, что 
| бизн) ше 
Па = (ог) < МР 
Итак, мы получаем и универсальную оценку остатюоч- 


ного члена для функции, совокупность всех производных кото- 
рой ограничена числом М в окрестности точки т = 0: 


||" 
Вит (<) < М ии О (8.60) 
Напомним, что при любом фиксированном х 
ЕТ 
17 ЕВ =0 


пою (п +1)! 


(см. пример 3 п. 3 $ 3 гл. 3). Отсюда вытекает, что, выби- 
рая достаточно большой номер п, мы можем сделать правую 
часть (8.60) как угодно малой. Это дает нам возможность при- 
менять формулу Маклорена для приближенного вычисления 
функций, обладающих указанным свойством, с любой напе- 
ред заданной точностью. Приведем примеры функций, сово- 
купность всех производных которых ограничена в окрестности 
точки т = 0: 

1) }(2) = г", /®(+) = е". Совокупность всех производных 
этой футкиии ограничена на любом сегменте |-т,7| (г > 0) чис- 
лом М =е!' 

2) }(х) = созх или {1 (1) = зш т. Совокупность всех производ- 
ных каждой из этих функций ограничена всюду на бесконечной 
прямой числом М = 1. 

2. Разложение по формуле Маклорена некоторых 
элементарных функций. 

А. (51) = се”. Поскольку 1) (1) = е*", 1 (0) —= 1 лля любо- 
го п, формула Маклорена (8.54) имеет вид 


х_ | т 72 1” 
1+ ++... + 1+ В+ (2), (8.61) 
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гле остаточный член в форме Лагранжа равен 


п--1 
Вит (т) ы еб? (0<9<1). 


— (п-+и 
На любом сегменте [-г, т] (г > 0), в силу того, что |е® | < с", 
получим следующую оценку для остаточного члена: 


т--1 ,. 


Б. /(х) = зах. Поскольку Е) (2) = эт (2 + пт). 
1 (0) — $91 п — | 0 при четном п, 


и 
(—-1) > при нечетном п, 


формула Маклорена (8.54) имеет вид 


| 5 т п д й 
ир= ща +... + (-0 2 т + Ви+2(2), (8.63) 


где и — нечетное число, а остаточный член в форме Лагранжа 
равен 
д”? п 
Пи--2(5 = та (95+ пт + т) 0<09<1). 
в+2(2} (в 2)! 2 } 
Очевидно, что на любом сегменте |-—х, +7] (г > 0) для остаточ- 
ного члена справедлива, следующая оценка: 


р" 2 
В -+-2(1)| < (+2)! (8.64) 
В. }(х) = созх. Поскольку 1” (4) = с0$ (= + пт). 
+ (0) — совил — 0 . при нечетном %, 
2 (—-1)> при четном п, 
формула Маклорена (8.54) имеет вид 
2 4 6 п л.® 
082 =1- +щ-щ +... + (-0 5: + А, 42(2). (8.65) 


гле п — четное число, а остаточный член в форме Лагранжа 
равен 
ы-2 
д 
75; д) = — 
в+2(2) (п+2)! 


На любом сегменте |-—т, | (г_> 0) получаем для остаточного 
члена оценку (8.64). 


со (02+ пт +7) (0<0<1. 
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Г. }(%) = ш (1+2). Поскольку при п? 1 


(а) = (ПЕ, 0) =0, (0) = (1 Ци 1 


(1 +)”, 


формула Маклорена (8.54) имеет вид 


2 3 4 


в (1+2) = 2-5 + -5+...+(- "= + В, 1(2). (8.66) 


Остаточный член на этот раз запишем и оценим и в форме Ла- 
граноюа, и в форме Коиии: 


(Па 


Ви (т ) = (в + 1)(1 + 9)” 1 


(в форме Лагранжа), (8.67) 


Ив оу. 1-9)” х | | 
Вит (2) = (=)! т Е 1) (в форме Коши). (8.68) 


Для оценки функции ш (1+5) для значений т, принадлежащих 
сегменту 0 < ф < 1, удобнее исходить из остаточного члена в 
форме Лагранжа (8.67). Переходя в формуле (8.67) к модулям, 
получим для всех т из сегмента 0 <1<1 


— 1 
Вит) < 


+1 


(8.69) 


Из оценки (8.69) очевидно, что для всех 1 из сегмента 0 <5<1 
Ви-т(х) — 0 при п -$ со. 

Оценим теперь функцию № (1 + 5) для отрицательных зна- 
чений т из сегмента, —г < & < 0, где 0 <г<1. Для этого будем 
исходить из остаточного члена в форме Коши (8.68). 

Перепишем этот остаточный член в виде 


в--1 


Вии (2) = (—1)" ( тв ) т (8.70) 


1- 9х 1- 9х 


Принимая во внимание, что для рассматриваемых значений 5х 
1 — 


т < 1, и переходя в формуле (8.70) к модулям, будем иметь 


Ви (%)| < =. (8.71) 


Так как 0 <тг < 1, то оценка (8.71) позволяет утверждать, 


что Ша Иру = 0. 
оо 


1) Еше раз отметим, что в формулах (8.67) и (8.68) значения 9 являются, 
вообще говоря, различными. 
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д. (=) = (1+ 5)%, где а — вещественное число. Поскольку 
(2) = а(а-1... (а-п+ 1 (+4)°"п, 
{) (0) = «(а — 1)... (а-п+Ъ, 
формула Маклорена (8.54) имеет вид 


уа — а, ма-|.2 
ааа 


т! 


| 1 _ | | 
И В, (2), — (3.72) 
где остаточный член в форме Лагранжа равен 


Ви (х) — ма. ап) (1 + 9%)°— "О п-т (0 <09< 1). 
(в-+1!) 

(8.73) 

В частном случае, когда а = п — целое число, В1(т) = 0, и 
мы получим известную из элементарного курса формулу бинома 


Ньютона 


и, п, пт 2) п | 
Если нужно получить разложение не двучлена (1 + х)”, а дву- 
члена (а+1)”, то можно вынести а” за скобку и воспользоваться 
формулой (8. 74). При этом получим 


(а+т)" = а” (1 + =) = а" и (2) О р (= ) +.. +(=) |. 
а 11 \а 2! а а 


Таким образом, общий случай бинома Ньютона является част- 
ным случаем формулы Маклорена. 
Е. /(%) = агсфе т. Можно убедиться в том, что 


ИГ 


0 при четном п, 

В-Ь, 

(-1) 2 (п-1)! при нечетном п. 

Таким образом, формула Маклорена (8.54) с остаточным членом 


в форме Пеано (8.57) имеет вид 


3 15 т п—Т ль 


Авт Еее +... +(-0 3 2 +0(1"). 


(Здесь п — нечетное число.) 


$ 16. Примеры приложений формулы Маклорена 


1. Алгоритм вычисления числа е. В п. 4 $ 3 гл. 3 мы вве- 


| 1 7 
ли число е как предел Пт (1 + =) и получили для е грубую 
.—оо 7 
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оценку (см. формулу (3.7) из гл. 3) 2 <е < 3. Теперь мы ука- 
жем, как вычислить число е с любой интересующей нас степенью 
точности. Воспользуемся формулой Маклорена (8.61) и оценкой 
остаточного члена (8.62), положив в этих формулах ях =т=1 
Получим 


е=1+ ++ Вы, (8.75) 
где 


го е 3 
и) ы (п-ИТ + 
Выбирая в формулах (8.75) и (8.76) достаточно большое п, мы 
можем оценить с помощью этих формул число е с любой инте- 
ресующей нас степенью точности. 

2. Реализация алгоритма вычисления числа е на элек- 
тронной машине. Указанный в предыдущем пункте алго- 
ритм вычисления числа е легко реализуется на электронно- 
вычислительных машинах. 

Мы приведем результат вычисления числа е по формуле 
(8.75) при п = 400 на электронно-вычислительной машине 


БЭСМ-6'). Вычисления велись с 600 знаками после запятой. 


(8.76) 


') Для читателей, знакомых со стандартным алгоритмическим языком 
АЛГОЛ, приведем записанную на этом языке программу вычислений: 
Система Алгол-БЭСМ6, вариант 10-12-69 
Безш ицедег 1, с, р, п, т; ицезег аггау а, 6, е |0: 601]; 
п : = 400; шаге (39, 50, 39, 10, 0, 0): 
е [0]: = 1:6 [0]: =1: 
ог: = -1 збер 1 по 601 4о 


а: =: =ей: = 0; 
Гог п : = 1 бер 1 ащ т 4о 
Без юга: = 0 %ер 1 ив 600 4о 
а: -ь; с: =а [0} 
Гог 1 = 0 з$ер 1 иоё 600 4о 
Безю 6 |: = с+п; 


с: = (с-п) хх 10 + а1 + | ева 


р: 
Гог $: 600 збер — 1 чп 0 4о 
ев с: =е +6 + р; 


=0 
с < 10 {Ъеве [1] : = сезе 
Без е |: = с- 10; р: = 1 ева 
ева 
епа 


Гог п : = 1 %6ер 1 чи 6 4о 
Редш опёрий (‘10/?, ‘#4.’, е[0]): 
Гог 1: = 1 з$ер 1 ип! 590 4о 
оибрив (‘7?, е1]) 
епа 
еп а 
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Учитывая возможные ошибки округления, мы отбросили по- 
следние 10 знаков и приводим результат вычисления с 590 зна- 
ками после запятой: 


2,718281 828459 045235 360287 471352 662497 757247 093699 
959574 966967 627724 076630 353547 594571 382178 525166 427427 
466391 932003 059921 817413 596629 043572 900334 295260 595630 
738132 328627 943490 763233 829880 753195 251019 011573 834187 
930702 154089 149934 884167 509244 761460 668082 264800 168477 
411853 742345 442437 107539 077744 992069 551702 761838 606261 
331384 583000 752044 933826 560297 606737 113200 709328 709127 
ААЗТАТ 047230 696977 209310 141692 836819 025515 108657 463772 
111252 389784 425056 953696 770785 449969 967946 864454 905987 
931636 889230 098793 127736 178215 424999 229576 351482 208269 
895193 668033 182528 869398 496465 105820 939239 829488 793320 
36... 

Отметим, что на проведение всех вычислений ушло около 
одной минуты машинного времени. 

3. Использование формулы Маклорена для асимпто- 
тических ') оценок элементарных функций и вычисле- 
ния пределов. Формула Маклорена является мощным сред- 
ством для получения асимптотических оценок элементарных 
функций и вычисления пределов. 

В гл. 4 мы установили следующие асимптотические формулы 


для элементарных функций: 

зшя = -0(х}, 
Ут+е=1+ = +0(1). 
(5) 
(5) 


т 
№ (1-2) =5+0(т), (8.77) 
е? =1+т-+о(т). 


с08д =1- и + о(1°). 


Формулы (8.77) дают представление элементарных функций при 
малых значениях |7т|. Первые четыре из формул (8.77) оцени- 
вают соответствующие элементарные функции с точностью до 
членов 1-го порядка относительно малой величины т, а послед- 
няя из формул (8.77) — с точностью до членов 2-го порядка 
относительно х. 

Оценок (8.77) оказывается достаточно для вычисления про- 
стейших пределов. Однако для вычисления более сложных пре- 
делов, в которых определяющую роль играют члены более вы- 
сокого порядка относительно малой величины %, формул (8.77) 


1) Формулу или оценку, характеризующую поведение { (2) прих а 
(здесь при 5 — 0), называют асимлитотической. 
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оказывается уже недостаточно. Так, например, при помощи 
формул (8.77) невозможно вычислить предельное значение 


Бо Ве (8.78) 


2—0 23 


ибо по виду знаменателя можно заключить, что здесь опреде- 
ляющую роль играют члены 3-го порядка относительно х. 

Таким образом, для вычисления тонких пределов необходимо 
получить более точные асимптотические оценки для функций, 
стоящих в левых частях формул (8.77). 

Такие оценки немедленно вытекают из формулы Маклорена 
(8.54), если в этой формуле взять остаточный член в форме Пеа- 
но (8.57). Записывая формулы Маклорена (8.63), (8.72), (8.66), 
(8.61) и (8.65) и беря в каждой из этих формул остаточный член 
в форме Пеано, получим следующие асимптотические оценки: 


3 5 о И-т 
зи + -...+(-Ю 2 2 т о(1 тт), 
\@& — ‚ @ ‚ а(а-1|) 2 
ПТ +5)° =1 т 5 +.. 
чаи пеличо п + 0(4”), 
ш (1-5) =... (107 + 0(5"), 
2 в. | п 
чт 2" п 
= пя +... + + 0(2°), 
2 " 18” п--1 
6055 = и -... + (-02— + 0(”) 


(Здесь в первой из формул (8.79) и — любое нечетное число, а 
в последней из формул (8.79) п — любое четное число.) Форму- 
лы (8.79) оценивают соответствующие элементарные функции 
с точностью до членов любого порядка п относительно малой 
величины 5. Эти формулы являются эффективным средством 
для вычисления ряда тонких предельных значений. 

Приведем примеры использования асимптотических формул 
(8.79). 

1°. В качестве первого примера рассмотрим уже записанное 
выше предельное значение (8.78). Привлекая первую из формул 
(8.79) (взятую при и = 3), будем иметь 


3 
и — тт +0(#') -2 


. хх . . 1 | 1 
па —— ^^ = Пт и = т |-> + о(2) =. 
2—0 1 2—0 С 2—0 31 31 

25°. 

—2 /2 
. 2 — Со хт 
Т — Пти —, 


т—$0 хз зшх 
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Исходя из вида знаменателя, можно заключить, что опреде- 
ляющую роль должны играть члены 4-го порядка относитель- 
но 1 (ибо зтл = х+0(5)). Пользуясь формулами (8.79), можем 
записать 


12 2“ И: | | 
08% =1— т + щ + 0(7 ). (8.80) 
зшх =х-+0(5)., (8.81) 
© =1+2-+ =. + 0(=^) 
Стало быть, при 2 = —17/2 получим 
_ = 2 4 д | | 
е =1- + +049). (8.82) 


8 
В силу формул (8.80), (8.81) и (8.82) искомое предельное значе 
ние может быть переписано в виде 


2 4 2 4 
о 
[= пм 2 ь —- 224 — 
ф—0 д“ + о(5“) 
т а(а] 
и м ЕТ. 
50 1 +а(т) 8 24 12 
’„. 
(Здесь символом @а(%) мы обозначили величину и). являю- 
а 


шуюся бесконечно малой при х -} о. 
3°. 
Г= Нм (052 + =) те е) 


2—0 


2 
ФТ \ г(зше-х) 
Обозначим через у величину Г) у — (052 - >) . Тогда 


Г = м у. Логарифмируя выражение для у, будем иметь 
х—0 


- Ш (082+2.). 


2(зшх -—х) 
[п (сока + >) 
. . 2 
пт Ши = Им ко. 


х—0 2—0 Я(5шх- т) 


ши = 


Вычислим 


р 
== 


| х 
') При малых д выражение (сова — >) заведомо полоэюительно. 


10 В.А. Ильин, Э.Г. Позняк, часть 1 
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2 4 3 —. 
Поскольку с08% = 1 — > + т + о(27), зшх = ж- = + 0(5“), 


получим у 
с” 5 
1 (1 + — + г”) 
24 
ла ши = Ша моб. 


4 
2—0 2—0 -— + 0(25) 


Учтем теперь, что Ш (1+2) =2-0(2). Из этой формулы 


4 


с” ов) 4 
ш (1+5 +0(2 }} = 55 + 0(2 ). 


Таким образом, 


4 4 
1 
| о 0 | 
Шо ши = Ш 29 = Ша 24 =. 
х—0 х—>0 Хх к. х—>0 _1 4 
——+0(2°) + 0(2) 
6 6 
Отсюда 
1 
[= Пту=е 1. 
х—0 
ДОПОЛНЕНИЕ 


ВЫЧИСЛЕНИЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ 


В настоящем Дополнении мы изучим вопрос о вычислении значений 
простейших элементарных функций. 

Для вычисления значений всех указанных функций используются два 
вида алгоритмов, первый из которых основан на разложении вычисляемой 
функции по формуле Тейлора, а второй — на разложении ее в цепную или 


непрерывную дробь '). Первый алгоритм позволяет составить единую про- 
грамму вычислений значений логарифмической и обратных тригонометри- 
ческих функций. Второй алгоритм лежит в основе универсальной програм- 
мы вычислений остальных простейших элементарных функций. 

Помимо обоснования указанных алгоритмов, мы проведем оценку числа 
итераций, обеспечивающих заданную точность вычислений. 

1. Вычисление логарифмической и обратных тригонометриче- 
ских функций. Вычисление этих функций основано на применении фор- 
мулы Тейлора. Мы подробно рассмотрим вопрос о вычислении логарифма и 
арктангенса. Вычисление значений агссфр т, атсзш т и агссо$ х легко сводит- 
ся к вычислению арктангенса с помощью следующих известных формул: 


} 
2 


п 
атссбо х = 5- атсбо х,  атсзш т = агсфе т 
М1 -х 


атссо$ х = агссёе =. 


1-х- 


1) Сведения о непрерывных дробях читатель может найти в учебнике 


А.Т. Киселева «Алгебра» (Учпедгиз, 1959, с. 188—201). 
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1. Вычисление Ша. Представим число а > 0 в слелующей форме: 
а = 27 М, (8.83) 
где р — целое число, а М удовлетворяет условиям 


1 | 
МХ (8.84) 


Отметим, что представление а в форме (8.83) единственно. Используя фор- 
мулу (8.83), получим для ша следующее выражение: 


ша=рш2 + № М. (8.85) 


Полагая 
1 1-х 


1-2 


и подставляя это выражение для М в (8.85), преобразуем формулу (8.85) 
для ша к следующему виду: 


(8.86) 


1 т +х | | 
= (р-- 1 „ВТ 
па ( у) ш2 п- (8.87) 


+5 
Разложим функцию п 1 по формуле Маклорена. Легко убедиться, что 
—х 


это разложение с остаточным членом в форме Лагранжа имеет следующий 
вид: 


1+1 х 253 25° ода” | 
1 = 2. + +.. В>2. 8.38 
1х + 3 ы 5 и Тит 2т-+2 (т) ) 
где 
о деттт 1 1 | 
А2 2 й — = р 2 — ” ‘о 5 . 3.39 
+2(2) 21 + 2 |3 + 9т)"т*  (1- т | (8.89) 


а число 9 заключено строго между нулем и единипей. 
Для приближенного вычисления Шш а используется следующая формула: 


1 73 15 ЕТ | 
ша (р- 5) ш2+2 (+++. + т), (8.90) 


р 1+5 
которая получается из (8.87) путем замены Ш 1 частью формулы Ма- 


клорена (8.88) для этой функции без остаточного члена А2„-+2(5). Заметим, 
что число 1 в приближенной формуле (8.90) для ша определяется из фор- 
мулы (8.86) с учетом ограничений (8.84), наложенных на М. 

Перейдем к оценке погрешности формулы (8.90). Так как приближен- 
ное значение ша, вычисляемое по формуле (8.90), отличается от точного 
значения, вычисляемого по формуле (8.87), на величину остаточного члена, 
2+2 ( 2), то для выяснения погрешности достаточно оценить этот остаточ- 
ный член. 

Во-первых, выясним границы изменения х. Из формулы (8.86) получаем 


_ ММ2-1 
МУ+т 


(8.91) 


10* 
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Из (8.91) следует, что для значений М, удовлетворяющих неравенствам 
(8.84), абсолютная величина х удовлетворяет условию ') 


|| < 0,172. (8.92) 


Заметим теперь, что структура остаточного члена А2„-+2(х) такова, что 
оценка для отрицательных и положительных значений х может быть про- 
ведена одинаковым способом (из формулы (8.89) видно, что замена х на 
—т не изменяет структуры В2„-+2(х)). Поэтому достаточно получить оценку 
Р2,-2(5%) для х > 0. Учитывая это и неравенство (8.92), получим, заменяя в 


правой части (8.89) величину х числом 0,172, величину тв единицей, 
НЙ 
1 1 
а величину ——— — числом ————, следующую оценку: 
1 — 9х 1 — 0,172’ 


(0,172)? 


| 1 
Ни (2) < ее. 
[Ви+2(2)| $ 2 +2 Тар-би2Р 


у"? 


. о 
В последней формуле внесем (0,172 в квадратные скобки. Так как 


0,172 


10172 < 0,208, получим следующую оценку для В2и+2(т): 
— | 
} 


(0,172)2” +? + (0,208)?" +? 


| - (2) < рии 


(8.93) 
. 2 
При вычислении Ш а на электронно-вычислительной машине 2) формулу 
(8.90) берут обычно при п = 6. Точность вычислений для этого случая 
| 14 | \14 
(0,172) ^ + (0,208) 


оценивается, как видно из (8.93), числом т 


‚ которое не 


превышает 1,625 .10710. 
2. Вычисление атгсёва. Очевидно, можно ограничиться случаем 
положительных значений аргумента, ибо, полагая [о = х, найдем 


агсёе а = зп а - агсфе х. 


Укажем теперь стандартные преобразования, с помошью которых вы- 
числение агсёр х для значений аргумента 5, не меньших 1/8, приводится к 
вычислению арктангенса для значений аргумента, меньших 1/8. 

Пусть сначала г > 1. Положим у = агсфе х, т.е. х = ву, ил: = (у -— 
бут 1-1 
бут +1 

п 
как агсёох = агсбо1 + агсфе т: = д + агсбо х1, то вычисление агсфе т для 


— агсёе 1). Из последней формулы получаем х1 = < 1. Так 


значений х 2 1 приводится к вычислению агсёс т1 при 0 < х: < 1. 
Обратимся теперь к случаю, когда аргумент удовлетворяет неравен- 


ствам З <%<1. 


Пусть А: = 1, №2 = 1/2, Кз = 1/4, Кд = 1/8. Очевидно, для некоторого 
1 =1,2, 3,4 выполняются неравенства 


<<. (8.94) 


') Так как х является функцией от М, то вопрос сводится к разысканию 
максимального значения модуля функции (8.91) на сегменте |1/2, 1]. 


$“ ь 
2) Именно так вычисляется ша на электронно-вычислительнои машине 


БЭСМ-6. 


ДОПОЛНЕНИЕ 293 


Положим у = агфех, т.е. х = вуих, = (у -— ато К,). Из этой 
формулы получаем 
_ у-А _ ЖАК, 

1+ А; 629 ТТ + Ах. 
Так как х > 0, тт 1+ Ах > 1, кроме того, согласно правому из неравенств 
(8.94), х-—К, < ЗК, - КЁ, = К,. Поэтому ив последнего выражения для т. 
получаем неравенство 5х, < ^,. Поскольку агсёех = агсбо К, + агсёе т,, то 
вычисление агсёе х для значений т, удовлетворяющих неравенствам (8.94), 
приводится к вычислению агсфе т; при 0 < <, < К. 

Повторяя описанные преобразовании аргумента х самое большее четыре 
раза, мы приведем вычисление агсфел для значений т из полуинтервала 
1/8 < т < Тк вычислению арктангенса для значений аргумента, меньших 
1/8. 


Для вычисления агсёе х при х < 1/8 используется формула Маклорена 


$ 


3 5 2п+1 
ех=-—+—-... —1)” ——— + А2.-2(х). 
атс т = т += + ( тт + +2(т) 


При вычислениях обычно последнюю формулу берут при п = 6 и отбра- 


сывают остаточный член '). Программа вычислений для логарифма и арк- 


тангенса, общая. При пользовании этой программой для арктангенса надо 
2ъ--1 
Им 


21 1 

2. Вычисление тригонометрических функций, показательной 
Функции и гиперболических функций. Вычисление этих функций 
основано на применении цепных (или, как их еше называют, н е- 
прерывных) дробей. Необходимые нам свойства этих дробей 
приводятся ниже в п. 1. 

Вычисление всех перечисленных функций связано с определенной цен- 
ной дробью, которая получается при разложении функции 61 т. Поэтому 
мы подробно рассмотрим вычисление значений функции %1 5, а затем ука- 
жем, каким образом вычисляются остальные функции. 

1. Некоторые сведения о цепных дробях. Конечной 


лишь позаботиться о перемене знаков у соседних членов 


Ри 
иепной дробъю — называется выражение вида 
Е? 


Ри ал | 
о = бо (8.95) 
4" а о 
3 
65 + 
63 + 
» Ср 
= 
6» 
Величины а1,02,...,@„ обычно называются частными числителями, а 
ро, б1,... ‚6, — частными знаменателями. 
Цепные дроби 
Ро _ 5 Р а: Р> а1 В 
Е, бе -, =6-+ —— а; (8.96) 
до 1 С: 1 > ин -2 
Ь> 


1) Именно так поступают, например, при вычислениях на электронной 


машине БЭСМ-6. 
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п 
Если положить Р_: = 1, О_1 = 0, то из выражений (8.96) для подхо- 
. РЬ 
дящих дробей 0, (Е =1,2,...,п) можно получить следующие формулы, 
к 
связывающие Р, с Ри Ру ои Окс Окти О_о: 
Ру = 6 Рь-1 + ак Рь—2 


(8.97) 
Ок = Бы Оь-1 + ак Ок-2 


п ь 
Нам понадобится специальная формула для дроби —, определяемой 


С» 
соотношением (8.95). Для установления этой формулы сравним две подхо- 
Ре Ре . 
дящие дроби 0, я . Разность этих дробей, очевидно, равна 
К 1 

Р. Ре _ Рек - ФкРЬ- г | 

— — = (8.98) 

Ч Ч Окт к | 


Числитель правой части (8.98) в силу (8.97) может быть записан в виде 


РЕОь 1 — Ок Рь-ь = (БЕ Рь-1 + ак Рь-2) Ока — (бкОк-1 + акОк-2) Ри: = 


= фак [Рь-1@к-2 — Чк-1Рк-2]. — (8.99) 

Последовательно используя соотношение (8.99) для значений К, (К —1), (К — 
—2),..., Ти учитывая, что Р-1 =1, 9-1 =0, Фо =1, мы придадим дроби 
(8.98) следующий вид: 

Рь Г К-1 1 

= (—1 ака ——. 8.100 

О Окт СИ ТО О, ) 

Так как 


авы) 
О, Оо О 4 (12 С | О О)’ 


то с помощью (8.100) мы и получим необходимую нам специальную фор- 


мулу для дроби 


п, 


+т о + Ч —_ а1а2 д-+1 @1@2...Я@п 
О» Фот 0102 От О» 


2. Разложение функции ху в ценную дробь. Исполь- 
зуемый в этом пункте способ разложения функции Вх в цепную дробь был 


+...+ (1) (8.101) 


прелложен Шлёмильхом 1) для разложения в цепную дробь функции $5х. 

Рассмотрим функцию у = сВ\/х для значений х > 0. Очевидны сле- 
дующие тождества, получаемые последовательными дифференцирования- 
ми данной функции и простыми преобразованиями: 


2/ЕУ' = В Ма, му" 3 - т 0 


1) 5св16 ш11сВ О. ОеЪег дев Кебепфгась Ни (ох. // 73. Маё®. и. 
РЬуз. 1857. У. 2. 5. 137-165. 
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Из последнего соотношения получаем тождество, справедливое для всех 
х > 0: | 
Ау" + 2 —у=0. (8.102) 


Последовательно дифференцируя тождество (8.102), будем иметь 


Ах" + бу" __ у — 0, 


АР + (ап +2) То — у = 0. 
(®+1) 
Обозначим отношение —< у Через миа. Тогда из последнего соотно- 
$ п 
шения (8.103) получим тождество Аи + 4 +2 = ‚ из которого 
| Ил, 
вытекает соотношение Ш 
1/2 | 
п-т = 8.104 
Чт 2 +Т- 25 ип-2 ) 
'’_ Вуз | 
Так как 1 = “= УР то соотношение (8.104) при п = 0 может быть 


я 2/х’ 


записано в следующей форме: 
вх = =. 


В правой части этой формулы заменим и2 его выражением, полученным с 
помощью (8.104) при п = 1. В результате получим формулу 


д, 
5 - 2тиз 


Ух = Ут 


В последнем соотношении мы можем заменить из его выражением, по- 
лученным с помощью (8.104) при п = 2. Такого рода операции мы мо- 
жем провести любое конечное число раз. В результате получим разложение 
функции 1 \/т в цепную дробь. Заменяя в этом разложении \/х на х, най- 
дем нужное нам разложение функции № х в конечную цепную дробь. Это 
разложение имеет вид 


Вх = (8.105) 


| 


т 


| 


сл 
-- 


2 


т 
"Эт +1 2% и. +2 


3. Вычисление значений функции хх. Оцем 
ка погрешности вычислений. Вычисление значений 
функции 1 х на электронно-вычислительной машине обычно производится 
с помощью формулы (8.105), в которой отбрасывается член 2%’и»„2. При 
этом п берется равным 6 (п = 6), значения же х по абсолютной величине 
ограничиваются числом л/4. 
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Мы проведем оценку погрешности для любого номера п. 
Обозначим приближенное значение функции 1 х, полученное из (8.105) 


о — 
путем отбрасывания члена 2%“и„+2, через $6 х. Для выяснения точности 
вычислений мы должны, очевидно, оценить разность № х — № т. Заметим, 
что Вх и &№ 5х представляют собой цепные дроби, которые мы обозначим 


Рут Ра 
соответственно и 


п-т Си 
Выпишем значения частных числителей а,, а, и частных знаменателей 


6,, 6, для этих дробей (черточкой сверху мы будем обозначать величины, 


Рот 
относящиеся к дроби —^). Имеем 


Си 
— — 2 —__ 5 
= а =$®, а = а2 =, у Яп-1 = @в+т = , 
фо = 60 =0, Ь: —Ь: = 1, .е 6, =, = -1, (8.106) 


от =2п -- 1 - 2 ито, а = 2 - 1. 


Р Р — — 
В = _, =0и о =. = 1, то с помо- 
Фи Чит 


шью формул (8.106) и соотношений (8.97) получаем следующие равенства: 


С): =©,, С) =О., ... СО =О,, 
Она = (21 +14 25 ии) 9-1, ы= (20-09, + От. 


Р; Рь | 
РТ и в виде (8.101). Из фор- 


п-1 т 
мул (8.106) и (8.107) ясно, что эти представления будут отличаться лишь 


Так как для лробей 


(8.107) 


Представим теперь каждую из дробей 


Рь Р» 
РЕ В будет равна раз- 


п--1 С, 41 
ности последних слагаемых представлений этих дробей по формуле (8.101). 


последними слагаемыми. Поэтому разность 


Так как разность рассматриваемых дробей равна Вх — № х, то, используя 
(8.106), получим следующую формулу: 


—_ 1 1 
пчт п“ п--1 


Это соотношение с помощью формул (8.107) легко преобразовывается к 


следующему виду: 
—__ 2-1 9:20 , 
ее = (ОН и 
ит 252 С) „Ми 2 - (2п - 16, - 1 


Для получения нужной нам оценки воспользуемся следующими двумя нера- 
венствами, которые будут доказаны ниже. 
При т >20 для любого Е 21 справедливо неравенство: 


Ок > ЕП (8.109) 
При х > 0 величина ипл2 полоэюительна: 


| (8.108) 
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Перейдем теперь к оценке разности 6х — т при х > 0. Так как при 


>00 чи > 0 (см. (8.110)) и любое О, > 0 (см. (8.109)), то выражение 
в квадратных скобках в правой части равенства (8.108) не превосходит еди- 
ницы. Далее, из (8.109) получаем следующее неравенство: 


ОО > [(2п — ПИ Ои +1. 


Поэтому при х > 0 для любого номера п справедлива следующая оценка 


погрешности: 
2п-1 


— т 

о $ и р. 
Остановимся на оценке погрешности при п = 6 для значений г, удовлетво- 
ряющих неравенствам 0 < х < л/4. При п = 6 число 2п —1 равно 11, а 
число 2п + 1 равно 13. Так как (л/4) < 0,8, тот" < (0,8) < 5,6.10-°. 
Легко подсчитать, что 11!! = 10 395. Поэтому, учитывая, что 2.6 +1 = 13, 
из формулы (8.111) получим, что ошибка в приближенном вычислении $1 т 
для п = 6 не превышает 4. 1071". 

Докажем теперь неравенства (8.109) и (8.110). 

Доказательство неравенства (8.109). 


(8.111) 


Докажем сначала неотрицательность любого О... Из формул (8.106) вы- 
текает неотрицательность бк и @к при х > 0 для любого К < п. Мы уже 
отмечали, что О_, = 0, Оо = 1. Отсюда и из второй из формул (8.97) 
вытекает неотрицательность О, для любого # < п 


Из второй формулы (8.97), а также из неотрицательности ак и ©, вы- 
текает неравенство 


Ч. 2 Ч, 1. (8.112) 
Так как О = ТГ аб. = 2А —1 при 1 < К < п, то последовательно 
из неравенства (8.112) получаем О 210. >23... 09 > ФЕ-ПИ. 


Справедливость неравенства (8.109) установлена. 
Доказательство неравенства (8.110). 
Достаточно доказать, что все производные функции у = с® \/х прих > 
> 0 положительны. Очевидно, тем самым мы докажем неравенство (8.110), 


у”) 
ибо 2 — уе-о" я 1 
| т 
Умножая последнее соотношение (8.103) на 4 › Мы можем перепи- 
сать это соотношение в виде 
, | р п—1/2 | 
у (2) = — и". (8.113) 
Убедимся теперь в том, что 
(2) | = 0. 8.114 
„Ту (2) =0 (8.114) 


Для этого достаточно убедиться в том, что величина 
 (®+Ь/ 
ту" (5) (8.115) 


а 


ограничена при д -—$ 0+0. Из соотношений у = 6 \/хиу = > Е вытекает, 
что у(х) иу (т) ограничены при 2 — 0+0. Но тогда из (8.102) вытекает, 
что и величина 14/°(2) ограничена при д -$ 0+0. 
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После этого из последнего соотношения (8.103) по индукции получается, 
что величина (8.115) ограничена при х > 0+0 для любого номера п. Тем 
самым соотношение (8.114) доказано. 

Локажем теперь, что для любого номера п производная 


у”? (1) (8.116) 


положительна при х > 0. Очевидно, что у®(т) = у(х) = сВ Ух положи- 
тельна при х > 0. Предположим, что для некоторого номера п величина 
(8.116) положительна при х > 0. Убедимся тогда, что и у" (2) положи- 
тельна при х > 0. Из (8.113) заключаем, что производная в левой части 


(8.113) положительна при т > 0, т. е. функция 2 + (4) возрастает 
при х > 0. Но тогда из (8.114) следует, что эта функция положительна при 


д > 0. Итак, у" (1) > 0 при х > 0, и неравенство (8.110) доказано. 

4. Вычисление гиперболического синуса, 
гиперболического косинуса и показателы 
ной функции. В дальнейшем символом 5»„(Р) мы будем обозначать 
следующую цепную дробь: 


9. =1+ (8.117) 


+ 


сл 
-- 


1 
ит 


Обычно для электронно-вычислительной машины составляют программу 
вычисления этой цепной дроби. Используя эту программу, можно без за- 
труднений составить программу вычислений гиперболического тангенса, 
ибо, как было выяснено в предыдущем пункте, приближенное значение 16 х 
может быть вычислено по формуле 


ха (8.118) 


т 

` } 
5»(т2) 
причем в предыдущих пунктах было также выяснено, что с увеличением п 
точность вычислений возрастает и погрешность стремится к нулю. 

. 2 

Вычисление функций 3№2х, сь2х, е^” может быть редуцировано к вы- 

числению гиперболического тангенса с помощью формул 


2х 1+5 2. 1х 
свт = —= 


ча = що. д 
1 — 7х 1 — 7х 1 — Шх 


Из этих формул и из соотношения (8.118) получаются следующие формулы 
для приближенных значений перечисленных функций: 


2/2 2 2 
В о ОЙ ыы 
52 (12) — 12 52 (12) — 12 5„(12) -х 


Ясно, что с помошью этих формул и программы вычислений для 5» (К) 


2 
легко составляются программы для вычисления $6 2х5, СВ 2х ие”. 


5. Вычисление тригонометрических функ 
ций. По аналогии с разложением в цепную дробь функции &В х строится 
разложение для функции 2х. 
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Рассмотрим функцию у = с0$ \/т для значений х > 0. Очевидны следую- 
щие соотношения, получаемые последовательными лифференцированиями 
этой функции и простыми преобразованиями: 


Ы 
2/ху = -зш\х, УХУ’ + —- = т 


Из последнего соотношения получаем тождество 
#7 7 
4ту +29 +у=0. 
Последовательно дифференцируя это тождество, будем иметь 


Ах" + бу" + у — 0, 


Ау?) + (4п + 2) + у = 0. 


(®-Н1) 
Обозначим отношение ———— через и„+:. Тогда из последнего равенства 
получим равенство Аи +4п +2 = — ‚ из которого вытекает соотно- 
Ми --1 
шение 
—1/2 


ТТ ОПТ 


Отсюда, в полной аналогии с рассуждениями для гиперболического танген- 
са, получаем следующее разложение функции $5 д в цепную дробь: 


ий 
бет = 5 
—х 


2 
—д 


Сл 
-- 


2 


—т 
а — 
20 +1 25%? иъ-2 
Приближенное значение %$5 т получается из этой формулы путем отбрасыва- 


> г 
ния члена 25^и»-+2. С учетом выражения (8.117) это приближенное значение 
может быть найдено по формуле 


(8.119) 


й т 
я ——. 
Как и в случае гиперболического тангенса, можно убедиться, что с уве- 
личением п точность вычислений по формуле (8.119) возрастает и погреш- 
ность стремится к нулю. 
С помошью известных из курса элементарной математики формул 
265 т 1 — 62° х 
ЕЕ и с05 2х = во 
т 657 х 1+ 65° х 
дующие формулы для вычисления приближенных значений зш 25 и со$ 25: 
И. 2/_ 2 2 
25„(—х“)-х о 5,(—2”) +х 
и, С. 
у и ) у и 
52 (—12) — 12 52 (—12) — 12 
В заключение заметим, что точность вычислений всех функций, ука- 
занных в последних двух пунктах, для шести итераций (п = 6) будет не 
меньше 10-'' при условии, что аргумент х по абсолютной величине не пре- 
вышает л/4. 


эш 2% = и соотношения (8.119) получаем сле- 


чи 2х © 


ГЛАВА 9 


ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ГРАФИКА 
ФУНКЦИИ. НАХОЖДЕНИЕ МАКСИМАЛЬНОГО 
И МИНИМАЛЬНОГО ЗНАЧЕНИЙ ФУНКЦИИ 


$1. Участки монотонности функции. 
Отыскание точек экстремума 


1. Отыскание участков монотонности функции. В $ 10 
предыдущей главы мы уже установили ряд условий, обеспечи- 
вающих возрастание (или соответственно убывание, невозра- 
стание и неубывание) функции {(т) на некотором интервале 
(а,6). Для удобства сформулируем еще раз найденные условия: 

1°. Для того чтобы дифференцируемая на интервале (а,6) 
функция [(1) не убывала (не возра- 
стала) на этом интервале, необходи- 
мо и достаточно, чтобы производная 
этой функции }'(5) была неотрицатель- 
на (неположительна) всюду на этом ин- 
тервале. 

2°. Для того чтобы дифференциру- 
емая функция [(х) возрастала (убы- 
вала) на интервале (а,6), достаточно, 
чтобы производная |'(х) была положи- 
тельна (отрипательна) всюду на этом 
интервале. 

Таким образом, изучение вопроса об 
участках монотонности дифференциру- 
емой функции }(х) сводится к исследо- 

Рис. 9.1 ванию знака первой производной этой 

функцич. 
В качестве примера рассмотрим вопрос об отыскании участ- 


} ы 2 
ков монотонности функции {(т) = 1° — 317 — 4. Поскольку 


$1 ОТЫСКАНИЕ ТОЧЕК ЭКСТРЕМУМА 301 


(т) = 317 — 6х = Зт(х — 2), то, очевидно, [’(х) 


положительна при —©<т<0, 
отрипательна при П<х<2, 
положительна при 2 < х< + с. 


Таким образом, рассматриваемая функция возрастает на каж- 
дой из полупрямых (—с0,0) и (2, -со)} и убывает на интервале 
(0,2). График этой функции изображен на рис. 9.1. 

2. Отыскание точек возможного экстремума. В п. 2 
$ 7 предыдущей главы мы ввели понятие локального максимума 
(минимума) функции }(х) и установили необтодимое условие 
наличия у функции }(5) в данной точке локального максимума 
(минимума). Для удобства сформулируем еше раз определения 
и результаты, установленные в указанном пункте. 

Пусть функция / (5) определена всюду в некоторой окрестно- 
сти точки с. Говорят, что функция (1) имеет в точке с локаль- 
ный максимум (минимум), если найдется такая окрестность 
точки с, в пределах которой значение }(с) является наиболь- 
птим (наименьитим) среди всех других значений этой функции. 

Локальный максимум и локальный минимум объединяются 
общим названием экстремум. 

Следующая теорема, устанавливает необходимое условие экс- 
тремума дифференицируемой функции: если функция }(х) диф- 
ферениируема в точке с и имеет в этой точке экстремум, то 
Ре =0 

Таким образом, для отыскания у длифференцируемой функ- 
ции ] (15) точек возможного экстремума следует найти все корни 
уравнения /’(т) = 0 (т. е. найти все нули производной }’(т)). 
Впредь мы будем называть корни уравнения {'(х) = 0 точками 


возможного экстремума функции }(х) 1). 
Заметим, однако, что, поскольку равенство нулю первой про- 


изводной является лишь необходимым?) условием экстремума. 
нужно дополнительно исследовать вопрос о наличии экстрему- 
ма в каждой точке возможного экстремума. Для проведения та: 
кого дополнительного исследования следует установить доста- 
точные условия наличия экстремума, к чему мы и переходим. 

3. Первое достаточное условие экстремума. 

Теорема 9.1. Пусть точка с является точкой возможно- 
го экстремума функции {1 (т), и пусть функция (т) дифферен- 


') Иногда корни уравнения /’(х) = 0 называют стационарными точками. 

2?) Что это условие не является достаточным, видно хотя бы из рассмо- 
трения функции у = 1”. Эта функция не имеет экстремума в точке д = 0, 
в которой }'(х) = 0. 
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цируема всюду в некоторой окрестности точки с. Тогда, если 
в пределах указанной окрестности производная |’(т) положи- 
тельна (отрицательна) слева от точки с и отрицательна (по- 
лозеительна) справа от нее то функция (т) имеет в точке с 
локальный максимум (минимум). Если же производная }(т) 
имеет один и тот же знак слева и справа от точки с, то 
экстремума в точке с нет. 

Доказательство. 1) Пусть сначала производная 
1'(х) в пределах рассматриваемой окрестности положительна 
(отрицательна) слева, от с и отрицательна (положительна) спра- 
ва от с. Требуется доказать, что значение }(с) является наиболь- 
птим (наименьшим) среди всех значений {(т) в рассматриваемой 
окрестности. Обозначим через то любое значение аргумента, из 
рассматриваемой окрестности, отличное от с. Лостаточно дока- 


зать, что | | | 
1(с) — 1(т0)>0 (<0). 


Функция /(%) дифференцируема (а стало быть, и непрерывна) 
на сегменте [с, х0]. Применяя к }(х) по сегменту [с, хо| теорему 
8.12 Лагранжа, будем иметь 


{(с) — Г(то) = Г (8) (с — то), (9.1) 
где & — некоторое значение аргумента, между си тд. Поскольку 
производная }’(&) положительна (отрицательна} при 50 < си 
отрицательна (положительна) при 10 > с, правая часть (9.1) 
положительна, (отрицательна). 

2) Пусть теперь производная }’(5) имеет один и тот же знак 
слева и справа от с. Обозначая, как и выше, через хо любое зна- 
чение аргумента, отличное от с, и повторяя проведенные выше 
рассуждения, мы теперь докажем, что правая часть (9.1) имеет 
разные знаки при тд < си при т > с. Это доказывает отсут- 
ствие экстремума в точке с. 

Вытекающее из теоремы 9.1 правило можно кратко сформу- 
лировать так: 1) если при переходе через данную точку с воз- 
можного экстремума производная |'(т) меняет знак с плюса 
на минус (с минуса на плюс), то функция }(х) имеет в точке с 
локальный максимум (митимум): 2) если же при перегоде че- 
рез данную точку с возможного экстремума производная |'(т) 
не меняет знака, то экстремума в точке с нет. 

Примеры. 1) Предполагая, что консервная банка имеет 
форму круглого цилиндра радиуса г и высоты Й, определить, 
при каком соотношении между г и № консервная банка с посто- 
янной площадью полной поверхности имеет наибольший объем. 

Обозначим плошадь полной поверхности консервной банки 
через ©. Тогда 


27” + 2лгр = 5 = с018%. (9.2) 
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Из этого равенства находим, что 
ь 


27т 
Таким образом, мы можем выразить объем У консервной банки 


2 5 3 
как функцию радиуса т: У = лтА = 5" т”. Задача сведена, к 


| 9 5 
отысканию максимума функции У (т) = =т — лу”. Приравнивая 


2 
И 5 2 
нулю производную У’(т) = 5- 3Злт“ и учитывая, что т > 0, 
находим точку возможного экстремума 
9 | 
Г=Ад/ —. 9.3 
бл } 


Хотя по смыслу задачи ясно, что единственная точка возмож- 
ного экстремума является точкой максимума функции У (г), мы 


можем строго убедиться в этом, используя теорему 9.1 и заме- 


| 5 2 
чая, что производная У () = Зл (== —т } положительна при 
| п 


"< \/5/6т и отрицательна, при г > \/5/бл. Установим теперь, 
при каком соотношении между радиусом 

"и высотой В реализуется наибольший У 

объем У (г) консервной банки. Для этого у=(х—2) 
поделим равенство (9.2) на г? и в пра- 

вой части полученного при этом равен- 

ства воспользуемся соотношением (9.3). 


й 
При этом получим — =2, т.е. В = 2. 0 о 
г 


зу 


Таким образом, наибольший оббем 
будет у той консервной банки, у кото- 


рой высота равна диаметру"). 

2) Найти точки экстремума функции 
#(«) = (т- 2). Поскольку }'(1) = 5(х — 
— 2), то единственной точкой возмож- 
ного экстремума является точка х = 2. Рис. 9.2 

Так как }’(т) положительна, как слева, так и справа от этой 
точки, то функция }(7) = (т — 2)? вовсе не имеет точек экстре- 
мума (график функции }(7) = (т — 2)? изображен на рис. 9.2). 

4. Второе достаточное условие экстремума. Иногда 
вызывает затруднение исследование знака первой производной 
1’(%) слева и справа от точки возможного экстремума. На этот 
случай мы укажем другое достаточное условие наличия экстре- 
мума в данной точке с возможного экстремума, не требующее 


1 
) Решенная нами задача показывает, что в интересах экономии жести 
целесообразно изготовлять консервные банки с высотой, равной диаметру. 
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исследования знака }’(5) в окрестности с, но зато предполагаю- 
щее существование в точке с отличной от нуля конечной вто- 
рой производной 2) (1). 

Теорема 9.2. Пусть функция }(х) имеет в данной точке с 
возможного экстремума конечную вторую производную. Тогда 


функция |(%) имеет в точке с максимум, если (©) < 0, и 


минимум, если }2) (с) > 0. 

Доказательство. Из условия 12) (с) < 0 (> 0) и из 
теоремы 8.9 вытекает, что функция }'’(5) убывает (возрастает) 
в точке с. Поскольку по условию }’(с) = 0, то найдется такая 
окрестность точки с, в пределах которой ]’(х) положительна 
(отрицательна) слева, от с и отрицательна (положительна) спра- 
ва от с. Но тогда по предыдущей теореме }(5) имеет в точке с 
максимум (минимум). 

Замечание. Теорема 9.2 имеет, вообще говоря, бо- 
лее узкую сферу действия, чем теорема 9.1. Так, теорема 9.2 не 
решает вопроса об экстремуме для случая, когда вторая про- 


изводная } (2) (%) не существует в точке с, а также для случая, 


когда | (2) (с) = 0. В последнем случае для решения вопроса о 
наличии экстремума нужно изучить поведение в точке с про- 
изводных высших порядков, что будет сделано нами в 8 4 этой 
главы. 

Примеры. 1. В чашку, имеющую форму полушара ра- 
диуса г, опущен однородный стержень длины [ (рис. 9.3). Пред- 
полагая, что 27 < [< 4т, найти положение равновесия стержня. 

В Положению равновесия стерж- 

Е — ня соответствует минимальное зна- 
_ 258. | с чение его потенциальной энергии, 

т. е. наинизшее положение пентра 

его тяжести О (поскольку стержень 


< является однородным, центр тяже- 
— сти его совпадает с его серединой). 

К Ё Обозначая через ОК перпендику- 

ляр к плоскости, на которой стоит 

Рис. 9.3 чалика, мы сведем задачу к отыска- 


нию того положения стержня АВ, при котором отрезок ОК име- 
ет минимальную длину. Прежде всего вычислим длину отрезка 
ОК как функцию угла а наклона стержня к плоскости, на ко- 
торой стоит чашка. Пусть РЁ параллельно ОК, а ОС перпен- 
дикулярно ОК (Р — точка, в которой стержень опирается на 
край чашки). 

Из прямоугольного треугольника ЁАД следует, что АВ = 
= ВЛ соз а = 21 с0$ а. По условию АО = [/2. Таким образом, 


ОР = АР - АО = тсоза -— 1/2. 
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С другой стороны, РС = РЁ- ОК =т- ОК. Поэтому из 
прямоугольного треугольника ОРС имеем 


та — ОС _ т-ОК 
_— ОР 2тсова — 1/2' 

Таким образом, длина отрезка ОК, которую мы обозначим через 
7 (<), равна (а) =г-+ зто — тзш 2а. 


Переходим к отысканию того значения угла а, которое до- 
ставляет минимум }(а). (Понятно, что мы можем ограничиться 


. | 1 [ 
значениями угла о из первой четверти.) Так как } (©) = 5 608 а— 


| 
— 27 с0$2а = 5 С05 а + 2т — 4т с08? и, то точки возможного экс- 


тремума находятся как решения квадратного уравнения 
2 [ 
Ду с0$37 © — 5 С05 а — т = 0. 


Поскольку со$ а в первой четверти положителен, то нам приго- 
ден только положительный корень этого уравнения 


16у | `` 
Хотя по смыслу задачи и ясно, что единственная точка возмож- 


ного экстремума ад является точкой минимума функции }(о), 
мы установим это строго при помоши теоремы 9.2. Достаточно 


убедиться в том, что #(2) (со) > 0. Поскольку 


Г () =— 
то, в силу (9.4), 


12) (ко) —= 87 зш ао (соз © — т — Эша 2 + 12872 > 0. 


сов @0 — 


| = 


зш а + 4гзш2а = 8 зша (сова — в} 
г 


2 

Тем самым установлено, что положению равновесия стержня от- 
вечает угол наклона его к плоскости, на которой стоит чашка, 
определяемый формулой (9.4). 

2. Найти экстремальные значения функции {(5) = 1°— 3417 — 
— 4. Эту функцию мы уже исследовали в п. 1 настоящего пара- 
графа (см. рис. 9.1). Так как }'(2) = 312 — 65 = 3З5(х — 2), то 
функция (15) имеет две точки возможного экстремума: 21 =Ои 
72 = 2. Поскольку знак }'’(5) слева и справа от этих точек легко 
выясняется, можно рептить вопрос об экстремуме при помощи 
теоремы 9.1 (первого достаточного условия). Но мы предпочи- 


таем привлечь теорему 9.2 (второе достаточное условие). Имеем 


1) (2) = 65-6, 120) =-6<0, 122) =6>0. 
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Таким образом, функция }(х) имеет максимум в точке 0 и ми- 
нимум в точке 2. Экстремальные значения этой функции равны 


Лпах = 1 (0) = —4, ]Льь = 7 (2) = — 65. 


5. Экстремум функции, недифференцируемой в дан- 
ной точке. Общая схема отыскания экстремумов. До сих 
пор мы решали вопрос о наличии у функции {(т) экстремума 
в такой точке с, в которой функция 1(т) дифференцируема. В 
этом пункте мы изучим вопрос о наличии в точке с экстрему- 
ма у такой функции, которая не лифференцируема в точке с, 
но дифференцируема всюду в некоторой окрестности справа и 
слева от с. 

Оказывается, теорема 9.1 может быть обобщена на случай 
такой функции. Именно, имеет место следующее утверждение. 

Теорема 9.3. Пусть функция (т) дифференицируема всю- 
ду в некоторой окрестности точки с, за исключением, быть 
моэюкет, самой точки с, и непрерывна в точке с. 

Тогда, если в пределах указанной окрестности производная 
Г’(х) положительна (отрицательна) слева от точки с и от- 
рицательна (положительна) справа от точки с, то функция 
71(%) имеет в точке с локальный максимум (минимум). Если 
же производная (хх) имеет один и тот же знак слева и спра- 
ва от точки с, то экстремума в точке с нет. 

Доказательство в точности совпадает с доказатель- 
ством теоремы 9.1. Только на этот раз применимость к функции 
7(%) по сегменту [с, 20| теоремы Лагранжа устанавливается сле- 
дующим образом: по условию функция {(т) длифференцируема 
(а стало быть, и непрерывна) всюду на полусегменте (с, 50| и, 
кроме того, непрерывна в точке с. Тем самым }(х) непрерывна 
всюду на сегменте [с, 50| и дифференцируема во всех внутренних 
точках этого сегмента. 

Примеры. 1. Найти точ- 
ки экстремума функции }(5) = 
= |7. Эта функция дифференциру- 
ема всюду на бесконечной прямой, 
кроме точки х = 0, и непрерывна 
в точке 1 = 0, причем производная 
1'(%) = 1 при х > 0 и равна —1 при 
х < 0. 

Теорема 9.1 к этой функции 
неприменима, а согласно теореме 


9.3 она имеет минимум при х = 0 
Рис. 9.4 (рис. 9.4). 


. о, 

2. Найти точки экстремума функции у = 12/3. Эта функция 
непрерывна на всей бесконечной прямой и дифференцируема 
всюду на этой прямой, за исключением точки 1 = 0. Производ- 
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ная при 1 = 0 равна 
21 
У зэ. 


В предыдущем примере производная имела в точке х = 0 раз- 


рыв 1-го рода '); на этот раз производная имеет в точке д = 0 
разрыв 2-го рода («бесконечный скачок»). Из выражения для 
производной следует, что эта производная отрицательна слева 
от точки 1 = 0 и положительна справа от этой точки. Стало 
быть, теорема 9.3 позволяет утверждать, что рассматриваемая 
функция имеет минимум в точке 5 = 
= 0 (график рассматриваемой функ- 
ции изображен на рис. 9.5). 

3. Найти точки экстремума функ- 
ции 


——^__ при 10, 


у= Ла) =} Тай 
| 0 при х=0. 


Легко видеть, что эта функция 
непрерывна, на всей бесконечной пря- 
мой. В самом деле, единственной «со- 
мнительной» точкой является точка т = 0, но и в этой точке 
функция непрерывна, ибо 


Рис. 9.5 


Пт у= Ши У=0. 
&—0-0 2—0—0 
ДЛалее, очевидно, что рассматриваемая функция дифферен- 
цируема, на всей бесконечной прямой, кроме точки х = 0. Всюду, 
кроме этой точки, производная определяется формулой 


ее 4 Тем 
— т 


(1 + е1/= 


. 9) -— #(0 . 1 
„Тегко видеть, что предел Шиа Г) — 10) — Пи =; Не суше- 
%—0 т —0 1+ е"/? 


ствует, так что функция у = }#(т) недифференцируема в точке 
5 = 0. Поскольку произволная у’ положительна, и слева, и спра- 
ва от точки 5 = 0, рассматриваемая функция, согласно теореме 
9.3, не имеет экстремума в точке х = 0, а стало быть, и вооб- 
ше не имеет экстремумов. (График рассматриваемой функции 
изображен на рис. 9.6.) 


/ 


у 


1) В том смысле, что эта, производная хоть и не существовала, в точке х = 
= 0, но имела в этой точке конечные правое и левое предельные значения, 
не совпадающие между собой. 
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Переходим к общей схеме отыскания точек локального экс- 
тремума. Предположим, что функция }(5) непрерывна на ин- 


тервале!) (а.6) и ее производная (т) существует и непре- 
рывна на этом интервале всюду, кроме конечного числа точек. 

Кроме того, предположим, что производная }’(т) обращает- 
ся в нуль на интервале (а,6) лишь в конечном числе точек. 
Иными словами, мы пред- 
полагаем, что на интерва- 
ле (а,6) имеется лишь ко- 
нечное число точек, в ко- 
торых производная {(т) не 
существует или обращается 
в нуль. Обозначим эти точ- 
ки символами 11.12,...,Тп 
(@а<11<12<... <“ т< 6. 
В силу сделанных предполо- 
жений производная }’(х) сохраняет постоянный знак на каж- 
дом из интервалов (а, 71), (11,12), ..., (2..6). Стало быть, во- 
прос о наличии экстремума в каждой из точек т1,12,... 
моет быть решен (в утвердительном или отрицательном 
смысле) при помощи теоремы 9.3. 

Здесь мы не будем приводить примера, иллюстрирующего 
общую схему отыскания точек локального экстремума. Такой 
пример будет приведен нами в 8 6. 


Рис. 9.6 


$ 2. Направление выпуклости графика функции 


Предположим, что функция }(х) дифференцируема в любой 
точке интервала (а,6). Тогда, как установлено в п. 4 $ 1 тл. 5, 
существует касательная к графику функции у = }(х), проходя- 
щая через любую точку М (х, }(х)} этого графика (а < т <), 


причем эта. касательная не параллельна?) оси Оу. 

Определение. Будем говорить, что график функици у = 
= 1(1) имеет на интервале (а,6) выпуклость, направлен- 
ную вниз (вверх), если график этой функции в пределах ука- 
занного интервала лежит не ниже (не выше) любой своей 
касательной. 

Замечание 1. Термин «график лежит не ниже (или 
не выше) своей касательной» имеет смысл, ибо касательная не 
параллельна оси Оу. 

На рис. 9.7 изображен график функции, имеющий на интер- 
вале (а,6) выпуклость, направленную вниз, а на рис. 9.8 изо- 


') Вместо интервала можно рассматривать полупрямую, бесконечную 
прямую и другое множество. 


2` № № ., ‚ 
") Ибо угловой коэффициент ее, равный производной | (5), конечен. 
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бражен график функции, имеющий выпуклость, направленную 
вверх. 


У 


Рис. 9.7 Рис. 9.8 


Теорема 9.4. Если функция у = (т) имеет на интервале 
(а.6) конечную вторую производную и если эта производная 
неотрицательна (неположительна) всюду на этом интерва- 
ле, то график функции у = [(х) имеет на интервале (а,6) 
выпуклость, направленную вниз (вверт). 

Доказательство. Для определенности рассмотрим 


случай, когда вторая производная }(2 (5) > 0 всюду на (а,6). 
Обозначим через с любую точку интервала, (а,6) (рис. 9.9). Тре- 
буется доказать, что график функции у = }(т) лежит не ниже 
касательной, проходящей че- 
рез точку М(с, 1(с)). За 
пишем уравнение указанной 
касательной, обозначая ее те- 
кушую ординату через У. 
Поскольку угловой коэффи- 
циент указанной касательной 
равен }'(с), ее уравнение име- 


ет вид) 


У- Ло =Л(©(=-о). (9.5) 
Разложим функцию {(т) в Рис. 9.9 
окрестности точки с по формуле Тейлора, беря в этой формуле 
п = 1. Получим 


у= (2) = +79 е-д+РЮы-0?, (0.6) 


где остаточный член взят в форме Лагранжа, & заключено меж- 
дуси т. Поскольку по условию {(1) имеет вторую производную 
на интервале (а,6), формула (9.6) справедлива для любого т из 
интервала (а,6) (см. 8 13 гл. 8). 


1. . 
) В выпуске 8 настоящего курса доказано, что уравнение прямой, прохо- 
дящей через точку М(а,6) и имеющей угловой коэффициент А, имеет вид 


У =К(т а). 


310 ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ГРАФИКА ФУНКЦИИ ГЛ.9 


Сопоставляя (9.6) и (9.5), будем иметь 
(2) (р 
и-У=^ (шо). (9.7) 


Поскольку вторая производная по условию > 0 всюду на (а,6), 
то правая часть (9.7) неотрицательна, т. е. для всех х из (а,6) 
у-У 2 Оилиу>? У. 

Последнее неравенство доказывает, что график функции у = 
= /(%) всюду в пределах интервала (а,6) лежит не ниже каса- 
тельной (9.5). 


Аналогично доказывается теорема, для случая {2 (1) < 0. 


Замечание 2. Если всюду на интервале (а,6) {2 (+) = 
= 0, то, как легко убедиться, у = }(х) — линейная функция, 
т. е. график ее есть прямая линия. В этом случае направление 
выпуклости можно считать произвольным. 

Теорема 9.5. Пусть вторая производная функции у = }(х) 
непрерывна и положсительна (отрицательна) в точке с. То- 
гда существует такая окрестность точки с, в пределах кото- 
рой график функции у = }(х) имеет выпуклость, направленную 
вниз (вверт). 

Доказательство. По теореме 8.4 об устойчивости зна- 
ка непрерывной функции найдется такая окрестность точки с, в 


пределах которой вторая производная { (2) (#) положительна, (от- 
рицательна). По предыдущей теореме график функции у = (5) 
имеет в пределах этой окрестности выпуклость, направленную 
вниз (вверх). 

Таким образом, направление выпуклости графика функции 
полностью тарактеризуется знаком второй производной этой 

Пример. Исследовать направление выпуклости графика 
функции у = {# (5) = 53 — 317 —4. Эту функцию, мы уже рассма- 
тривали в пп. 1 и 4 предыдущего параграфа (см. рис. 9.1). Из 
вида второй производной }(2?) (2) = 6х —6 = 6(х — 1) вытекает, 
что эта производная отрицательна при х < Т и положительна 
при 5х > 1. Таким образом, выпуклость графика функции у = 
— 1? — 317 — 4 направлена вверх на участке (—со,1) и вниз на 
участке (1, со). 


$ 3. Точки перегиба графика функции 


1. Определение точки перегиба. Необходимое условие 
перегиба. Пусть а, Би с — некоторые три числа, связанные 
неравенствами а < с < 6. Предположим, что функция у = {(5) 
дифференцируема на интервале (а,6), т. е. существует касатель- 
ная к графику этой функции во всех точках, абсцписсы которых 
принадлежат интервалу (а,6). Предположим, кроме того, что 
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график функции у = }(х) имеет определенное направление вы- 
пуклости на каждом из интервалов (а, с) и (с,6). 

Определение. Точка М (с, 1(с)} графика функции у = [(5) 
называется точкой перегиба этого графика, если су- 
ществует такая окрестность точки с оси абсцисс, в пределах 
которой график функции у = 
= +}(%) слева и справа от с 
имеет разные направления вы- 
пуклости. 

На рис. 9.10 изображен гра- 
фик функции, имеющий пере- 
гиб в точке М (с, }(с)). 

Иногда при определении 
точки перегиба графика функ- 
ции у = {(т) длополнитель- 
но требуется, чтобы указанный Рис. 9.10 
график всюду в пределах достаточно малой окрестности точ- 
ки с оси абсцисс слева и справа от с лежал по разные сторо- 
ны от касательной к этому графику в точке М (с, 1(с)). Ниже 
мы докажем, что это свойство будет вытекать из данного нами 
определения в предположении, что производная }’(х) является 
непрерывной в точке с. 

Докажем следующие две леммы. 

Лемма 1. Пусть функция у = 1(т) имеет производную 
1'(%) всюду в д-окрестности точки с, причем эта производ- 
ная непрерывна в точке с. Тогда, если график функции у = 1(т) 
имеет на интервале (с, с +9) выпуклость, направленную вниз 
(вверх), то всюду в пределах интервала (с.с +0) этот график 
лежит не ниже (не выше) касательной к графику, проведенной 
в точке М (с, 1(с)). 

Локазательство. Рассмотрим последовательность 
{ т. точек интервала (с, с-+ 9), сходящуюся к точке с. Через каж- 


дую точку Ми (ти, 1(хь)) графика функции у = }(т) проведем 


касательную к этому графику, т. е. прямую ') 


У = / (п) + Л (2. (д — тп). 


Так как по условию график функции у = {(5) имеет на интер- 
вале (с.с-+ 09) выпуклость, направленную вниз (вверх), то для 
любого номера п и любой фиксированной точки х 
интервала (с, с +9) имеем 


1(2) — У» = /(т) — (ат) — Л (ап)(в — 2в) 20 (<0). (+) 


1) Мы используем уравнение прямой, проходящей через данную точку 
” ” © ` Ета Ета #2 } ” ` 
М» (т, (т»)) и имеющей угловой коэффициент, равный } (5»). Текущую 
ординату этой прямой обозначаем через У». 
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Из условия непрерывности }’(2) (и тем более }(5)) в точке с 
и из определения непрерывности из п. 1 $ 3 гл. 4 вытекает, что 
существует предел 


Пт (1 (2) — У») = Ши в 11 (т ) — 1(т) — Л (тп) (р — ти)} = 
= /(+) — Л(®) - Л(© (в - с). 


Из существования последнего предела в силу неравенства, (*) 
и теоремы 3.13 из $ 1 гл. 3 получим, что 


Г(2) — /(е) -Л(©ш-с)20 (<0). 
Если обозначить через У текушую ординату касательной (9.5), 
проходящей через точку М (с, }(с)), то последнее неравенство 
можно переписать в виде: [(5) -У >20 (<0). 
Итак, переходя в неравенстве (*) к пределу при п — хи 
используя теорему 3.13 из гл. 3, мы получим, что 


1(2) -У20 (<0) 


для любой фиксированной точки 1 из интервала (с. с +9), при- 
чем У обозначает текущую ординату касательной, проведенной 
через точку М (с, 1(с)). Лемма доказана. 

амечание. Аналогично формулируется и доказывает- 
ся лемма 1 и для случая, когда график функции имеет опреде- 
ленное направление выпуклости не на интервале (с, с +9), а на 
интервале (с -— 9,с). 

Лемма 2. Пусть функиия у = 1(1) имеет производную 
1'(%) в некоторой окрестности точки с, причем эта производ- 
ная непрерывна в точке с. Тогда, если график функиии у = }(х) 
имеет перегиб в точке М (с ‚1 (©)). то в пределах достаточно 
малой д-окрестности точки с этот график слева и справа от с 
лежит по разные стороны от касательной, проведенной через 
точку М (с, (с)). 

Лля доказательства этой леммы следует вы- 
брать 0 > 0 настолько малым, чтобы на каждом из интервалов 
(сд, с) и (с, с+9) график функции у = }(х) имел определенное 
направление выпуклости (это направление будет различным на 
интервалах (с—д,с) и (с,с+0)). После этого для доказательства 
леммы 2 остается применить лемму 1 к функции у = }(5) по 
каждому из интервалов (с — 9, с) и (©с-+д 

Лемма, 2 позволяет нам установить необходимое условие пере- 
гиба графика дважды дифференцируемой в данной точке функ- 
ЦИИ. 

Теорема 9.6 (необходимое условие перегиба графика 
дважды дифферениируемой функиии). Если функция у = 
= }(%) имеет в точке с вторую производную и график этой 


функиии ‘имеет перегиб в точке М (с, 1(с)), то 12) (с) = 0. 
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Локазательство. Пусть, как и выше, У — текущая 
ордината касательной У = }(с) + }'(с)(х — с), проходящей через 
точку графика М (с, 1(с)). 

Рассмотрим функцию 


Е(т) = 1(т) -У = /(2) - (о -Л(©(е 6) 


равную разности }#(7) и линейной функции }(с) - }'(с)(х — с). 

Эта функция Ё(5), как и функция }(5х), имеет в точке с вто- 
рую производную (а потому имеет первую производную в неко- 
торой окрестности с, причем эта первая производная непрерыв- 
на в точке с). В силу леммы 2 в малой окрестности точки с 
график функции у = }(х%) лежит слева и справа от с по разные 
стороны от касательной, проходящей через точку М (с, 1(с)), а 
следовательно, функция Ё(7) в малой окрестности точки с име- 
ет слева и справа, отс разные знаки. 

Стало быть, функция Е(т) не может иметь в точке с ло- 
кального экстремума. 


Предположим теперь, что 1(2?(с) = 0. Тогда, поскольку 
Е'(х) = Г) — (<), Е (+) = Ра ‚), выполняются условия 
Е'(с) = 0, Е) (с) = 0 и функция Е(х) в силу теоремы 9.2 имеет 
в точке с локальный экстремум. Полученное противоречие дока- 


зывает, что предположение } (2) (с) -2 0 является неверным, т. е. 


#2) (с) = 0. Теорема доказана. 

Тот факт, что обращение в нуль второй производной являет- 
ся лишь необходимым условием перегиба графика 
дважды дифференпируемой Функции, вытекает, например, из 
рассмотрения графика Функции у = 1“. Для этой функции вто- 


рая производная 12 2) = 12452 обращается в нуль в точке 1х = 0, 
но ее график не имеет перегиба в точке М (0,0). 

В силу теоремы 9.6 для отыскания всех точек перегиба гра- 
фика дважды дифференцируемой функции у = }(х) нужно рас- 
смотреть все корни уравнения {(?) (1) = 0. 

Поскольку равенство нулю второй производной является лишь 
необходимым условием перегиба, то нужно дополнительно иссле- 
довать вопрос о наличии перегиба в каждой точке, для которой 


#2) (%) = 0. Для проведения такого исследования следует уста; 
новить достаточные условия перегиба, к чему мы и переходим. 
2. Первое достаточное условие перегиба. 
Теорема 9.7. Пусть функция у = 1(%) имеет вторую про- 
изводную в некоторой окрестности точки с и 12) (с) = 0. То- 
гда, если в пределах указанной окрестности вторая производ- 


ная }2)(1) имеет разные знаки слева и справа от с, то график 
этой функици имеет, перегиб в точке М (с, }(с)). 
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Доказательство. Заметим, во-первых, что график 
функции у = } (5) имеет касательную в точке М (с, }(с)), ибо из 
условий теоремы вытекает существование конечной производ- 
ной }"(с). Далее, из того, что }(2)(5) слева и справа от с имеет 
разные знаки, и из теоремы 9.4 заключаем, что направление 
выпуклости слева и справа от с является различным. Теорема 
доказана. 

Пример. Найти точки перегиба графика функции у = 1°— 
— 35° —4. Эту функцию мы неоднократно рассматривали выше 
(график ее изображен на, рис. 9.1). Поскольку {2 (2) = 6бх—6 = 
= 6(1 — 1), то единственное значение аргумента, для которого 
возможен перегиб, есть т = 1. Этому значению аргумента, соот- 


ветствует точка графика М (1, —6). Так как {2 (2) имеет разные 
знаки при 5х > Ти прих < 1, то точка М (1, —6) является точкой 
перегиба графика рассматриваемой функции. 

3. Второе достаточное условие перегиба. На случай, 
когда нежелательно исследование знака второй производной 
в окрестности точки с, мы сформулируем второе достаточное 
условие перегиба, предполагающее существование у функции 
у = }(х) в точке с конечной третьей производной. 

Теорема 9.8. Если функция у = }(т) имеет в точке с ко- 
нечную третью производную и удовлетворяет в этой точке 
условиям }) (с) = 0, 3) (с) = 0, то график этой функции име- 
ет, перегиб в точке М (с, 1(с)) | 

Доказательство. Из условия #3) (с) 52 О и из 


теоремы 8.9 вытекает, что функция / (2) (2) либо возрастает, либо 


убывает в точке с. Так как [(2)(с) = 0, то и в том, и в другом 
случае найдется такая окрестность точки с, в пределах которой 


#2) (1) имеет разные знаки слева и справа от с. Но тогда по 
предыдущей теореме график функций у = }(х) имеет перегиб в 
точке М (с, }(с)). 

а мечание. Конечно, теорема 9.8 имеет более узкую 
сферу действия, чем теорема, 9.7. Так, теорема 9.8 не решает 
вопроса о наличии перегиба для случая, когда у функции у = 
= }(х) не существует конечной третьей производной, а также 
для случая, когда }(3) (с) = 0. В последнем случае для решения 
вопроса о наличии перегиба нужно изучить поведение в точ- 
ке с производных высших порядков, что будет сделано нами в 
$ 4 этой главы. 

Возвратимся к примеру, рассмотренному в предыдушем 
пункте, и покажем, что вопрос о наличии перегиба у графи- 
ка функции у = 73 — 31° — 4 может быть решен и при помоши 
теоремы 9.8. В самом деле, }3)(5) = 6 22 0, стало быть, точка 
М(1,—6) является точкой перегиба, согласно теореме 9.8. 
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4. Некоторые обобщения первого достаточного условия переги- 
ба. Прежде всего, заметим, что в условиях теоремы 9.7 можно отказаться 
от требования лвукратной дифференцируемости функции у = }(х) в самой 
точке с, сохраняя это требование лишь для точек, лежащих в некоторой 
окрестности слева и справа от с. При этом следует дополнительно предпо- 
ложить существование конечной производной } (с). 

Доказательство теоремы 9.7 с указанными изменениями дословно сов- 
падает с доказательством, приведенным выше. 

Далее, можно договориться при определении точки перегиба не исклю- 
чать случая, когда касательная к графику в рассматриваемой точке парал- 


лельна оси Оу '). При такой логоворенности в теореме 9.7 можно отказать- 
ся даже от требования однократной лифференцируемости функции } (т) в 
самой точке с и сформулировать эту теорему следующим образом. 

Пусть функция у = (т) имеет конечную вторую производную всюду 
в некоторой окрестности точки с, за исключением, быть может, самой 
точки с. Пусть, далее, функция у = Кх) непрерывна в точке с и гра- 


фик этой функции имеет касательную”) в точке М (с, (©). Тогда, если 


в пределах указанной окрестности вторая производная 12) (+) имеет раз- 
ные знаки слева и справа от точки с, то график функици у = Кт) имеет 
перегиб в точке М (с, 1(с)). 

Доказательство сформулированного утвержде- 
ния полностью аналогично доказательству теоре- 
мы 9.7. 

Пример. Найти точки перегиба графи- 
ка функции у = х"3З. Эта функция имеет вто- 
рую производную всюду на бесконечной прямой, 
за исключением точки х = 0. В точке т = 0 рас- 
сматриваемая функция непрерывна, но уже первая 
производная обращается в бесконечность. Однако 
график функции у = 5/3 имеет в точке (0,0) каса- 
тельную, параллельную оси Оу 3) (рис. 9.11). Так 
как вторая производная Рис. 911 
2 21 

—  925/3 
имеет слева и справа от точки х = 0 разные знаки, то график функции 
у=х"?З имеет перегиб в точке (0,0). 


$ 4. Третье достаточное условие экстремума и перегиба 


Теорема 9.9. Пусть п > 1 — целое число и пусть функция 
у = /(т) имеет производную порядка п в некоторой окрест- 
ности точки с и производную порядка п +1 в самой точке с. 
Пусть, далее, справедливы следующие соотношения: 


(с) = (© =... = 1" (6) =0, 1 (6 #0. (9.8) 


1) Этот случай соответствует бесконечному значению }’ (с). 
ин и 
2) Хотя бы параллельную оси Оу. 


3) Это вытекает, например, из того, что график обратной функции х = 93 
имеет в этой точке касательную х = 0. 
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Тогда, если п является четным числом, график функ- 
ции у = Ё(т) имеет перегиб в точке М (с, }(с)). Если же п 
является нечетным числом и, кроме того, [!(с) = 0, 
функция у = 1(т) имеет локальный экстремум в точке с, точ- 


нее, имеет в точке с локальный минимум при } "НТ (с) >0и 


локальный максимум при } "И (с) < 0. 
Доказательство. 1) Пусть сначала п является 
четным числом. При п = 2 доказываемая теорема совпа- 
дает с уже доказанной теоремой 9.8, так что нужно провести 
доказательство только для четного п >24. 
Пусть четное 7% удовлетворяет условию п > 4. Из условия 


101 (с) 7 0 и из теоремы 8.9, примененной к функции #(®) (5), 
вытекает, что эта функция {“”) (х} либо возрастает, либо убы- 
вает в точке с. Поскольку, кроме того, } ") (с) = 0, то и в том, 
и в другом случае найдется достаточно малая окрестность 


точки с, в пределах которой ]} () (1) справа и слева от с имеет 
разные знаки. 


Заметив это, разложим функцию }(2)(5) в окрестности точ- 
ки с по формуле Тейлора с остаточным членом в форме Лагран- 
жа. Мы получим, что для всех х из достаточно малой окрестно- 
сти точки с между с и х найдется точка & такая, что 


(п—1) | | (т) 
Т (с) (1 __ с)" 3 + г о (1 —_ с)"—2. 


Соотношения (9.8) позволяют придать последнему равенству 
следующий вид: 


А (п) | | | | 
#0) (1) = -Ы о (1 — с)" ®. (9.9) 


Так как в пределах достаточно малой окрестности точки с функ- 
ция } (п) (х) имеет разные знаки при т < си прих > ситак как & 
всегда лежит между си т, то мы получим, что и {1 (&) (а, в 
силу четности 7, и вся правая часть (9.9)) имеет разные знаки 
при 5 «си при х > с. Но тогда и левая часть (9.9), т. е. (2) (5) 
в пределах достаточно малой окрестности с имеет разные знаки 
при х < си прит > с. В силу теоремы 9.7 это означает, что 
график функции у = }(т) имеет перегиб в точке М(с, 1(с)), и 
для случая четного 7 теорема доказана. 

2) Пусть теперь п 2 1 является нечетным числом и дополни- 
тельно предполагается, что }’(с) = 0. Так как при п = 1 дока- 
зываемая нами теорема совпадает с уже доказанной выше тео- 
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ремой 9.2, то достаточно провести доказательство для нечет- 
ного п >23. 

Пусть нечетное п, удовлетворяет условию п > 3. Ради опреде- 
ленности, проведем рассуждения для случая } НОТ (с ) > 0, ибо 
для случая 1("ТИ (с) < 0 они проводятся аналогично. 

Из условия {10 (6) > 0 и из теоремы 8.9, примененной к 
функции /(”) (7), вытекает, что эта функция 1 (2) возрастает 
в точке с. Поскольку, кроме того, 1“? (с) = 0, то это означает, 
что найдется достаточно малая окрестность точки с, в преде- 


лат которой } (") (1) отрицательна слева от с и положительна 
справа от с. 

Заметив это, разложим функцию /'(т) в окрестности точки с 
по формуле Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа. 
Мы получим, что для всех х из достаточно малой окрестности 
точки с между си т найдется точка & такая, что 


р (2) (с | 

(2) =ГО+А Я е-д+... 
"1 (с), И 
(а) 2+ 


Соотношения (9.8) и дополнительное условие }'(с) = 0 позво- 
ляют переписать равенство (9.10) в виде 


1“) (5) | 


--: ти (1—с)"'. (9.10) 


о (2), И а. 
= Ее -9 г. (9.11) 


Так как & всегда лежит между с и т, то для всех т из доста- 


точно малой окрестности точки с производная }(“(&) отрица- 
тельна при 5 < си положительна при х > с. При нечетном п чис- 
ло п— 1 является четным, а поэтому вся правая (а, стало быть, и 
левая) часть (9.11) для всех х из достаточно малой окрестности 
с отрицательна слева от с и положительна справа от с. 

На основании теоремы 9.1 это означает, что функция 
71(т) имеет локальный минимум в точке с. Итак, для случая 


И (с) > 0 вторая часть теоремы доказана. Так как случай 
101 (с) < 0 рассматривается совершенно аналогично, то тео- 
рема полностью доказана. 

Пример. Исследовать на экстремум и перегио рунк 
цию }(5) = (%— суп". Легко видеть, что 1/(с) = (2) (с) = 

= (с) = 0, Го (© = ш+ > 0. Согласно теоре- 
ме 9.9 при четном (п - 1) функция имеет минимум в точке 


т=с (рис. 9.12), а при нечетном (п + Т) график функции имеет 
перегиб в точке М(с,0} (рис. 9.13). 
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Рис. 9.12 Рис. 9.13 


$5. Асимптоты графика функции 


Определение 1. Говорят, что прямая х = а является вер- 
тикальной асимптотой графика функици у = 1(т), 
если хотя бы одно из предельных значений 


Пи 7(5) или Ша 1[(т) 
х—а—0 


х—а--0 
равно со или — с. 
1 
Пример. График функиии / = - имеет вертикальную 
т 


. . 1 
асимптоту 1 = 0, ибо Пм - =-х, Ши - =-со (рис. 9.14). 
х—0-0 5 х—>0—0% о 
Предположим далее, что функция у = {(т) определена 


для сколь угодно больших зна- 
чений аргумента. Ради опреде- 
ленности будем рассматривать 
сколь угодно большие значения 
полооюкительного знака. 

Определение 2. Говорят, 
что прямая 


УЕАчЬ (9.12) 


является наклонной 
асимптотой графи- 
ка функции у = К(т) прит > 
— со, если функция (т) пред- 
ставима в виде 


Г(%) = Ах 6+ а(т), (9.13) 


Рис. 9.14 где Пт @(х) = 0. 
со 
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Теорема 9.10. Для того чтобы график функции у = {1 (т) 
имел при х — +с0 наклонную асимлитоту (9.12), необходимо ц 
достаточно, чтобы существовали два предельных значения 


Би 7“) кои Ш Го -№ Е 9.14 
о 2 пы 6 ти 

Доказательство. 1) Необходимость. Пусть 
график функции у = (т) имеет при х = +с0 асимптоту (9.12), 
т. е. для (5) справедливо представление (9.13). Тогда 


|110 г) — |110 ето а(т) _ |110 | | И | _ = К, 
тэфо ХФ тс ий то ий ий 
Пи (2) — кт] = „В [6 + а(т)] = 6. 
со 


2)  Достаточность 
Пусть существуют предельные зна- 
чения (9.14). Второе из этих пре- 
дельных значений дает право утвер- 
ждать, что разность (т ) — Ах —6 
является бесконечно малой при т -> 
— - с. Обозначив эту бесконечно 
малую через (5), получим для [(т) 
представление (9. 13). Теорема, дока- 
зана. 

Замечание. Аналогич- 
но определяется наклонная асимпто- 
та, и доказывается теорема, 9.10 и для 
случая т -} —с®. 

Пример. График функции 
= 2 4 — Жоан 
+1 +1 
наклонную асимптоту У = 27 —Ти 


при 5х -* с, и при х -* —с< и, кро- 
ме того, имеет вертикальную асим- 


имеет 


птоту х = -—1 (рис. 9.15). В самом 
деле, 
117 Г2) Ни 22 2 = 2, 
>00 Хх х—-Еоо И. 
Ве) 29 = „в [1+ т] 1 
| д) = | 
Лю = „ВМО я 


Наряду с линейной асимптотой (9.12) рассматривают также и асимито- 
ты более сложного вида. 
Говорят, что парабола п-го порядка, определяемая многочленом 


У =ах" Рая” +... Нах + 95, (9.12%) 
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является асимптотой графика функции у = Кт) при х > + с, если функ- 
ция /(х) представима в виде {(х) = аих" +ап-1х”" 1+... а:х +ао+а(х), 
где Бо а(х) = 0. Легко доказать следующее утверждение. 

со 

Для того чтобы график функиии у = Кт) чмел при х — +0 асим- 


Ж 
птоту (9.12”), необходимо и достаточно, чтобы существовали следующие 
п -+ 1 предельных значений: 


Е) _  Л() апт” _ 
_ 1(®) -— (авх" ава" +... + ая”) 
‚ па — а1, 
> со д 


ва [{(%)- (авх” + аи” 


+...+а1:*%)] = ао. 


$6. Схема исследования графика функции 


В этом параграфе мы изложим схему, по которой целесооб- 
разно проводить исследование графика функции, и приведем 
пример, иллюстрирующий эту схему. 

Для качественного исследования графика функции у = }(т) 
пелесообразно прежде всего провести следующие исследования: 

1”. Уточнить область задания функции. 

2°. Выяснить вопрос о существовании асимптот (вертикаль- 
ных и наклонных). 

3°. Найти области возрастания и убывания функции и точки 
экстремума. 

4°. Найти области сохранения направления выпуклости и 
точки перегиба. 

5°. Найти точки пересечения графика функции с осью От. 

По полученным данным легко строится эскиз графика функ- 
пии. В качестве примера построим график функции 


25° — 51° + 14 — | | 
и= т и т 6 (9.15) 


Будем следовать изложенной выше схеме. 

1°. Поскольку функция (9.15) представляет собой рациональ- 
ную дробь, то она определена, и непрерывна всюду на, бесконеч- 
ной прямой, кроме точки т = 0, в которой обращается в нуль 
знаменатель. 

2°. Выясним вопрос о существовании асимитот. Очевидно, что 


п 25° — 55° + 14-6 _ — бо 
5—0-0 452 


поэтому график функции имеет вертикальную асимтитотиуу т = 
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= 0. Далее, из существования пределов 


5 14 6 
| 258 — 52 4 14% — о 1 
Пиа Кг) — Пт 27—55 + Ито 6 — т а —. 
х—-со0о т х—- со 4%3 х—- оо 4. 2. 


—_ 3 — 55° + 1-6 -— 247 
п Ме) - |= не 2255 +602 _ 
х—У-Е со 


вытекает, что и при т -} +с0, и при т -} —со график функции 


т 
имеет наклонную асимтипоту У = 5 — д. 


3°. Для нахождения областей возрастания и убывания вы- 
числим первую производную функции (9.15) 


и д —Те+6б _ (1-1 (-2)(«-+3) 
= 253 — 253 


Имея в виду, кроме того, что сама функция и первая производ- 
ная не сушествуют при т = 0, мы получим следующие области 
сохранения знака, у': 


Область 


.. —хю<х<-3-3<5<0|10<т<111<5<22<х<х 
значений х 


Поведение 
функции 


возрастает убывает |возрастает| убывает | возрастает 


Из приведенной таблицы очевидно, что функция имеет сле- 
дующие точки экстремума: 


1) максимум при 5 = —3, причем }(—3) = —49/12, 
2) максимум при 1 = 1, причем }(1) = 5/4, 
3) минимум при 1 =2, причем }(2) = 9/8. 
4°. Лля нахождения областей сохранения направления вы- 
пуклости вычислим вторую производную 


_ 9 
(2) 72-9 _ ‚(* 7) 


4 4 


у 


Имея в виду, что сама функция и ее производные не существу- 
ют в точке т = 0, мы получим следующие области сохранения 


знака (2): 


11 В.А. Ильин, Э.Г. Позняк, часть 1 
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[Область значения ое оо УИ 


Направление выпук- 
лости графика 


Из приведенной таблицы очевидно, что график функции име- 
ет перегиб в точке (9/7, 1(9/7)). Легко подсчитать, что 1(9/7) = 
— 913/756. 


5°. Остается найти точки пересечения графика с осью Ох. 
Эти точки соответствуют вещественным корням уравнения 


253 — 517 + 14%1—-6=0. 


Легко видеть, что 253—557 +14%—-6=2 (2 — 5) (1 —2%-6). По- 


скольку квадратный трехчлен (57 — 25 + 6) имеет комплексные 
корни, то рассматриваемое уравнение имеет только один веще- 
ственный корень 5 = 1/2, так что график функции пересекает 
ось Ох в точке (1/2,0). По полученным данным строим эскиз 
графика рассматриваемой функции (рис. 9.16). 


У 


Рис. 9.16 


ОТЫСКАНИЕ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗНАЧЕНИЙ 323 


сео 
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$ 7. Отыскание максимального и минимального 
значений функции. Краевой экстремум 


1. Отыскание максимального и минимального значе- 
ний функции. Рассмотрим функцию у = }(5х), определенную 
и непрерывную на сегменте [а,6]. Ло сих пор мы интересова- 
лись лишь отысканием локальных максимумов и минимумов 
этой функции, а теперь поставим задачу 0б отыскании мак- 
симального и минимального значений }(т) на сегменте |[а,6 |. 
Подчеркнем, что в силу теоремы Вейерштрасса (см. $8 6 гл. 8) 
функция }(т} обязательно достигает в некоторой точке сегмен- 
та, |а,6| своего максимального (минимального) значения. Ради 
определенности остановимся на отыскании максимального зна- 
чения }(7) на сегменте [а,6]. 

Максимальное значение функции }(т) может достигалться ли- 
бо во внутренней точке 10 сегмента |а,6] (тогда оно совпадает с 
одним из локальных максимумов функции }(т), см. рис. 9.17), 
либо на, одном из конпов сегмента |а,6] (рис. 9.18). Отсюда ясно, 
что для нахождения максимального значения функции }(5) на 
сегменте [а,6 | нужно сравнить между собой значения }(5)} во 
всех точках локального максимума и в граничных точках сег- 
мента а и 6. Наибольшее из этих значений и будет максималь- 
ным значением }(7) на сегменте [а,6]. Аналогично находится и 
минимальное значение }(7) на сегменте [а,6.. 


0 а х0 Ьх 0 а ьх 


Рис. 9.17 Рис. 9.18 


Если желательно избежать исследования точек возможного 
экстремума, то можно просто сравнить между собой значения 
7(х) во всех точках возможного экстремума и в граничных точ- 
ках аи 6. Наибольшее (наименьшее) из этих значений и будет 
максимальным (минимальным) значением функции } (5) на, сег- 
менте |а,6]. 

Отметим далее, что если /(5) имеет на сегменте [а,6 | лишь 
одну точку локального экстремума '), являющуюся точкой ло- 
кального максимума (минимума), то без сравнения значения 


1) Именно такой случай часто встречается на практике. 


11* 
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7(1) в этой точке с (а) и }(6) можно утверждать, что это зна- 
чение является максимальным (минимальным) значением }(5) 
на сегменте [а,6] (рис. 9.19). 

Аналогичными средствами репта- 

ется вопрос об отыскании макси- 
мального (и минимального} значения 
функции у = }(5) на интервале, по- 
лупрямой и бесконечной прямой (при 
условии, что это значение существу- 
ет). 
0 а ьх Может случиться, что функция 
7(1) вовсе не имеет на, сегменте [а,6 | 
(или полупрямой @ < 1 < со) точек 
возможного экстремума. 

В таком случае }(х) является монотонной на этом сегмен- 
те (полупрямой) и ее максимальное и минимальное значения 
достигаются на концах этого сегмента (на конце этой полупря- 
мой). Этот последний случай мы проиллюстрируем физическим 
примером. Пусть требуется определить, какое сопротивление х 
нужно включить в цепь последовательно с данным сопротивле- 
нием г, чтобы на г выделилась наибольшая мощность (при этом 
напряжение 90 батареи считается постоянным, см. рис. 9.20). По 
закону Ома ток / в цепи равен [ = 95 /(т-+х). Стало быть, по то- 
му же закону падение напряжения %, на сопротивлении 7 равно 
и = [г = %01/(т - 1). Таким 


образом, мошность (5), вы- 
х т деляемая на сопротивлении г, 
равна 


У 


Рис. 9.19 


0(2) = То» = т /(г-+ т)”. 


Рис. 9.20 Поскольку по физическому 
смыслу сопротивление т не может быть отрицательно, то задача 
сводится к отысканию наибольшего значения функции (1) на 
полупрямой х > 0. Вычислив производную этой функции 


2 
2%00т 


/ — — -—шПпмшъььыьььььь 
и (2) = у’ 


убедимся в том, что и’ (5) < 0 всюду на полупрямой 1 > 0 и то- 
чек возможного экстремума нет. Таким образом, функция (5) 
убывает всюду на полупрямой 5 > 0 иее максимальное значение 
на этой полупрямой достигается при х = 0 и равно %6/т (рис. 
9.21). Это совершенно ясно и из физических соображений. 


В качестве второго примера рассмотрим задачу об отыскании 


максимального и минимального значений функции у — 91 1:2 на 


сегменте —\/л < х < \5л/2. 


ОТЫСКАНИЕ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗНАЧЕНИЙ 325 


сео 
—4 


5 
З 


Рис. 9.21 Рис. 9.22 


Поскольку 9’ = 2 с03 х^, указанная функция имеет на рассма- 
триваемом сегменте три точки возможного экстремума т =0и 


х = \/л/2. Сравнивая значения функции в указанных точках 
и на концах сегмента 


20) =0, 2 (5/2) = 1(-Ул) = 0 


ум5л . Ол \/2 
о =“ 
7 2 4. 2’ 


убедимся в том, что максимальное значение рассматриваемой 
функции равно +1 и достигается в двух внутренних точках сег- 


мента 1 = —\/л/2 и 12 = +\/п/2, а минимальное значение 
рассматриваемой функции равно —\У2/2 и достигается на, пра- 


вом конце сегмента, ул /2. 

График рассматриваемой функции изображен на рис. 9.22. 

2. Краевой экстремум. Пусть функция у = (5) определе- 
на на некотором сегменте |[а,6 |. Будем говорить, что эта функ- 
ция имеет в граничной точке 6 этого сегмента краевой максимум 
(краевой минимум), если найдется левая полуокрестность точ- 
ки 6, в пределах которой значение }(Б) является наибольшим 
(наименьшим) среди всех других значений этой функции. Ана- 
логично определяются краевой максимум и краевой минимум в 
граничной точке а сегмента, [а,6]. Краевой максимум и краевой 
минимум объединяются общим названием краевой экстремум. 
Имеет место следующее достаточное условие краевого экс- 
тремума: для того чтобы функция у = 1(т) имела в точ- 
ке Ь сегмента [а,6] краевой максимум (краевой минимум) 9д0- 
статочно, чтобы эта функиия имела в точке 6 полоэжитель- 
вило (отрицательило) левую производную). (Доказательство 
аналогично доказательству теоремы 8.9.) Из указанного доста» 
точного условия краевого экстремума непосредственно вытекает 


1) Для граничной точки а достаточным условием краевого максимума 
(краевого минимума) является отрицательность (положительность) правой 
производной в точке а. 
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следующее необходимое условие краевого экстремума функции, 
имеющей в точке 6 левую производную: для того чтобы функ- 
ция у = }(х), обладающая в точке 6 левой производной, имела в 
этой точке краевой максимум (краевой минимум), необходимо, 
чтобы указанная производная была неотрицательной (неполо- 
окительной). 


В заключение докажем следующее замечательное утверждение. 

Теорема 9.11 (теорема Дарбу')). Пусть функция {(х) имеет, ко- 
нечило производную всюду на сегменте [а,6]?), и пусть (а +0) = А, 
(6—0) = В. Тогда, каково бы ни было число С, заключенное между А 

. и о. 
и В, на этом сегменте найдется точка & такая, что [(&) =С”). 

Доказательство. Сначала докажем следующее утверждение: 
если Е(%) имеет конечную производную на [4,6] и если Е’(а-+ 0) и Е'(6 — 
— 0) — числа разных знаков, то на сегменте [а,6] найдется точка & такая, 
что Ё'(б) = 0. 

Пусть для определенности Е’(а + 0) < 0, Р’(Ь-0) > 0. Тогда функ- 
ция ЕР(%) имеет краевой максимум на обоих концах сегмента [а,6]. Но это 
означает, что минимальное значение Р(х) на сегменте [а,6] достигается в 
некоторой внутренней точке & этого сегмента (функция Р(х) дифферении- 
руема, а стало быть, и непрерывна на сегменте [а,6 | и поэтому достигает на 
этом сегменте своего минимального значения). В указанной точке & функ- 
ция Р(х) имеет локальный минимум, и поэтому Ё'(&) = 0. 

Для доказательства теоремы 9.11 остается положить Р(5) = {(х) — Сх 
и применить к Ё(5) только что доказанное утверждение. 

Замечание. ИЗз теоремы 9.11 мы еше раз заключаем, что произ- 
водная не может иметь точек разрыва первого рода (скачков). 


') Гастон Дарбу — французский математик (1842—1917). 

*) Под этим понимается, что {(2) имеет производную в любой внутренней 
точке сегмента [а,6] и, кроме того, имеет левую производную в точке 6 и 
правую производную в точке а. 

3) Подчеркнем, что непрерывность производной }(2) при этом не пред- 
полагается. 


ГЛАВА 10 


ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 


В гл. 1 мы рассмотрели физическую задачу о вычислении 
пути, пройденного материальной точкой, двигаютщейся вдоль 
оси Оу, по известной скорости этой точки и геометрическую за- 
дачу о вычислении плошади криволинейной трапеции (т. е. фи- 
гуры, лежащей между графиком функции у = }(1) и сегментом 
а. 6] оси Ох). Рассмотрение указанных двух задач естественно 
привело нас в гл. 1 к необходимости введения нового матема- 
тического понятия — понятия определенного интеграла. Кроме 
рассмотренных двух задач к понятию определенного интеграла 
приводит и ряд других важных физических и геометрических 
задач. Настоящая глава посвящена изложению теории опреде- 
ленного интеграла, а в следующей главе дается применение этой 
теории к некоторым геометрическим и физическим задачам. 


$1. Интегральные суммы. Интегрируемость 


Пусть функция }(5) задана, на, сегменте |а,6 |, а < 6. Обозна- 
чим символом Т разбиение сегмента, [а,6] при помощи некото- 
рых не совпадающих друг с другом точек а = 10 < 41 < 

< т, = 6 на п частичных сегментов |50,21|, [21,22], 
...) Хит, Тв. Точки 10, 71,..., р будем называть точками раз- 
биения Т. Пусть &; — произвольная точка частичного сегмента, 
5;_1,2%|, а Ат; — разность 1; — 2—1, которую мы в дальнейшем 
будем называть длиной частичного сегмента [7;_1,2%|. 

Определение 1. Число Ц, &:}, где 


Цтьё} = (Аз + (Е) Аа -+...+ КЕ) Ат» = >. (ЕДА, 


1=1 


называется интегральной суммой фумкиии 
7(5), соответствующей данному разбиению Т сегмента |а,6 
и данному выбору промежуточных точек ©; на частичных сег- 
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ментал |[т;_—1,724|. В дальнейшем через А мы будем обозначать 
длину максимального частичного сегмента 
разбиения ТГ’, т. е. А = шах Ат; 

Выясним геометрический смысл интегральной суммы. Для 
этого рассмотрим криволинейную трапецию, т. е. фигуру, 
ограниченную графиком функции }(5) (для простоты будем 
считать эту функцию по- 
У х У=Л<) ложительной и непре- 
рывной), двумя ордина- 
тами, проведенными в 
точках а и 6 оси аб- 
списс, и осью абсцисс 
(рис. 10.1). Очевидно, 
интегральная сумма 


О 


о о [17;.&;5 представляет со- 
0| 50 6151222 &зхз би и Х 24,55} рол 
бой площадь ступенча- 
ТОЙ игуры. залитрихо- 
Рис. 10.1 ф УРЫ, р 


ванной на рис. 10.1. 

Определение 8. Число [ называется пределом ип- 
тегральных сумм 1111.6} при А — 0, если для любого 
положительного числа Е можно указать такое полоэюитель- 
ное число д 1), что для любого разбиения Т сегмента [а,6], мак- 
симальная длина А частичных сегментов которого меньше 9, 
независимо от выбора точек &; на сегментах |[т—1,14| вытол- 
няется неравенство 


Ц, } 1 <. 


Для обозначения предела интегральных сумм употребляется 
символика 
Г= Ша Ц, $}. 
д-0 


Определение 3. Функция [(1) называется интегри- 


руемой (по Риману?)) на сегменте [а,0], если существу- 
ет конечный предел Г интегральных сумм этой функиии при 
А > 0. Указанный предел Г называется определенным. инте- 
гралом от функиии }(х) по сегменту [а,6 | и обозначается сле- 
дующим образом: 


т лы а. 


Наглядные геометрические представления показывают 3), что 
определенный интеграл численно равен плошади криволиней- 


Г) Так как число д зависит от &, то иногда пишут 9 =0(5). 
2) Бернгард Риман — немецкий математик (1826-1866). 
3) См. $ 4 гл. 1. 
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ной трапеции, определяемой графиком функции }(5) на сег- 

менте [а,6]. В гл. 11 мы докажем справедливость этого утверж- 

дения. 

Приведем пример интегрируемой функции. Докажем, что 

функция }(5} = с = 60138 интегрируема на любом сегменте 
Ь 

[а,6], причем [сах = с(6 — а). В самом деле, так как 1(&) = с 
а 

при любых &;, то 


Це, — сАт1 -- сАлто ... -- СсАти — 
= с(Дх1 + Ат. +... - Ат) = с(6- а), 


и поэтому Ши Ц, & = с(ф- а). 
д-›0 | | 


Выясним вопрос об интегрируемости неограниченных на сег- 
менте [а,6 | функций. 

Докажем следующее утверждение: неограниченная на сег- 
менте |а,6 | функция 1(х) не интегрируема на этом сегменте. 

Доказательство. Пусть функция }(5) не ограни- 
чена, на сегменте [а,6]. Тогда она не ограничена, на некотором 
частичном сегменте |хь_1,хк| любого данного разбиения Т’ сег- 
мента, [а,6]. Поэтому слагаемое }(&)Алхь интегральной суммы 
Ц, 6}, отвечающей этому разбиению Т, может быть сделано 
как угодно большим по абсолютной величине за счет выбора 
точки &. Отсюда вытекает, что интегральные суммы 147%, 6}, 


отвечающие любому разбиению Т, не ограничены ') и поэтому 
не существует конечного предела, интегральных сумм. 
Сообразуясь с доказанным утверждением, будем рассматри- 
вать лишь ограниченные на сегменте [а,6 | функции. Возникает 
вопрос: всякая ли ограниченная на, сегменте |а,6| функция яв- 
ляется интегрируемой на этом сегменте? Следующий пример 
показывает, что это, вообще говоря, не так. Убедимся, что заве- 
домо ограниченная на сегменте [а,6 |] функция Дирихле, знамче- 
ния которой в рациональных точках равны единице, а в ирраци- 
ональных — нулю, не интегрируема на сегменте [а,6 |. Действи- 
тельно, если для любого разбиения Т со сколь угодно малым 
Д выбрать точки & рациональными, то, очевидно, 1114,&} = 


у ИС 
=». 1(С)Ах; = >, Ах; = - а, если же для того же разбиения 


Т точки &; выбрать иррациональными, то 111;,&! = 0. Поэто- 


') Чтобы убедиться в этом, лостаточно фиксироваль точки &, на всех ча- 
стичных сегментах разбиения Т’, за исключением сегмента [ть_1, ть]. Тогда 
в интегральной сумме Г{хх;, &, | будет изменяться лишь слагаемое } (5, )Ать, 
которое может быть как угодно большим по абсолютной величине. 
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му для функции Дирихле не существует предела интегральных 
сумм, т. е. эта функция не интегрируема. 

В дальнейшем мы докажем интегрируемость всех непрерыв- 
ных функций и широкого класса разрывных функций. 


$ 2. Верхние и нижние суммы 


1. Понятие верхней и нижней сумм. Пусть функция { (5) 
ограничена на сегменте [а,6 |] и Т — разбиение этого сегмента 
точками а = 120 < 11<... «а =6. Обозначим через М; и т, 
соответственно точную верхнюю и точную нижнюю грани этой 
функции на сегменте |251, 24|. Суммы 


7% 
5 = М. Ал + М.Ало +... + М» Аль = У. М: Ах; 
1=1 


Ц 
п 


5 = пАх1 + т›Ало+... + т„ Ах = У. т; Ат: 
1—1 
называются соответственно верхней и нижней сум- 
мами функции 1 (х) для данного разбиения Т сегмента [а,6 |. 

Очевидно, что любая иитегральная сумма Ци, &\ данного 
разбиения Т сегмента [а,6 | заключена между верхней и ниж- 
ней суммами 5 и 8 этого разбиения. 

Понятия верхией и нижней сумм становятся особенно яс- 
ными, если обратиться к геометрическим представлениям. Для 
простоты рассмотрим положительную и непрерывную функцию 
1(1) и криволинейную трапецию, определяемую этой функци- 
ей (рис. 10.2 и 10.3). Если Т — некоторое разбиение сегмента, 
|а, 6], то числа М; и пь представляют собой в случае непрерыв- 
ной функции }(т) максимальное и минимальное значения этой 
функции на частичном сегменте |[12;_1,2;| разбиения Т. Поэтому 
верхняя сумма © равна плошади, заштрихованной на рис. 10.2 
ступенчатой фигуры, которая содержит криволинейную тра- 
пецию, а нижняя сумма 3 равна площади, запптрихованной на, 
рис. 10.3 ступенчатой фигуры, которая содерокится в криволи- 
нейной трапеции (эта трапеция на, рисунках 10.2 и 10.3 обведена, 
жирной линией). 

Как уже говорилось, из наглядных геометрических представ- 
лений вытекает, что интеграл численно равен площади криво- 
линейной трапеции. С другой стороны, очевидно, что если раз- 
ность между верхними и нижними суммами может быть сделана, 
как угодно малой, то эти суммы могут стать как угодно близки- 
ми к плошади криволинейной трапеции. Поэтому можно ожи- 
дать, что для интегрируемости функции необходимо и доста- 
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Рис. 10.2 Рис. 10.3 


точно, чтобы разность между верхней и нижней суммами могла 
быть как угодно малой. Строгое доказательство этого будет да- 
но в следующем параграфе. 

2. Свойства верхних и нижних сумм. Локажем справед- 
ливость следующих свойств верхних и нижних сумм: 

1°. Для любого фиксированного разбиения Т и для любого 
= > 0 промежуточные точки &; на сегментах [5—2 можно 
выбралть так, что ‘интегральная сумма Ц, 5} будет, удовле- 
творять неравенствам 0 < 5 -— Цт,&:} < в. Точки & можно 
выбрать также и таким образом, что интегральная сумма 
будет удовлетворять неравенствам 0 < Цху& -8 <. 

Пусть Г — некоторое фиксированное разбиение сегмента, |а,6 |. 
Докажем, например, возможность выбора по данному е > 0 то- 
чек &; так, что будет выполняться неравенство 0 < 5—115;, & < 
< Е. По определению точной грани М; для данного Е > 0 на 
сегменте |1;_1,2; можно указать такую точку &;, что 


< М, — #(&) <Е/ь-а), #=12... п. 
Умножая эти неравенства на Ат; И затем складывая, получим 
0<5-— ИП, <<. 


Справедливость свойства 1° установлена. 

2°. Если разбиение Т" сегмента [а,6] получено путем добав- 
ления новых точек к точкам разбиения Т этого сегмента, то 
вертняя сумма 5' разбиения Т'’ пе больше верхней суммы 5’ раз- 
биения Т, а нижняя сумма з' разбиения Т'’не меньше нижней 
суммы з разбиения Т, т. е. 


358, 5<5. 


Так как разбиение 1” может быть получено из разбиения Т пу- 
тем последовательного добавления к последнему новых точек, 
то, очевидно, сформулированное свойство достаточно доказать 
для случая, когда к разбиению ТГ добавляется одна, точка. Пусть 
эта точка 2’ располагается на. сегменте [т;_1, 25| разбиения Т сег- 
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мента [а,6]. Обозначим через М; и М/ точные верхние грани 
функции {(5) на сегментах [1,2] и |’, 2.|, через Аз; и Ах, 
длины этих сегментов и через б и 5” верхние суммы разбие- 
ния Т и разбиения Т’, полученного добавлением к разбиению Т 
точки 2. Отметим, что Ал; = Ал, + Ах,. Кроме того, если 
М; — точная верхняя грань значений функции }(1) на сегмен- 
те [14_1,1%, то М; > М; и М; > МУ, поскольку очевидно, что 
точная верттяя грань функиии на части сегмента [ту—1,24| не 
превосходит точную верхнюю грань М; этой функиии на всем 
сегменте [т._1,х:|. Поэтому, учитывая, что суммы 5 и 5’ раз- 


личаются лишь слагаемыми М; Ал; и М; Ах, + М!Ах,, получим 


5—5 = ЛМЕАт: — (М;Ах, -- М7 Аз) — 
- (м, — Мои + (М, — Ма > 0, 


т.е. 5’ < 5. Доказательство для нижних сумм проводится ана- 
логично. 

3°. Пусть Т'и Т" — любые два разбиения сегмента [а,6]. 
Тогда нижняя сумма одного из этих разбиений пе превосходит 
верллиюю сумму другого. Именню, если 8', 5’ из", 5" — соот- 
ветственно нижние и верхние суммы разбиений Т' и Т", то 


Е < 5". 3” < 5. 


Выше мы установили, что нижняя сумма данного разбиения не 
превосходит верхнюю сумму этого разбиения. Пусть Г — разби- 
ение сегмента, [а,6], полученное объединением разбиений ') 7” и 
Т", ази 6 — верхняя и нижняя суммы разбиения Т. Так как 
разбиение Т может быть получено из разбиения Т' добавлением 
к нему точек разбиения Т”, то по свойству 2° и отмеченному 
свойству нижней и верхней суммы одного и того же разбиения 
имеем 


<33<5<5. 


Но разбиение Т может быть также получено из разбиения Т” 
добавлением к нему точек разбиения 7”. Поэтому 


3" <3<59<5". 


Сравнивая установленные выше неравенства с только что полу- 
ченными, убедимся, что 8' < 5", 8" < 5’. 

Справедливость свойства 3° установлена. 

4°. Множество 15} верхних сумм данной функции (т) 
для всевозможных разбиений сегмента |а,6] ограничено спизу, 
Множество {3} нижних сумм ограничено сверху. 


') При этом общие точки разбиений Т’и Т” учитываются один раз. 
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Это свойство непосредственно следует из свойства 3°. Дей- 
ствительно, любая верхняя сумма не меньше некоторой фик- 
сированной нижней суммы, следовательно, множество {15} 
верхних сумм ограничено снизу. Любая нижняя сумма не пре- 
восходит какую-либо верхнюю сумму, и поэтому множество {3} 


нижних сумм ограничено сверху. Обозначим через [ точную 
нижнюю грань множества {5} верхних сумм, а через [Г — точ- 
ную верхнюю грань множества нижних сумм: 


Г= #15}, Т = зар {3$}. 


Числа Ги [1 называются соответственно верхним и ниоюним ин 
тегралами Дарбу от функиии { (т). Докажем, что [ < Г. Пусть 
Т > Г. Тогда разность Г — [Г есть положительное число, кото- 
рое мы обозначим через =, так что [-Т=ё > 0. Из опреде- 
ления точных граней Г и [ вытекает, что сушествуют числа 5" 


и 3", представляющие собой соответственно верхнюю и нижнюю 
суммы некоторых разбиений 1” и Т”" сегмента, |а,6], такие, что 


и = / & И 
Г- 5> юи1[- 5<8. Вычитая второе неравенство из первого 


и учитывая, что Г — [Г = &, получим 3” > 5’. Но это последнее 
неравенство противоречит свойству 3° верхних и нижних сумм. 

5°. Пусть разбиение Т' сегмента [а,6] получено из разбие- 
ния Т добавлением к последнему р новых точек, и пусть з', 5" 
из, © — соответственно нижние и верхние суммы разбиений 
Т'’иТ. Тогда для разностей 5—5’ из'—з!) может быть полу- 
чена оценка, зависящая от максимальной длины А частичных 
сегментов разбиения Т, числа р добавленных точек и точных 
верхней и нижней граней М и т функции (т) на сегменте 
[4,6]. Именно, 


5-5 < (М-турА, '—-8< (М -трА. 


Для того чтобы убедиться в справедливости этого свойства, до- 
статочно доказать приведенные неравенства для случая, когда 
к разбиению Т добавляется одна точка 5’. Пусть эта точка на- 
ходится на сегменте |5,_1,2;| разбиения Т. Тогда этот сегмент 
разделится на два сегмента, [21,2] и |5’, Хх, длины которых 
мы обозначим соответственно через Ал; и Алу. Пусть М;, М; 
и М; — соответственно точные верхние грани функции { (1) на 
сегментах [1;_1,2%|, ит, т. Так как Ах; = Ах, + Ах 
и верхние суммы би 5’ разбиений Т и Т'’ различаются лишь 
слатаемыми М;Аз; и М/Азл. - МГАт/, то 5 — 5' = МКАх, + 
+ Да") — (М' Аа + М"Даи) = (М, - М) Да + (М; - М" Дай. 


1 


1) Отметим, что в силу свойства 2° эти разности неотрицательны. 
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Далее, т < М! < М; < Мит < М! < М; < Му, поэтому 
М; - М; < М -ти М; - М7 < М —т. Следовательно, 5 — 
—5' < (М-т)(Дх,+ Аз) = (М -тАт;. Поскольку Дл; < АД, 
то 5 —5'< (М -т)А. Это неравенство совпадает с первым из 
неравенств, приведенных в формулировке свойства 5°, при р = 
= 1. Доказательство для нижних сумм проводится аналогично. 

6°. Лемма Дарбу. Верхний Г и нижений Г интегралы Дарбу 
от функции 1 (<) по сегменту [а,6 | являются соответственно 
пределами?) вертних и нижних сумм при А — 0. 


Доказательство. Докажем, например, что Ди о = [. 
—0 


Для случая М = т, т.е. для случая {1(т) = с = сои3, лемма 
очевидна, поскольку © = Г = /[ = 3. Будем поэтому считать, что 


М > т. Так как Г — точная нижняя грань множества, верхних 
сумм, то для любого данного = > 0 можно указать такое разби- 
ение Т* сегмента [а,6], что верхняя сумма 5” этого разбиения 


будет отличаться от Г меньше, чем на 5/2: 
5" —-1<=;/?. (10.1) 


Обозначим через р число точек разбиения Т*, лежащих стро- 
го внутри сегмента [а,6 |]. Пусть Т — любое разбиение сегмен- 
та, [а,6 |, максимальная длина А частичных сегментов которого 
подчинена условию 
А<б= 10.2 

2(М — тур } 
и © — верхняя сумма этого разбиения. Лобавим к этому разбие- 
нию внутренние точки разбиения Т*. В результате мы получим 
разбиение 7”, верхняя сумма 5’ которого в силу свойства 5° и 
условия (10.2) для А удовлетворяет неравенству 


0<5-5' < (М-турА <Е/?. (10.3) 


С другой стороны, это разбиение Т” можно рассматривать как 
разбиение, полученное в результате добавления к разбиению Т* 


1) Выше, при доказательстве свойства 2°, мы уже отмечали, что точная 
верхняя грань функции на части сегмента не превосходит ее точной верхней 
грани на всем сегменте. Отметим также, что точная нижняя грань функции 
на всем сегменте не превосходит ее точной верхней грани на любой части 
этого сегмента. 


2) Понятие прелела верхних или нижних сумм определяется в полной 


аналогии с понятием предела интегральных сумм. Именно, число [ назы- 
вается пределом верхних сумм 5 при А -} 0, если для любого положитель- 
ного числа = можно указать такое положительное число д, что при А < д 


выполняется неравенство |5 — [| < Е. 
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внутренних точек разбиения Т'. Поэтому, в силу свойства, 2°, 


Т<5'<5*. 


Отсюда следует, что 0 < 5" -Т< 5* — Г, т.е., согласно неравен- 
ству (10.1), 


о 
0<5 —1<=Е/?. 
Складывая это неравенство с неравенством (10.3), получим 


0<5-ГТ<.:. (10.4) 


Таким образом, мы установили, что для любого данного & > 
> 0 можно указать такое 6 > 0 (можно, например, положить 


г 


9 = ее) что верхние суммы 5 разбиений Т сегмента 
(М — тр)? р у р 


[а,6], для которых максимальная длина А частичных сегмен- 
тов меньше д (см. (10.2)), удовлетворяют неравенству (10.4). Но 


это означает, что верхний интеграл / Дарбу является пределом 
верхних сумм. Для нижних сумм доказательство аналогично. 
Лемма Дарбу доказана. 


$3. Необходимое и достаточное условие 
интегрируемости 


Установленные свойства, верхних и нижних сумм позволяют 
сформулировать в весьма простой форме необходимое и достал 
точное условие интегрируемости функции. Именно, имеет место 
следующая основная теорема. 

Теорема 10.1. Для того чтобы ограниченная на сегмен- 
те [а,6| функция }(х) была интегрируемой на этом, сегменте, 
необходимо и достаточно, чтобы для ллюбого Е > 0 нашлось 
такое разбиение Т’сегметита |[а,6 |, для которого 


Ю-3<Е. 


Доказательство. 1) Необходимость. Пусть 
функция (15) интегрируема на сегменте [а,6 |. Обозначим через 
Г предел интегральных сумм этой функции. По определению 
предела интегральных сумм для любого = > 0 можно указать 
такое д > 0, что для любого разбиения Т, удовлетворяющего 
условию А < 09, независимо от выбора точек &; на частичных 
сегментах разбиения выполняется неравенство 


Ца} -П <=. (10.5) 


Зафиксируем одно такое разбиение Т. По свойству 1° (см. п. 2 
предыдущего параграфа) для данного разбиения Т можно ука- 
зать такие две интегральные суммы (иными словами, можно так 
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выбрать точки &/ и &/ на каждом частичном сегменте [24—1,5:)), 


ТО = - 


Отметим, что обе интегральные суммы {2 }и Ц. &,} удо- 
влетворяют неравенству (10.5). Из соотношения 


9-3 = (5 — Ца) + (Ца -П+ 
+(Г- Ца, 8) + (Цен — 3). 


неравенства (10.5) и неравенств 5—1{44, &} < >, Цаь& 8 < 
вытекает, что и 


| 


| 


й 
Ре 


Ю —3<еЕ. 


Необходимость условий теоремы доказана. 
2) Достаточность. Так как для любого разбиения ТГ 


справедливы неравенства $5 < Г < Г < би для любого = > 0, 
согласно условию теоремы, можно указать такое разбиение, что 
5—3 <Е, то 0 < 1—1 <. В силу произвольности = получим, 
что 1 = /. 

Общее значение чисел /Г и Г обозначим через Г и докажем, 
что это число [Г является пределом интегральных сумм функ- 
ции } (1). Действительно, в силу леммы Дарбу (см. п. 282) это 
число Г есть общий предел при А -} 0 верхних и нижних сумм. 
Поэтому для любого Е можно указать такое д, что при А < 0 
выполняются неравенства "2 -<=/2иб- Т< =/2, т. е. при 
А < д 5 -—3< Е, причем 3 < [< 5. Любая интегральная сум- 
ма Г{[7;,&;} данного разбиения Т заключена между верхней и 
нижней суммами 5 < [{1;,&}!< 5. Таким образом, при А < д ве- 
личины Ги [{1;, &} заключены между числами 6 и в, разность 
между которыми меньше =. Отсюда вытекает, что при А <д 

Ца} -Т| <=. 
Следовательно, число Г есть предел интегральных сумм. Теоре- 
ма, доказана. 

В дальнейшем нам понадобится несколько иная форма за: 
писи необходимого и достаточного условия интегрируемости. 
Пусть М; и пы — точные грани значений функции }(х) на 
[5:—1,4:|. Число 


ил — М; — ПЦ 
называется колебанием функции }(х) на сегменте [5—1,2|. От- 
метим, что так как М; > ть, то колебание и»; является неотри- 
пательным числом. Запишем теперь разность 5 — $ в следующей 
форме: 


—8 = > м Ат; — хо А; = Ум — п.) Аз; = ма, 


1=1 1=1 
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Поскольку и; 2 ди Ах; > 0, то каждое слагаемое в последней 
сумме неотрицательно. 

Можно сформулировать необходимое и достаточное условие 
интегрируемости функции в следующей форме. 

Для того чтобы функиия (т) была интегрируемой на сег- 
менте |[а,6 |, необходимо ч достииточно, чтобы для любого = > 0 
нашлось такое разбиение Т’сегмента |а,6 |, для которого 


п 
> оз Ат: < &. 
1=1 


$ 4. Некоторые классы интегрируемых функций 


В этом параграфе мы докажем интегрируемость непрерыв- 
ных на сегменте функций, некоторых разрывных функций и 
монотонных Функций. Для доказательства интегрируемости 
непрерывных функций нам понадобится важное свойство непре- 
рывных на сегменте функций, которое устанавливается в бли- 
жайшем пункте. 

1. Свойство равномерной непрерывности функции. 

Определение. Функция }(х) называется равномерно 


непрерывной на множестве {1} 1), если для любого 
положительного числа Е можно указать такое положеитель- 
ное 9, зависящее только от в, что для любых двух точек 1' 
и ф' множества {х\, удовлетворяющих условию |х" — х!| < 9, 
выполняется неравенство |}{(х”") — }(т’)| < в. 

Замечание. Главное в этом определении то, что для 
любого = > 0 найдется д > 0, гарантирующее выполнение нера- 
венства |} (т) — 1(х')| < Е сразу для всех х' и т" из множества 
{1} при единственном условии |5" — | <0. 

Для разъяснения свойства равномерной непрерывности рас- 
смотрим следующие примеры: 

1} Функция }(т) = \/х равномерно непрерывна на полупря- 
мой х > 1. В самом деле, по теореме Лагранжа имеем для любых 
х >1их’>1 


а") — Ра = а" = аи ааа 


(последнее неравенство вытекает из того, что & заключено меж- 
дут их’, и поэтому & > Г). Следовательно, если по данному 
5 > 0 выбрать любое д, удовлетворяющее условию 0 < д < 2Е, 
то при 1" - | < д выполняется неравенство |{(5”) — {(т')| < 


1) При этом предполагается, что множество {2} плотно в себе (см. конец 
$ Згл. 2). 
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< Е, т. е. на множестве х > 1 функция (5%) = \/т равномерно 
непрерывна. 

2) Функция }(5) = 1? не является равномерно непрерывной 
на множестве х > 1. Достаточно доказать, что для некоторо- 
го = > 0 нельзя ‘выбрать > 0. гарантирующего выполнение 
неравенства |{(х”) — }(5’)| < Е для всех х’ 2 Тит" > Т при 
единственном условии |5” — | <д. Мы докажем, что на самом 
деле даже для любого = > 0 нельзя выбрать указанного выше д. 


Фиксируем = > 0 и рассмотрим любое положительное д. Выбе- 


/ Е И Г, д и / д 
ремф > = ь. Тогда во —ж| = 5 < д. Используя 
теорему Лагранжа, получим 


(=) — (= 2" | = 66. 


Так как & заключено между 1' их”, то ё > 
последнего равенства вытекает неравенство 


(2) — Л(т)| > Е, 
2 


хотя |т”-—2| < 9. Таким образом, функция {1 (5) = 5“ не является 
равномерно непрерывной на множестве х > 1. 


‚ и поэтому из 


$1 0 


1 
3) Функция {(1) = эт — не является равномерно непрерыв- 


ной на интервале (0,1). Докажем, что для любого &, удовлетво- 
ряющего условиям 0 < Е < 2, нельзя указать 9 > 0, гарантирую- 
щего выполнение неравенства, |{(х”) — }(7')| <= < 2 для всех х' 
и т" из интервала (0,1) при единственном условии |1" — | <0. 
/ 
Чтобы убедиться в этом, достаточно положить х = и 
(АК + З)п 
2 
= - и для любого д > 0 выбрать А столь большим, что 
(АЕ Тхл 
„! „! „#! 
т| < 9. Для указанных точек т’ их” при любом К разность 


а") — Рай] = вы зы 1 =2>2 


Докажем следующую основную теорему. 

Теорема 10.2 (теорема о равномерной непрерывно- 
сти). Непрерывная на сегменте [а,6| функция }(х) равномерно 
непрерывна на этом сегменте. 

Локазательство. Предположим, что непрерывная на 
сегменте [а,6 | функция {1 (1) не является равномерно непрерыв- 
ной на этом сегменте. Тогда для некоторого Е > 0 не выполня- 
ются условия, сформулированные в определении равномерной 
непрерывности. Это означает, что для указанного = > 0и лю- 
бого положительного числа 9 на сегменте |а,6 | найдутся точки 
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т’ и д” такие, что |1" -— | < 0, но |{(т”) — (т) > в. Поэто- 
му для каждого д = 1/п, п = 1,2,..., найдутся точки р ит, 
сегмента, [@,6] такие, что |1” — г. < 1/т, но |} (57) — (2) 2 
> =. Так как {1.} — последовательность точек сегмента [а,6], 
то из нее, согласно теореме Больцано-Вейерштрасса, можно вы- 
делить сходящуюся к некоторой точке с этого сегмента, подпо- 


следовательность {7 } (см. замечание 2 п. 4 $ 4 гл. 3). Очевид- 
но, подпоследовательность {1 } последовательности {5} так- 


же сходится к с. Так как функция 7(%) непрерывна в точке с, то 
пределы последовательностей {}(1, )} и {}(т, )} равны }(с } И 


поэтому последовательность {}(1, ) — }(т, )} является беско- 


нечно малой. Но этого не может быть, поскольку все элементы 
1(1,.) - 1(т,.) указанной последовательности удовлетворяют 


неравенству |} (2, ) — 1(т,,)| > . Таким образом, предположе- 


ние о том, что непрерывная на сегменте |а,6 | функция не явля- 
ется равномерно непрерывной, ведет к противоречию. Теорема 
доказана. 

Следствие. Пусть функция 1(1) непрерывна на сегменте 
|а,6]. Тогда для любого полоэжительного числа можно ука- 
зать такое 9 > 0, что на каждом принадлежащем сегменту 
[@, 6] частичном, сегменте [с, @], длина а- с которого меньше 9, 


колебание Г) функции (т) меньше Е. 

Доказательство. В силу только что доказанной тео- 
ремы непрерывная на, сегменте [а,6 | функция }(х) равномерно 
непрерывна на, этом сегменте. Поэтому для любого = > 0 можно 
указать д > 0 такое, что для любых 5’ и г” из сегмента [а, 6 |, удо- 
влетворяющих условию |5” —х'| < д, выполняется неравенство 
|1 (%') — Г(х’)| < =. Докажем, что на каждом принадлежащем 
сегменту [а,б| частичном сегменте |с,], длина 4 — с которого 
меньше указанного 9, колебание &х функции }(5%) меньше =. В 
самом деле, поскольку функция }(т) непрерывна, на сегменте 
[с, @, то на этом сегменте можно указать такие точки д’ и д" 
что }(1') = та }(х") = М, где ти М — точные нижняя и 
верхняя грани }(5) на сегменте [с, 4] (см. теорему 8.8). Так как 
|’ — | < 0 (ибо длина сегмента [с, 4] меньше 9), то |} (5) — 
— 1(5')| < =. Но }(т”) — }(т’) = М — т = в. Поэтому & < в. 


Замечание. Множество {х} точек числовой прямой называется 
замкнутым, если оно содержит все свои предельные точки). Справедли- 


Т . 

) Напомним, что колебанием аз функции {(2) на сегменте [с, @] назы- 
вается разность М — т между точной верхней и точной нижней гранями 
функции } (2) на этом сегменте. 

5 


2) Определение предельной точки множества дано в п. 6 8 4 гл. 3. 
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во следующее утверждение. Непрерывная на замкнутом ограниченном") 
множестве 1х} функция К(х) равномерно непрерывна на этом множе- 
стве. Локазательство этого утверждения аналогично доказательству тео- 
ремы 10.2. 

2. Лемма Гейне_Бореля. Другое доказательство теоремы о рав- 
номерной непрерывности. Точка х множества {х} называется внутрен- 
ней точкой этого множества, если она принадлежит некоторому интервалу, 
все точки которого принадлежат множеству {х}. Множество {1} называет- 
ся открытым, если все точки этого множества внутренние. 

Мы будем говорить, что данное множество {5} покрыто системой У 


2 
открытых множеств”), если каждая точка 1 этого множества приналле- 
жит по крайней мере олному множеству системы ». Докажем слелдующую 
лемму. 


Лемма Гейне-—Бореля?). Если сегмент [а,5] покрыт бесконечной 
системой У открытых множеств, то из этой системы моэюно выде- 


лить конечную подсистему »; множеств, которая также покрывает сег- 
мент [а,6]. 


Доказательство“). Пусть {5} — множество таких точек 
сегмента [а,6], что если х принадлежит этому множеству, то сегмент [4,2] 
покрывается некоторой конечной подсистемой >» множеств системы ». До- 
кажем, что множество {1} совпадает с сегментом [а,6]. Так как точка а 
покрыта, некоторым множеством системы >»; и это множество открытое, то 
оно покрывает также некоторый сегмент [а, 1|, все точки которого, соглас- 
но вышесказанному, принадлежат множеству {5}. Множество {х}, очевид- 
но, ограничено. Пусть Я = зар {х}. Убедимся, что Х принадлежит множе- 
ству {т} и что х = $. В самом деле, т покрыто некоторым множеством 
системы >»; и, следовательно, этим же множеством покрыты все точки неко- 
торого интервала (т — с, т -+ =). Так как Х = зир{5т}, то имеются точки 
множества {5}, как угодно близкие к 7, и поэтому найдется точка х’ этого 
множества, принадлежащая интервалу (т -— =, - =). Из определения мно- 
жества {т} вытекает, что сегмент [2 покрывается некоторой конечной 
подсистемой У" множеств системы ». Присоелиняя к У" множество, покры- 
вающее точку 7, мы получим конечную подсистему У; множеств системы У, 
которая покрывает сегмент [а, 7]. Следовательно, т принадлежит {1}. Если 


допустить, что Я < 5, то подсистема У покрывала бы все точки некоторого 
сегмента [а,х”], гет < х”’ < Т-е, и поэтому точка х”’ принадлежала бы 
множеству {[х}. Но этого не может быть, так как Х — точная верхняя грань 
множества {7}. Таким образом, множество {1 } совпадает с сегментом [а,6 |. 
Лемма доказана. 


1) Определение ограниченного множества, дано в п. 6 $ 4 гл. 3. 


2?) Если множество {т} состоит из одной точки, а система » содержит 
лишь одно открытое множество, то мы будем говорить, что это множество 
покрывает указанную точку. 


3) Э. Гейне (1821-1881) — немецкий математик. Эмиль Борель (1871- 
1956) — французский математик. 


‘) Это доказательство леммы Гейне-Бореля принадлежит французскому 
математику Анри Лебегу (1875—1941). Отметим, что Лебегом был указан и 
обоснован более общий, чем излагаемый в этой главе, подход к проблеме 
интегрирования. Соответствующее понятие интеграла носит наименование 
интеграла Лебега. 
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Замечание. Можно следующим образом обобщить лемму Гейне- 


Бореля. Если замкнутое") ограниченное множество {х} покрыто беско- 
нечной системой >»; открытых множеств, то ‘из этой системы можно 
выделить конечную подсистему У; множеств, которая также покрывает 
множество {т}. Дадим теперь другое доказательство теоремы 10.2. 
Доказательство теоремы о равномерной непрерыв- 
ности. Продолжим { (5) на всю прямую, положив ее равной }(6 } прих > 
и равной {(а) при х < а. Так как {(х) непрерывна в каждой точке сегмента 
[@,6 |, то для любой точки х этого сегмента и любого заданного = > 0 можно 
указать такое д’ >> 0, зависящее, вообще говоря, от х, что для всех точек х', 
удовлетворяющих условию |1’ — | < д', выполняется неравенство |{(х’) — 
— 1 (х)| < =/2. Таким образом, сегмент [а,6] покрыт бесконечной системой У) 


| 7 { у « 
интервалов (1—0 /2, -д /2) 2). из которой можно выделить, в силу леммы 
Гейне-Бореля, конечную подсистему У интервалов, также покрывающую 


сегмент [а, ОВ Пусть д — минимальное значение 9’/2 лля этой конечной 
подсистемы У интервалов. Пусть теперь х’и т” — любые точки сегмента 
[@,6], удовлетворяющие условию |5" —- | < д, их — центр того иптервала 


(т— 9' /2, + д' /2), 9 < д'/2, системы У, который покрывает точку Хх’. Так как 
а] < 9/2 < би ша] < д', то |’) (4) < &/2 и (а) Ка) < = 


и поэтому 


1 (2") — (в) < в) — Ка) Не) = Ка) < =/2 + в]2 = 5. 


Итак, лля любого заданного = > 0 мы указали такое д > 0, что для лю- 
бых точек х’и х” сегмента [а,6], удовлетворяющих условию |5” —х'| < д, 
выполняется неравенство |{(х”) — 1(х’)| < с. Следовательно, функция {(х) 
равномерно непрерывна на сегменте [а,6]. Теорема доказана. 


3. Интегрируемость непрерывных функций. Локажем 
следующую основную теорему. 

Теорема 10.3. Непрерывная на сегменте |а,6] функция 1(х) 
интегрируема на этом сегменте. 

Доказательство. Пусть дано любое = > 0. В силу 
равномерной непрерывности функции }(5) на сегменте [а,6 | для 
положительного числа, =/(5 — а} можно указать такое д > 0, что 
при разбиении 7’ сегмента, |а, 6 | на частичные сегменты [1 1], 
длины Ах; которых меньше 6, колебание и); функции {(1) на 
каждом таком частичном сегменте будут меньше =&/(6 — а) (см. 
следствие из теоремы 10.2). Поэтому для таких разбиений Т 


7 т, 
б-з=у аа: < Ат; = Е. 
—а 
=1 =1 


Следовательно, для непрерывной на сегменте [а,.0] функции 
1(%) выполнены достаточные условия интегрируемости. 


1) См. замечание в прелылущем пункте. 
2?) Мы берем интервалы (1 — 9'/2, х + 6'/2) вместо (х-дб', +9’) для 
удобства дальнейших рассуждений. 
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4. Интегрируемость некоторых разрывных функций. 
Мы будем говорить, что точка х покрыта интервалом, если эта, 
точка принадлежит указанному интервалу. Докажем следую- 
шую теорему. 

Теорема 10.4. Если функция [(х) определена и ограничена 
на сегменте |а,6] и если для любого поломеительного числа в 
морюно указать конечное число интервалов, покрывающих все 
точки разрыва этой функции и имеющих обидло сумму длин 
меньше =, то }(х) интегрируема на сегменте [а,6]. 

Локазательство. Пусть дано любое = > 0. Покро- 
ем точки разрыва функции {(15) конечным числом интервалов, 


где // и т — точные 


сумма длин которых меньше 97 
верхняя и нижняя грани }(5) на сегменте |а,6| (случай М =т 
можно исключить, так как тогда { (15) Ес= со1п8$). Точки сегмен- 
та, не принадлежащие указанным интервалам, образуют множе- 
ство, состоящее из конечного числа непересекающихся сегмен- 
тов. На каждом из них функция (5) непрерывна и поэтому 
равномерно непрерывна. Разобъем каждый такой сегмент так, 
чтобы колебание и; функции (5) на любом частичном сегмен- 


те разбиения было меньше Объединяя эти разбиения и 


2(5 = а) | 
интервалы, покрывающие точки разрыва функции { (1), мы по- 
лучим разбиение Т’всего сегмента, |а,6]. Для этого разбиения 


7, 
слагаемые суммы У и;Алх; (равной 5 — 3) разделяются на две 
=1 
группы У Але и У" и Аль, причем в первую группу входят 
все слагаемые, отвечающие частям разбиения Т, образованным 
из интервалов, покрывающих точки разрыва, а во вторую — 
остальные слагаемые. Так как колебания их = М; — пы для сла- 
гаемых первой группы удовлетворяют неравенству их < М —т, 
то 


/ ! = = 
У. одА: < (М -т)». Ах; < (М т) ит 5. 


Для слагаемых второй групны ил ‚ Поэтому 


я 2(Ь [ а) 
И. й И. Е „ — 


Таким образом, 


п 
/ и 
ю— 8 = > оз Ат; — о; А; -- > оз Ат; < Е. 
1=1 


Итак, для указанной в условии теоремы функции {(5%) выполне- 
ны достаточные условия интегрируемости. Теорема доказана. 


|0 
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Следствие. Ограниченная на 
сегменте |[а.6] функичя 1(х), 
имеющая лишь конечное число 
точек разрыва, интегрируема на 


этом сегменте!). В частности, 
кусочно непрерывная на данном 
сегменте функция интегрируема 
на этом сегменте. 
Замечание. Очевидно, 
что если функция {(т) интегри- 
руема на сегменте [а,6], а функ- 
ция 2(5) отличается от функции 
1(%) лишь в конечном числе то- 
чек, то функция 2 (5) также инте- 
грируема, на сегменте [а,6], при- 


й й 
чем | 1(2) 4х = [| 5(5) ах. 


Рассмотрим пример интегри- 
руемой функции, имеющей беско- Рис. 10.4 
нечное число точек разрыва. Пусть на сегменте [0,1] задана 


функция }(5т) (рис. 10.4) 


1 на полусегментах (5 т п = 1,2,.... 
21’ 21-11 ? 
1(1) =$ —1 ИЕ =. 
—1 на полусегментах | ——,—|, П=1,2,..., 
2’ 2п 


в точке т = 0. 


Указанная функция имеет разрывы 1-го рода во всех точ- 
ках т, = 1/п, п = 2,3,... Фиксируем любое = > 0. По- 
кроем точку х = 0 (в любой окрестности этой точки нахо- 
дится бесконечное число точек разрыва функции) интервалом 
(—=/4, =/4). Вне этого интервала находится лишь конечное чис- 


ло р^) точек разрыва функции, каждую из которых мы по- 
кроем интервалом длины меньше 5. Сумма длин интервалов, 
Вр 


покрывающих все точки разрыва рассматриваемой функции, 
меньше 5 Р5- = =. Следовательно, функция { (т) интегрируема 
р 


на сегменте |0,1.. 


1) Если р — число точек разрыва, то достаточно покрыть кажлую точку 
разрыва интервалом длины =/2р. 


2) Это число р зависит, конечно, от 5. 
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5. Интегрируемость монотонных ограниченных 
функций. 

Теорема 10.5. Монотонная на сегменте |а,6 | функция }(х) 
интегрируема на этом сегменте"). 

Доказательство. Ради определенности докажем теоре- 
му для неубывающей на сегменте [а,6 |] функции }(5т). Зададим- 
ся произвольным положительным числом = и разобьем сегмент 
а, 6] на равные части, длины которых меныше Ра (слу- 


чай }(а) = Г(6) можно исключить, так как тогда }(х) = соп8%). 
у 


Оценим для этого разбиения разность 5 — 8 = >», Дх;. Имеем 
1=1 


— . ,. & . 
Ю— 8 = рана < 7) Ка жа 


7 
Но для неубывающей функции »`их = }(6) — !(а), поэтому 
1—1 


Ю —5 < в. Теорема доказана. 


$ 5. Основные свойства определенного интеграла 


Докажем справедливость следующих свойств определенного 
интеграла: 
|. Мы будем считать, что 


[ла 4х = 0. (10.6) 
р 


Отметим, что формула (10.6) должна рассматриваться как со- 
глаление. Ее нужно рассматривать как естественное распро- 
странение понятия определенного интеграла, на сегмент нулевой 
длины. 

2°. Мы будем считать, что при а < 6 


Гл 4х = - [ле 4. (10.7) 
р а 


Эта формула также должна рассматриваться как соглаше- 
ние. Она представляет собой естественное обобщение понятия 
интеграла на случай, когда сегмент [а,6 | при а < 6 пробегается 


') Отметим, что если функция монотонна на сегменте [а,6], то ее значе- 
ния заключены между }{(а) и }(Ь). Поэтому определенная на сегменте |[а,6] 
монотонная функция ограничена на этом сегменте. 


85 ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 345 


в направлении от 6 ка (в этом случае в интегральной сумме все 
разности Ат; = 1; — г; 1 имеют отрицательный знак). 
3°. Пусть функции }(х) и =(х) интегрируемы на сегменте 
а, 6]. Тогда функции }(5) + (т), (1) -е(х) и { (1) 2 (1) также 
интегрируемы на этом сегменте, причем 
Ь Ь Ь 


Го воде = } подвь+ } «бдче (10.8) 


а, а, 
Докажем сначала, интегрируемость функции } (15) Е 2(1) и спра- 
ведливость формулы (10.8). При любом разбиении сегмента 
|а,6] и любом выборе точек &; для интегральных сумм спра- 


ведливо соотношение 
7 
У [7(&) +в (Аз; = И )Ат: == С)Ат, 
1=1 
а, поэтому из существования предела правой части следует суще- 
ствование предела левой части. Следовательно, функция } (7) + 
+ =(х) интегрируема и имеет место формула (10.8). 

Докажем теперь, что произведение интегрируемых функ- 
ций является интегрируемой функцией. Так как функции }(х) 
и =(т) интегрируемы на сегменте [а,6 |, то они и ограничены на 
этом сегменте (см. утверждение п. 1$ 1), так что |}(х)| < Аи 
|= (1)! < В. Рассмотрим любое заданное разбиение 7 сегмента 
[а,6]. Пусть т’ и т” — произвольные точки частичного сегмента 
[7:—1,2;|. Имеем тождество 


(тв (2’) - (ве (т) = 
= [1(2°) - Лав (т) + [в (т) — в(т (©). 
Так как 


(ев (г) — едва | <, А) - Де) < 


где их, @; &; — соответственно колебания функций /(1) © (т), 
7(2), = (т) на сегменте [2;_1,2+|, то, согласно указанному тожде- 
ству '), 

и; < Вы; + Абв.. 
Поэтому 


од Ат; < В с; Ат; + А ы: Ат. 
1=1 1=1 1=1 


1) В этом тождестве точки т’ и т" можно выбрать так, что левая часть 
будет как угодно мало отличаться от ц%. 
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Поскольку /(1) и = (т) интегрируемы на сегменте |[а,6], для лю- 
бого заданного, = > 0 можно указать такое разоиение Г этого 


& 
сегмента, что ув олАлт: < ви у сдАт; < Следовательно, 
1=1 


для этого разбиения 


9 УЗда, < В 
$=1 
Поэтому произведение интегрируемых функций является инте- 
грируемой функцией. 
4°. Если функция }(х) интегрируема на сегменте |[а,6], то 
функция с{(1) (с = соп8ё) интегрируема на этом сегменте, при- 
чем 


од. 


Ь 


еле 4х ее аз. (10.9) 


а, 


Действительно, интегральные суммы функций }(5) и СсЁ(т) от- 
личаются постоянным множителем с. Поэтому функция с}(т 
интегрируема и справедлива формула (10.9). 

5°. Пусть функция {(1) интегрируема на сегменте |а,6]. То- 
гда эта функция интегрируема на любом сегменте |с, 4], содер- 
жашщемся в сегменте |а,6]. 

Так как функция }(х) интегрируема на сегменте [а,6 |, то для 
любого = > 0 существует такое разбиение Т' сегмента а, Ь], что 
5—3 <Е (см. теорему 10.1). Добавим к точкам разбиения Т 
точки си 4. В силу свойства 2° верхних и нижних сумм (см. 
п. 282) для полученного разбиения Т* тем более справедливо 
неравенство 5 — 3 < с. Разбиение Т* сегмента [а,6] порожда- 
ет разбиение Т сегмента [с, @]. Если 5 и 8 — верхняя и нижняя 
суммы разбиения Т, то 5 —$ < 5 - 3, поскольку каждое неотри- 
цательное слагаемое и;Ах; в выражении 5 — 5 = У`изАт; будет 
также слатаемым в выражении для 5 — з. Следовательно, 5 — 
—$ < &, и поэтому функция }(х) интегрируема на сегменте [с, 

6°. Пусть функция /(5) интегрируема на сегментах |а,с] и 
[с, 6]. Тогда эта, функция интегрируема на сегменте |а,6], причем 


ле = [ле в» [о ат. (10.10) 


Рассмотрим сначала случай, когда а < с <6. Так как функция 
(1) интегрируема, на сегментах |а,с]и |с,6]|, то существуют та- 
кие разбиения этих сегментов, что разность 5 — 3 для каждого 
из них меньше 5/2. Объединяя эти разбиения, мы получим раз- 
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биение сегмента, |а,6], для которого разность 5 — $ будет мень- 
ше =. Следовательно, функция }(7) интегрируема на |а,6]. Бу- 
дем включать точку с в число делящих точек сегмента |а,6| при 
каждом его разбиении. Тогда интегральная сумма для }(5) на 
|а, 6] равна сумме интегральных сумм для этой функции на |а,с| 
и [с,6|. В пределе мы получим формулу (10.10). 

Если точка с лежит вне сегмента, |а,6], то сегмент |4, Ь] есть 
часть сегмента |а,с| (или [с,6]) и поэтому, в силу свойства 5°, 
функция }(х) интегрируема на |а,6 |. Рассмотрим случай а < 
<Ь< с. Тогда 


[поове [лоовь- ] о 


Отсюда, используя свойство 2° и формулу (10.7), мы опять по- 
лучим соотношение (10.10). Легко убедиться в справедливости 
этого соотношения и прис<а< 6. 


$6. Оценки интегралов. Формулы среднего значения 


1. Оценки интегралов. В этом пункте мы получим неко- 
торые оценки для определенных интегралов, подынтегральные 
функции которых подчинены тем или иным условиям. 

1°. Пусть интегрируемая на сегменте [а 6] функция Г(т) 
неотрицательна на этом сегменте. Тогда 


к 4 > 0. 


Действительно, каждая интегральная сумма такой функции 
Ь 
неотрицательна, и поэтому предел Г = | (т) ах интегральных 
| а, 
сумм также неотрицателен ). 
Замечание 1. Если {(т) интегрируема на сегменте 


а, 6] ц Г(х) 2 т, то 
| 2 та). 


') Допустим, что предел [ интегральных сумм отрицателен. Тогла соглас- 
но определению предела Г, для числа = = ||| найдется интегральная сумма 
Не, для которой |[Ц{х.,&}- [| < 1. Из этого неравенства вытекает, 
что 1{5.,&} < 0, а мы только что убедились, что каждая интегральная 
сумма неотрипательна. Следовательно, предел [ неотрицателен. 
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В самом деле, функция Г(т)—т > 0 и интегрируема на сегменте 


а, 6]. Поэтому Пе) — т] ах > 0. Отсюда 


а, 


б б б 
[ лада» > | таз = т | 4 = тщь — в) 


(см. свойство 3° и пример из 8 1). 
2°. Если функция 1(т) непрерывна, неотрицательна и не 
равна тождественно био на сегменте [а,6], то 


[ло 2е>0. 


Действительно, так как функция }(х) неотрицательна и не рав- 
на тождественно нулю, то на, сегменте |[а,6| найдется такая точ- 
ка &, что }(&) = 2Ё > 0. Тогда по теореме об устойчивости знака, 
непрерывной функции можно найти такой сегмент |р,4\, содер- 
жащий точку &, в пределах которого значения функции [(т) 
будут не меньше числа А > 0. Поэтому, в силу только что сде- 


ланного замечания, 
| 1) ат > Ка-р)>0. 


Согласно свойству 6 определенных интегралов 


ь р р 
ло 


Поэтому, поскольку }(5) 2 0и | (т 2с> 0, гдес = А(р-4), 


ры 2е>0. 


3°. Если функции р (в и Р(т) интегрируемы на сегменте 
а, 6] и Г(х) > 2(х) тео на этом сегменте, то 


ке ах > [6 ат. 
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Действительно, функция }(7) — (т) > 0 и интегрируема на 
сегменте [а,6 |. Отсюда, в силу свойства 1 ‚ и вытекает справед- 
ливость указанной оценки. 

Замечание 2. Если функция }(х) интегрируема на сег- 
менте |а,6], то функция |} (х)| также интегрируема на этом 
сегменте, причем 


Ь 


[| еуа < [ела 


а, 


Докажем сначала интегрируемость модуля |} (т)| интегриру- 
емой функции }(т). Обозначим через М; и ть точные грани 
Г(т) на сегменте [1;—1,2|, а через М; и пм; точные грани |1 (5) 
на том же сегменте. Легко убедиться в том, что М; — п; < М; -— 
—ы (достаточно рассмотреть три возможных случая: 1) случай, 
когда М; и т; неотрицательны; 2) случай, когда М; и ть непо- 
ложительны; 3) случай, когда М; > 0, пы < 0). Из полученного 
неравенства вытекает, что 5” — 8' © 5 - в. Таким образом, если 
для некоторого разбиения 5 — 3 < &, то для этого разбиения 
5" —8' ЗЕ, т.е. для |{(1)| выполнено достаточное условие инте- 
грируемости '). 

Докажем теперь интересующую нас оценку. Так как —|/(т)| < 


Ь 
Г(т) < |7 (т Это — Ле у ах < Г (г) а < ле )| 4х, а это 


Ь 


Ь 
Г /(2) ат < (2 | 42. 


а 
4°. Пусть функиии Г(х) и 2(т) интегрируемы на сегменте 
а, 6] и е(х) > 0. Тогда, если М ч т — точные грани }(т) на 
сегменте [а, 6], то 


| | | 
тт | 82) 4 < [ лодке ах < М | вода» (10.11) 


Справедливость (10.11) вытекает из того, что для всех т из 
сегмента |а,6] справедливы неравенства тё(т) < {(т)Е(т) < 


и означает, что 


') Из интегрируемости функпии |{(5)| не следует, вообще говоря, интегри- 


1 для рациональных т, 


руемость }(%). Например, функция }(5) = | 
—1 для иррациональных т, 


неинтегрируема на сегменте [0, 1], тогда как |{(х)| =1 — интегрируемая на 


этом сегменте функция. 
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< М2(т) (см. оценку 3° из настоящего пункта и свойство 4° 
из 85). 

Замечание 3. В дополнении 1 к этой главе мы по- 
лучим несколько важных неравенств для сумм и определенных 
интегралов. 

2. Первая формула среднего значения. Пусть функция 
7(%) интегрируема на сегменте |[а,6], и пусть т и М — точ- 
ные грани Ё(х) на сегменте [а,6]. Тогда найдется такое чис- 
ло и, удовлетворяющее неравенствам т, < и < М, что 


Ь 
[ле ах = и(Ь —а). (10.12) 


Ь 
В самом деле, полагая © (5) = 1 и учитывая, что [1.45 =6-а 
а, 


(см. пример п. 18 1), получим из (10.11) 


Ь 
ть —а) < [ одаш < м-в) 


Ь 
| (2) ах, мы и получим формулу 
а 


Обозначая через и число 


(10.12). 

Если функция {(т) непрерывна на, сегменте [а,6 |, то суще- 
ствуют такие точки р и 4 этого сегмента, что 1(р) = ти {(4) = 
= М (см. теорему 8.8), и поэтому, в силу теоремы 8.6, на сег- 
менте |р, 4, а стало быть, и на [а,6 | найдется точка & такая, что 
7(5) = и. В этом случае формула (10.12) примет вид 


ра 


| 
[ле ав — 9 а). (10.13) 


Эта формула называется первой формулой среднего значения. 

3. Первая формула среднего значения в обобщен- 
ной форме. Докажем следующее утверждение. Лусть функ- 
ции 1(т) и е(х) интегрируемы на сегменте |[а,6 |, и пусть т и 
М — точные грани }(х) на сегменте [а,6]. Пусть, кроме того, 
функция (т) 20 (или 2(т) < 0) на всем сегменте [а,6 |. То- 
гда найдется такое число и, удовлетворяющее неравенствам 
т < и < М, что 


[лада 4х = ь [= Ат. (10.14) 
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В частности, если 1(%) непрерывна на сегменте [а,6], то на 
этом сегменте существует такое число &, что 


Ь 
| (гв (г) ат = К) [ в () 4. (10.15) 


Формула (10.15) называется первой формулой среднего значения 


в обобщенной форме. 
Ь 


Докажем справедливость формулы (10.14). Если | © (х)ах = 
а 


= 0, то, в силу неравенств (10.11), | }(1)=(5) ат = 0 и поэтому 


> == 


Ь 
в качестве и мы можем взять любое число. Если | 2(х)ах > 0, 
а, 
Ь 
то, разделив все части неравенств (10.11) на 1 =( х) ат, получим 


а 


о 


ГЕ(2)(х) ах 
< <М. 


[2=(х) ах 


ь 
[1(т)в (2) аз 


Ь 
Г=(т) ах 


и? 

Если }(х) непрерывна на сегменте |а,6|, то, каково бы ни 
было число п, заключенное между т и М, на этом сегменте 
найдется точка & такая, что }(&) = р, т. е. формула (10.14) пе- 
реходит в формулу (10.15). 

Замечание 4. Если функция }(т) не является непре- 
рывной, то формула (10.15), вообще говоря, неверна. В самом 
деле, пусть, например, 


Полагая и равным ‚ мы и получим формулу (10.14). 


1 1 
а? 2’ 
2 (т) = 1 1 2 
1, - при - <т<1 


1 при 0 < т< 
< 
2 2 № 


Тогда, как легко убедиться, число д в формуле (10. 14) равно 2/3. 
Таким образом, для любого & из сегмента [0,1] }(&) = и. 

4. Вторая формула среднего значения. Справедливо 
следующее утверждение. Если на сегменте |а,6| функция Е (т) 
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монотонна, а }(т) интегрируема, то на этом сегменте суще- 
ствует такое число &, что 


Ь ё Ь 
[ /(г)в (г) ат = в(а) [ ге +85) [ /(2)4т. (10.16) 
а а Е 


Формула (10.16) называется второй формулой среднего значе- 


ния или формулой Бонне!). Сформулированное утверждение 
доказывается в дополнении 2 к настоящей главе. 


$ 7. Существование первообразной для непрерывной 
функции. Основные правила интегрирования 


1. Существование первообразной для непрерывной 
функции. Прежде чем перейти к доказательству теоремы о су- 
шествовании первообразной для непрерывной функции, введем 
понятие интеграла с переменным верхним пределом. 

Пусть функция (5) интегрируема на любом сегменте, содер- 
жащемся в интервале (а,6), и пусть с — некоторая фиксирован- 
ная точка этого интервала. Тогда, каково бы ни было число х из 
интервала (а,6), функция }(51) интегрируема, на сегменте |с, 2]. 
Поэтому на интервале (а,6) определена функция 


Р(=) = [ Га”), 


которую называют интегралом с переменным верхним преде- 
лом. Локажем следующую теорему. 

Теорема 10.6. Любая непрерывная на интервале (а, 6 
функция }(х) имеет на этом интервале первообразную. Одно 
из первообразных является функция 


Е(т) = [ло 4%, 


где с — любая фиксированная точка интервала (а,6). 
Доказательство. Достаточно доказать, что для любого 
фиксированного х из интервала (а,6) существует предельное 
.  Е(-+ Ат) - Е(х) 
значение Ши = 


^ д ‚ причем это предельное значение 
х—0 ий 


1) Бонне (1819-1892) — французский математик. 


") Мы обозначили переменную интегрирования буквой &, поскольку бук- 
вой х обозначен верхний предел интегрирования. 
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равно }(1). Имеем, в силу свойства 6° определенных интегралов 
(см. $5) '), 


х+-Ах 


Е(т+ Ат) - Е(х) = [ лоа- | лоа= 


т+тАх т+тАх 


- [в 94+ ] ге ри [лом = | ое 


По формуле ( 10.13) среднего значения находим 
{Ат 


Р(е + А) — Р() = [ Кой = КОДе, 


где & — число, заключенное между числами х и д + Дт. По- 
скольку функция }(х) непрерывна в точке т, то при Ах > 0 
(<) > Г(т). Поэтому из последней формулы находим 


Е(% + Ат) -Е(%) _ 


._ г) | 
Дт — АИ Г(5) — 1(5). 


[10 
Дх—;0 
Теорема доказана. 

Замечание 1. Аналогично доказывается теорема, о 
существовании первообразной у непрерывной на сегменте |[а,6] 
функции. Отметим, что в этом случае в качестве нижнего пре- 
дела интегрирования с можно взять а. 

Замечание 2. При доказательстве теоремы 10.6 мы 
установили существование производной от интеграла с перемен- 
ным верхним пределом и доказали, что эта производная равна 
подынтегральной функции 


и [ло =). (10.17) 


Замечание 3. Отметим, что если функция }(х) интегри- 
руема на любом сегменте, содержащемся в интервале (а,6), то 
интеграл с переменным верхним пределом представляет собой 
непрерывную на интервале (а,6) функцию от верхнего предела. 
Чтобы убедиться в этом, докажем, что приращение АР = Е(х-+ 


+ Ах) — Е(т) функции Е(5 -/ Т(Р) аЕ стремится к нулю при 


') Прирашение Ах мы берем столь малым, что (1+ Ах) принадлежит 


(а,6). 


12 В.А. Ильин, Э.Г. Позняк, часть [ 
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Дт — 0. Имеем, в силу формулы (10.12), 
х+Ах 
ДЕ = Е(5 + Дл) - Е(5) = ] (+) ЧЕ = нАт, 


где число и заключено между точной верхней и нижней гранями 
функции (5) на сегменте [5,5 + Ах]. Из последней формулы 
вытекает, что и АЕ — 0 при Дт -> 0. 

Замечание 4. Интеграл с переменным верхним пределом 
часто используется для определения новых функций. Мы уже 
отмечали в гл. 6, что первообразные некоторых элементарных 
функций не выражаются через элементарные функции и не яв- 
ляются поэтому элементарными функциями. Напомним, что к 
числу неэлементарных функций относятся, например, функции 


ый р. ый , 
Ге" аь [| соз Рай. 
0 0 


2. Основная формула интегрального исчисления. Мы 
доказали, что любые две первообразные данной функции {(т) 
отличаются на постоянную (см. теорему 6.1). Поэтому, согласно 
теореме 10.6 и замечанию 1 к этой теореме, можно утверждать, 
что любая первообразная Ф(5) непрерывной на сегменте |а,6] 
функции }(5) имеет вид 


Ф(т) = [го АЕ С, 


гле С — некоторая постоянная. 
Полагая в последней формуле сначала х = а, а затем х =би 
используя свойство 1° определенных интегралов, найдем 


Ь 
Ф(а) = С, Ф(Ь) = [2 а -+ С \). 


Из этих равенств вытекает соотношение 


Ь 
[2 т = Ф(Ь) — Ф(а), (10.18) 


называемое основной формулой иитегрального исчисления”). 


1) В этой формуле переменную интегрирования мы обозначили буквой фт, 
поскольку верхний предел имеет фиксированное значение 6. 


2?) Эту формулу называют также формулой Ньютона-Лейбница. 
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сео 
—4 


Итак, для вычисления определенного интеграла от, непроерыв- 
ной функиии Ё(х) нужно составилть разность значений про- 
извольной ее первообразной для верхнего и нижнего пределов 
интегрирования. 

Отметим, что основная формула интегрального исчисления 
открывает широкие возможности для вычисления определен- 
ных интегралов, поскольку задача вычисления определенного 
интеграла, сводится к задаче разыскания первообразной функ- 
ции. Методы разыскания первообразных были достаточно полно 
разработаны нами в главах би 7 этого курса. 

Так как во многих случаях разыскание первообразных пред- 
ставляет собой трудную задачу, естественно поставить вопрос о 
приближенных методах вычисления определенных интегралов. 
В гл. 12 будут указаны некоторые методы приближенного вы- 
числения определенных интегралов. 

Формулу (10.18) иногда записывают в иной форме. Именно, 


разность Ф(Ь) — Ф(а) обозначают символом Ф(х)|?. Тогда 


Ь 


Ь 
[2 т = Ф(т)|. (10.19) 


а 


Рассмотрим несколько примеров: 


| Ь 
1) 31 1х = — с0$х| = 03а -— с0$6: 


а 


Ь 
/ 
Г 2 
2) =] = ш2 — ш1 = 12; 
1 
1 
| т |1 1 
3) [‹ ‘аа=-е | =1- 5; 
0 е 
0 
1 
| ах  _ _ п. 
4.) [тие = авоща] = д’ 
0 
1/2 
т 
э | а = агсзша "= 2; 
М1 -— 12 о 6 
0 
т 3 
| ее № (2+ 1+2?) = № (3+ 10). 
0 


12* 
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3. Замена переменной под знаком определенного ин- 
теграла. Пусть выполнены следующие условия: 

1) функция {(%) непрерывна на сегменте [а,6]; 

2) сегмент |а,6|] является множеством значений некото- 
рой функции х = #(Ъ, определенной на сегменте а << Ви 
имеющей на этом сегменте непрерывную производную: 

3) = (а) =а, 5 (В) =5. 


При этих условиях справедлива формула 


Ь В 
[| подаг= [| Левое (10.20) 


Формула (10.20) показывает, что если вычислен интеграл, сто- 
ящий в левой части этой формулы, то вычислен и интеграл, 
стоящий в правой части, и наоборот. Указанная формула назы- 
вается формулой замены переменной под знаком определенного 
интеграла. 

Рассмотрим некоторую первообразную Ф(х) функции {(т). 
По формуле (10.18) имеем 


Ь 
[2 ах = Ф(6) — Ф(а). (10.21) 


Так как функции Ф(5) их = (К дифференцируемы на соответ- 
ствующих сегментах, то сложная функция Ф(2 (1)) дифференци- 
руема, на сегменте [< В]. Поэтому, применяя правило дифферен- 
цирования сложной функции, получим 


| 

=Ф(= (И) =Ф(= (0) (4), (10.22) 
причем производная Ф'’ вычисляется по аргументу х: Ф'’(© (1) = 
= Ф'(1), где х = =(Р. Поскольку Ф'’(5) = } (т), то при х = 8 (1 


получим Ф’(=(#)) = 1(2(1)). Подставляя это значение Ф’(2 (#)) в 
правую часть равенства, (10.22), получим 


(8 (0)) = ДЕ)" 


Следовательно, функция Ф(в(#)), определенная и непрерывная 
на сегменте [с, В], является на этом сегменте первообразной для 
функции 1 (2(Р))=’(Р), и поэтому, согласно формуле (10.18), 


В 
| недо = $9) - $86). 
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Так как 2(8) =Баг(а) =а, то 


Сравнивая последнюю формулу с формулой (10.21), мы убежда- 
емся в справедливости формулы (10.20). 
2 
Примеры. 1) Рассмотрим интеграл ] Ш. Положим 
д 


1 
т =е'. Так как # = 0 при д =1 = Шш2 при 5х =2, то 


2 шо 
1. [2 ш2 1 р 
шо = [её = “1122. 
Х 2 |0 2 
1 0 


д2 


2) Рассмотрим интеграл ] 51 Ут. Пусть х = Р. Тогда 
^/ © 
п? /4 
т = п? /4 при # = л/2, х = п? при $ = мл. Поэтому 


п2 п 


и 
[ ауд =2 [| зака = со ж= 2. 


п2 /4 п/2 2 


4. Формула интегрирования по частям. Пусть функ- 
ции и(т) и 5(т) имеют непрерывные производные на сегменте 
[4,6]. Тогда имеет место следующая формула интегрирования 
по частям для определенных интегралов: 


Ь Ь 


| ибоь а ат = [и(1)5(2)]|8 — оды т. (10.23) 
а а 
Так как (т) 4х = 4 и и' (1) ат = 4и, то эту формулу записы- 
вают еще следующим образом: 
Ь Ь 


|. ао = [|8 — Ч оаи. (10.24) 


а а 


В справедливости этих формул убедиться нетрудно. Действи- 
тельно, функция и(15)%(т) является первообразной для функции 
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и(ж)о' (2) + ъ(х)и (+). Поэтому, в силу (10.19): 


шбодь’ (о +о(т)и (1) ах = [и (2) (|. 


а 


Отсюда, используя свойство 3° определенных интегралов (см. 
$5), мы и получим формулы (10.23) и (10.24). 


Примеры. 
2 2 
т 2 
1) [ шеаг = 28] - [== ша | =2ш2-—1, 
1 1 
2 2 
2) [| ге ао = ве" | = [ег =е "(2-1 =е^, 
1 
1 1 
1 1 
3) | агсёе д 4х = хате „| - га — 
тат — 5 0 1422 — 
0 


И 
= Ё атсёе т — 5 (1 +27) | = и — ШУ2. 
0 


5. Остаточный член формулы Тейлора в интеграль- 
ной форме. Применим формулу (10.23) для вывода формулы 
Тейлора функиии (т) с остаточным членом в интегральной 
форме. Пусть функция {(1) имеет в некоторой =-окрестности 
точки а непрерывную производную (п - 1)-го порядка, и пусть 
д — любая данная точка из этой 5-окрестности. Убедимся, что 
число 


В,-1(2) = рее — Ка (10.25) 


является остаточным членом формулы Тейлора для функции 
1(%) с центром разложения в точке а. Таким образом, формула 
(10.25) дает представление остаточного члена формулы Тей- 
лора для функиии (т) в интегральной форме. 

Для доказательства заметим, что 


(2) = Ка + ] ион 


К интегралу Г Г’ (Р) 4Е применим формулу (10.23) интегрирова- 
О 
ния по частям, полагая и(ф) = }'(Ъ) и(р = —(т-—В№ (так как х 
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Ффиксировано, то 1’ = @&). Имеем 


[го = |+ / ие (#—ва 


= 1 (а)(т-а) + Гоа —$) 4% 


Подставляя найденное выражение для р Г’(+) Ев приведенную 
О 
выше формулу для }(т), получим 


(2) = Кот Рае-а ] Ре - Па 


ий 
К интегралу | /”(#) (5 — ® 4Ё также можно применить формулу 


интегрирования по частям, полагая и(®) = "(К ибо(в) = — 5 (#— 


—1)? (так как х фиксировано, то 4 = (х—® ав. После неслож- 
ных преобразований найдем 


[ пое-ди= Пола в )(х — а, 


и поэтому 


(2) = (а) + Ч и-а- и -о)+ НЫ ) (1 — №). 


Дальнейшее интегрирование по частям будем производить до 
тех пор, пока не придем к формуле 


1(г) = + И а-очА и -а) +... 
К” (а у 1 Г И , п 
+ ) (2 —а) +1 [л (В (= — 97а. 


Эта формула показывает, что А„-1(х) действительно являет- 
ся остаточным членом формулы Тейлора для функции { (2) с 

пентром разложения в точке а (см. $ 13 гл. 8). Используя инте- 
гральную форму (10.25) остаточного члена формулы Тейлора, 
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легко получить остаточный член формулы Тейлора в форме Ла- 
гранжа. Именно по обобщенной форме (10.15) формулы средне- 
го значения получим 


(+1) 
Па) = 1 [| ГоЭоы 9" = РТ | (ф-та = 
О а О (попы 
п ®-И а (п+И (2 а) 


Полученное выражение и прелставляет собой остаточный член 
в форме Лагранжа) (см. формулу (8.46) из $ 14 гл. 8). 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 


НЕКОТОРЫЕ ВАЖНЫЕ НЕРАВЕНСТВА 
ДЛЯ СУММ И ИНТЕГРАЛОВ 


1. Вывод одного предварительного неравенства. Пусть Аи В — 
любые неотрицательные числа, арир’ — любые два числа, оба превосхо- 


дящие единицу и связанные соотношением — + — = 1 (такие числа будем 
р | 


называть сопряженнымми). Тогда 


(10.26) 


Найдем максимальное значение функции }(1) =х Рф /р на полупрямой 


1 — Ти аи» 
д > 0. Поскольку } (1) = (2 Г = 2 (т ИР — 1), то 1'(2) > 0 при 


О<т<1и (2) < О прих > 1. Поэтому функция имеет максимум в точке 


1 
х = 1, причем ее максимальное значение }(1) =1-— -— = —. Итак, для всех 
| Р[ Р 


>20 


1/р _ 


2 < 


1 
В 


|8 


. 5’ в 
Положив в последнем неравенстве х = АРВ? ?) и умножив обе части этого 
# 
неравенства на В? ‚ получим неравенство (10.26). 


1) Отметим, что при указанном выводе остаточного члена в форме Ла- 
гранжа на производную (я - 1)-го порядка накладываются несколько боль- 
шие ограничения, чем в $ 14 гл. 8. Однако, если использовать доказанную в 
конце гл. 9 теорему Дарбу (о прохождении производной через все промежу- 
точные значения), то получим остаточный член в форме Лагранжа лишь 


при условии существования и интегрируемости 1 (5). 
*) Злесь мы считаем, что В > 0, ибо при В = 0 справедливость неравен- 
ства (10.26) не вызывает сомнений. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 361 


2. Неравенство Гёльдера') для сумм. Пусть 1, @2,... ‚т И 
6:,6>,...,6, — какие угодно неотрицательные числа, ар и р имеют тот 
же смысл, что и выше. Тогда справедливо следующее неравенство: 


7 7 1/р т 1/р’ 
У та, < |У`а | . (10.27) 
2=1 2—1 2—1 


которое называется неравенством Гёльдера для сумм. 
Докажем сначала, что если Аз, А2,..., Ав; Вл, В2,... ‚ В, — какие угод- 
но неотрицательные числа, удовлетворяющие неравенствам 


Уи УВ Хи (10.28) 
$=1 $=1 


то для этих чисел справедливо неравенство 
п 
У`А,В, <1. (10.29) 
1—1 


В самом деле, записывая для всех пар чисел А; и В, неравенства (10.26) и 
суммируя эти неравенства по всем 1 от 1 до п, получим 


- 1 < т 
А.В <-> А+» В? <-+-=1. 
Тем самым неравенство (10.29) доказано. 
Положим теперь 
__ а, __ Ь, 2) 


п 1/р› т , 1/р 
р ы р р | 
$1 $1 


Легко видеть, что числа А, и В, удовлетворяют неравенствам (10.28), а 
поэтому для этих чисел справедливо неравенство (10.29), которое в данном 
случае можно записать так: 


У` а,6; 
$=1 
п 1/р т , 1/р’ 
$4 [и 
+=1 2—1 


Из последнего неравенства вытекает неравенство Гёльдера (10.27). 
Замечание. В частном случае р = р’ = 2 неравенство Гёльдера 
переходит в следующее неравенство: 


< 


(10.30) 


1) Гёльдер (1859-1937) — немецкий математик. 

2?) Мы считаем, что хотя бы одно из чисел а; и хотя бы одно из чисел 8; 
отличны от нуля, ибо в противном случае формула (10.27) доказательства 
не требует. 
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Неравенство (10.30) называется неравенством Буняковского 1) для сумм. 


3. Неравенство Минковского?) для сумм. Пусть а1,а2,... ‚ав; 
Ь:,6>,...,6» — какие угодно неотрицательные числа, а число р > 1. Тогда 
справедливо слелующее неравенство: 


1/р п 1/р 1/р 


Уиь <|У`а’| + у» (10.31) 
$1 1=1 


= 


называемое неравенством Минковского для сумм. Прежде всего преобра- 
зуем сумму, стоящую в левой части (10.31). Можно записать 


И 


(а. +6,)” = У а, (а, +В, + У. +6, РГ. 
1 9==1 


$=1 


К каждой из сумм, стоящих в правой части, применим неравенство 


—1 
Гёльдера. При этом, так как (р -— Тр’ =ри — = р ‚ получим 
п п 1/р п 1/р’ 
Убичы< [а Уи чье-| + 
=1 =1 =1 
"Ир Г 1/р’ 


+ ув У (и +В) т = 
1—1 


1—1 
п 1/р 


=$| У а? + уы 
? +=1 


1/р р—1/р 


У (а +6)? 
1=1 


7 р р 
Поделив обе части последнего неравенства, на р (а; +6,)? | ‚ получим 
1 


неравенство Минковского (10.31). 
4. Интегрируемость произвольной положительной степени мо- 
дуля интегрируемой функции. Докажем следующую теорему. 
Теорема 10.7. Если функция Г(х) интегрируема на сегменте [а,6], 
то и функция | }(т)|’, где тг — любое положительное вещественное число, 
также интегрируема на сегменте [а,6]. 
Доказательство. Достаточно доказать теорему для случая г < 1, 
ибо если г > 1, то функцию |{(5)|” можно представить в виде произведения 
(871, где ["] — целая часть г, аг-— ["] < 1. В силу замечания 2 
п.1$6 функция |{(5)| интегрируема на сегменте [а,6 |, а поэтому, в силу 
свойства 3° $ 5, функция |} (1)! интегрируема на этом сегменте. Но тогда, 


в силу того же свойства и интегрируемости функции |{(5)|" "1, функция 
| (+) также интегрируема на сегменте |[а,6]. Итак, локажем теорему для 
случая г < 1. Положим г = 1/р и заметим, что р > 1. Так как функция 
|{(%)| интегрируема на сегменте [а,6], то для любого = > 0 найдется такое 


') Виктор Яковлевич Буняковский (1804-1889) — русский математик. 
2) Герман Минковский (1864-1909) — немецкий математик и физик. 
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разбиение Т этого сегмента, для которого 


У (М, — т) Дан < =? - а) 7”. (10.32) 
$=1 


Здесь через М, и т, обозначены точные грани функции | }(1)| на частичном 
сегменте |[х;—1,т,|. Достаточно доказать, что сумма 


б-з=У (М, -т,Р) Аа, (10.33) 
=1 


меньше . 
Опеним эту сумму с помощью неравенства Гёльдера (10.27), полагая в 


нем а, = (МИ? — т?) (Дж) ИР, Ь; = (Дх,)ИР. Получим 


т Ир Ги Ир’ 
5—3< Урал” — иль ра д (10.34) 
=1 


$=1 


Докажем теперь, что 


(МИР — т'®Р < (М; - т»). (10.35) 


Последнее неравенство посредством деления на М, 1) приводится к сле- 


длующему: , 
т, \ 1/Р]р т 
т- ( ) <1- 8. 
Л, № Л 


В справедливости последнего неравенства легко убедиться, учитывая, что 
Пыь 
0 < — <Гар> 1. Используя неравенство (10.35) и учитывая, что 


М, 
у Дт; =б-а, 
1=1 


мы получим из неравенства (10.34) следующее неравенство: 


т, 1/р 
< ом ты (6 -а)"Р. 
1 


Отсюда, используя неравенство (10.32) и учитывая, что 1/р + 1/р’ = 1, 
найдем 

Б-8<Е. 
Теорема доказана. 

5. Неравенство Гёльдера для интегралов. Пусть }(5) и 2(5) — 
любые две интегрируемые на, сегменте [а,6 | функции, арир’ — любые лва 
числа, оба превосходящие единицу и связанные соотношением 1/р +1/р’ = 
= 1. Тогда справедливо следующее неравенство: 


1/’ 


Ь Ь Ур гь 
[ ов (а) аз < [ (а аз [ (в) 42|, (1036) 


1) Можно считать, что Л; > 0, ибо если М, = 0, то т; = 0, и неравенство 
(10.35) справедливо. 
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называемое неравенством Гёльдера для интегралов. Отметим, что суще- 
ствование интегралов в правой части неравенства (10.36) гарантируется 
теоремой 10.7, а интеграла в левой части — свойством 3° $ 5. 

Докажем сначала, что если А(т) и В(х) — две неотрицательные и инте- 
грируемые на сегменте [а,6 | функции, удовлетворяющие неравенствам 


ь ь 
[47 4х < 1, | в” (х) ат < 1, (10.37) 
то 
ь 
| лев т < 1. (10.38) 


а 


В самом деле, в любой точке х сегмента [а,6] справедливо неравенство 
(10.26) 
АР В? (х 
А(х)В(х) < А" (2) + В =) 
Р Р 
Отсюда, в силу оценки 3° из $ би формул (10.37) следует, что 
Ь 


ь ь 
| де)в(одаз < р [ ^дагч; | В* (в) < 


а а 


+ — =1. 


1 1 
р Г’ 


Неравенство (10.38) доказано. 
Полагая 


я |1 (+) —, Ва) = |8 (2) = 
т” Алор аз Би 1 |8 (т) а | 


мы придем к следующему неравенству: 


| ь | 
лова < | ] тот | Ее) ‚. 


Так как, в силу замечания 2, п. 156, 


1/р’ 


Ь Ь 
] ов (е) ат] < ] уе (аз, 


то неравенство Гёльдера (10.36) для интегралов установлено. 
Замечание. В частном случае р = р’ = 2 неравенство Гёльдера 
для интегралов переходит в следующее неравенство: 


Ь 
] 5 (а) а, 


называемое неравенством Коии-Буняковского для интегралов. 


Ь 
оО ат| < (10.39) 
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б. Неравенство Минковского для интегралов. Для любых неотри- 
цательных и интегрируемых на сегменте |[а,6] функций ](х) и (т) и для 
любого числа р > 1 справедливо следующее неравенство: 


Ь 1/р Ь 1/р 


1/р Ь 
иочворагь <|[Рааг| + |] дав] › @040 


а 


[ай 
называемое неравенством Минковского для интегралов. Для получения 
этого неравенства нужно исходить из формулы 


Ь Ь 


[2] 
Па + водраг = || оо + вор ао + | во Ка) + вар а 


а а 


и применить неравенство Гёльдера к интегралам, стоящим в правой части 
этой формулы. Детали рассуждений предоставляем читателю. 

По индукции из неравенства (10.40) можно получить следующее нера- 
венство для п функций (т), №(5),..., №(%), неотрицательных и интегри- 
руемых на сегменте [а,В]: 


1/р 


Ь 
Пледы) +.. + Фрая < 


1/р 1/р 1/р 


Ь _ | Ь _ | Ь _ 
<| [Л 42| +|| Па +..+| | Па) 
О О ОБвая АВЫ 


ДОПОЛНЕНИЕ 2 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО УТВЕРЖДЕНИЯ ИЗ П. 436 


Для удобства сформулируем еше раз утверждение из п. 4 $8 6. 
Если на сегменте [а,6] функция в (т) монотонна, а 1(х) интегрируема, 
то на этом сегменте существует такое число &, что 


Ь Е Ь 
оО де = в(@) | Но)ат +в) | Года (10.16) ') 
а а & 


Предварительно докажем следующее вспомогательное предложение. 
> 
Лемма Абеля”). Пусть а 202... 2 т 2 0ищ, и... щ — 
любые числа. Если суммы 5, = + и2 +... и, при любом 1 заключены 
между Ац В, то сумма отит  02и2-...ЁТ%0 и заключена между числами, 


Аз ци Ва. 
Доказательство. Имеем и: = 51, и, = 5, - 5,_1. Поэтому 
отит + 922 +... и = 651 + 92(52 — 51) +... (5. — 5-1) = 
= 51 (91 — 902) + 52(92 — 93) +... + бит (п-т — Ш) + бо. 


1) Для удобства мы сохраняем нумерацию приведенной формулы. 
и ` «> 
2?) Нильс Генрих Абель (1802-1829) — норвежский математик. 
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Так как ®, 20иш, —% +1 2 0, то, заменяя в последнем соотношении каждое 
©, сначала на А, а потом на В, получим неравенства 


А[(%1 — 92) + (12—53) +...+ (%-1- %) | < ими + 922 +... т < 

< Ви — 92) + (42 — 93) +... (6—1 - шт) +1. 

Отсюда, замечая, что выражения в квадратных скобках равны 11, получим 
А Зи + 922+... щи < Вы. 


Лемма доказана. 


Замечание. При доказательстве леммы Абеля мы использовали 
И? 


преобразование суммы »` оьик, которое обычно называют преобразованием 
К=1 
Абеля. Более полные сведения о преобразовании Абеля и важные примене- 
ния этого преобразования можно найти в п. 2 $5 гл. 13. 
Доказательство утверждения из нп 4 8 6. 
Допустим, что функция 2(1) не возрастает на |а,6] и неотрицательна на 


этом сегменте. Имеем, в силу интегрируемости } (1) (т) 1). 


Ь 
| пов ат = №52. Г(х,-1)2(т,—-1)Ат, где А = шах Дх.. 


Пусть М, и т, — точные грани }(5) на [1,-1,1.|. Тогда, поскольку #(5) 
неотрицательна, справедливы неравенства 
У? У? У? 
У пьв (1,1) Да, < У _/(т.1)5 (а, Аа, < У _М,5 (=, 1)Аз.. (10.41) 
8=1 21 1—1 
Так как (1) не возрастает на |а,6], то разность 
У? У? У? 
УМ, 5 (=, Аз, — У п,в (а, 1) Ах, = У (м, —т,)2(т.-1)Ат, 
+=1 $=1 +=1 


я, 
не превынтает числа 2 (а) >` (М; — т;‚)Ах;. Поскольку функция {(5) инте- 
#=1 


я, я, 
грируема, сумма >.(М;—т,)Ах; = > и. Ат, стремится к нулю при А -$ 0. 
+=1 | $=1 
Отсюда и из неравенств (10.41) вытекает, что для любых чисел и., удовле- 
творяющих неравенствам 7, < п, < М,, каждая из сумм 
я, я, я, 
> т, (5:1) Ату, > 18 (х;-,)Ах;, ) М; (5:1) Ат, 
$=1 1=1 $=1 
ь „ 
имеет своим пределом при А -$ 0 интеграл | /(х)в (2) 4х. Согласно форму- 
а 


2: 
ле (10.12) числа из, ть < р; < М; можно выбрать так, что | }Д(х)ах = 


®.—1 


= и: Ат.. Так как функция Е(х) = | (Е) 4 непрерывна на сегменте [а,6] 


1) См. свойство 3° 5 5. 
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й 2: 
(см. замечание 3 п. 1$ 7), то числа 5, = >У` икАть = | (0) 4 заключе- 
К=1 а 
ны между точной нижней гранью т и точной верхней гранью М функции 
Е(х) на сегменте [а,6]. Положим 91 = 8 (а), 12 = (51), ..., № = В (Фи-ь), 
м = 1 Ать, ..., Ш = и» Ато. Так как 1 21% 2... 2 2 ди сум- 


3 
мы 5; = »\ ик заключены между т и М, то, в силу леммы Абеля, сумма 
&—1 


У? 

\`=(т;—1) и: Ат, заключена между те (а) и М=(а). Но тогда и предел при 
$=1 

А — 0 этой суммы заключен между тё(а) и МЕ(а), т. е. справедливы 
неравенства, 


Ь 
в(адт < | Чадя (в) а» < вам. 


ий 

Непрерывная функция ЁЕ(х) = | / (Е) Е принимает любое значение А, за- 
а 

ключенное между ее точными гранями т и М, т. е. найдется такая точка &, 


То 


Ь 
р [ (ге (2) аа 
к®= | ош-а= а 


5 (а) 


Поэтому 
р & 
[| ево аз — в (а) | а) т. (10.42) 


Если невозрастающая функция #(5%) имеет и отрицательные значения, то 
функция 1(1) = (т) —2(Ь) невозрастающая и имеет неотрицательные зна- 
чения. Поэтому, в силу (10.42), 


р Е 
| лево) - в®)1аз = в (а) в) | дав 


Отсюда путем несложных преобразований мы и получим формулу (10.16). 


ГЛАВА ИП 


ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ И ФИЗИЧЕСКИЕ 
ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 


$1. Длина дуги кривой 


1. Понятие плоской кривой. Наиболее естественно рас- 
сматривать кривую как след движущейся точки. В этом пункте 
мы придадим этому представлению о кривой математический 
смысл и введем понятие так называемой простой кривой. 

Пусть функции ф(К и ФР 
непрерывны на сегменте 
|, В] (аргумент этих функций 
в дальнейшем будем называть 
| параметром). Если рассматри- 
| вать параметр как время, то 
| указанные функции определя- 
| ют закон движения точки М с 

$ > координатами 
0 х=Ф() х 


Г, 


Рис. 11.1 ах р, 


по плоскости (рис. 11.1) '). Множество {М\ точек М, отвечаю- 
щих всевозможным значениям параметра # из сегмента, [а В] 
естественно рассматривать как след точки М, лвижущейся по 
закону (11.1). Отметим, что множество 1 М}, представляющее 
собой след движущейся точки, может не соответствовать нашим 
наглядным представлениям о кривой. Можно, например, ука- 


1) Здесь и в дальнейшем мы будем называть плоскостью совокупность 
всевозможных упорядоченных пар (т, у) чисел х иу (каждую такую пару 
мы будем называть точкой плоскости). Числа х и у называются координа- 
тами точки (7,9). Для краткости мы будем также обозначать точку (т, у) 
одной буквой М. Запись М(х, у) означает, что точка М имеет координаты 
фи у. 
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зать такие непрерывные функции (ГР) и Ф(®, заданные на сег- 
менте [0, 1], что след точки М, движущейся по закону х = Ф(®, 
у = ($), будет заполнять целый квадрат. Поэтому естественно 
выделить такие множества {1 М}, которые соответствуют нашим 
наглядным представлениям о кривой. Таким образом, мы при- 
ходим к понятию простой кривой. 

Множество {М} всех точек М, координатия х и у кото- 
рых определяются уравнениями (11.1), будем называть про- 
стой плоской кривой Ё,, если различным значениям параметра $ 
из сегмента [а,В|] отвечают, различные точки этого множе- 
ства. 

Мы будем также употреблять следующую терминологию: 
«уравнения (11.1) определяют простую плоскую кривую Г» и 
«простая плоская кривая Ё/ параметризована при помощи урав- 
нений (11.1}». 

Каждую точку множества {1 М\, фигурирующего в определе- 
нии простой плоской кривой, мы будем называть точкой этой 
кривой, причем точки, отвечающие граничным значениям а 
и В параметра $, будем называть граничииыми точками простой 
кривой. 

Примером простой кривой может служить график непрерыв- 
ной на сегменте |<, В] функции у = } (5). В самом деле, этот гра- 
фик можно рассматривать как след точки М, движущейся по 
закону х =ЬКу= (1), а < Е © ВБ, причем, очевидно, различным 
значениям параметра # отвечают различные точки графика. 

Замечание 1. Простые кривые не исчернывают всех 
точечных множеств, заслуживающих наименования «кривая». 
Однако для наших целей достаточно понятия простой кривой. 

Замечание 2. Олна и та же простая кривая Г, может 
быть параметризована различными способами. Мы будем рас- 
сматривать всевозможные параметризации простой кривой /[,, 
получающиеся из данной параметризации путем представления 
параметра $ в виде непрерывных строго монотонных функций 
другого параметра 3. 

амечание 3. Важным понятием является понятие 
простой замкнутой кривой. Такая кривая образуется следую- 
шим образом. Пусть Ё1 и [2 — две простые кривые, причем: 
1} граничные точки кривой Гл совпадают с граничными точка- 
ми кривой Г; 2) любые не граничные точки кривых Ру и Г2 
различны. Кривая /,, полученная объединением кривых 1 и [2 
и называется простой замкнутой кривой. 

2. Параметрическое задание кривой. В математическом 
анализе и его приложениях удобно рассматривать кривые, за- 
даваемые параметрически. Наглядными истоками такого спо- 
соба задания кривой служит представление о кривой как о 
геометрическом месте последовательных положений движу- 
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щейся точки. Например, геометрическое место последователь- 
ных положений точки М с координатами хи у, движущейся 
по закону 


Г —©< <# <, (11.2) 


представляет собой кривую, называемую строфоидой (рис. 11.2). 
Заметим, что движущаяся по строфоиде точка М попадает в 
одно и то же положение х = 0, у = 0 
лважды при? = Гифт = 1. Так как 
мы рассматриваем последовательные по- 
ложения движущейся точки, то естествен- 
но считать различными точки строфоилы, 
отвечающие различным значениям пара- 
метра, $. 
х Строфоида не является простой кри- 
вой. Нетрудно, однако, убедиться, что 
область изменения параметра ф можно 
разбить на части таким образом, что соот- 
ветствующие части строфоиды будут про- 
стыми кривыми. Именно, разобъем число- 
вую прямую —со < $ < сх на сегменты 
[% — 1,7], где  — любое целое число. Оче- 
Рис. 11.2 видно, если мы будем рассматривать пара- 
метр # на таком сегменте, то соответствующая часть строфоиды 
будет простой кривой. 

Мы воспользуемся этой идеей разбиения на части для мате- 
матического определения понятия кривой, задаваемой парамет- 
рически. 

Будем считать, что множество {#} представляет собой либо 
сегмент, либо полусегмент, либо интервал, либо числовую пря- 
мую, либо открытую или замкнутую полупрямую. 

Введем понятие разбиения множества {#}. Будем говорить, 
что конечная или бесконечная система сегментов {[_1,&|} раз- 
бивает множество 1}, если: 1) объединение всех этих сегментов 
представляет собой все множество {1#} и 2) общими точками лю- 
бых двух сегментов системы могут быть лишь их концы. 

Рассмотрим примеры разбиений некоторых из указанных вы- 
ше множеств 1#%. 

1. Система сегментов [0, 1/3], [1/3, 2/3], [2/3, ||, очевидно, 
разбивает сегмент [0, 1]. 

2. Система сегментов [0, 1/2], [1/2, 3/4], [3/4, 7/8], 

[7 2! — а 
"7 ) 


я 


рп й т-1 
3. Система сегментов { [1 —1,п]|}, где ® — любое целое число, 
очевидно, разбивает всю числовую прямую. 


разбивает полусегмент [0, 1). 
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Перейдем теперь к определению понятия кривой, задаваемой 
параметрически. 

Пусть функции ф(#) и 4(#) непрерывны на множестве {#\ 1). 
Будем говорить, что уравнения 


г=4(),  У=4 (11.3) 
задают параметрически кривую Ё, если существует такая си- 
стема сегментов [Е 1,& |}, разбивающих множество 41}, что 
для значений Т из каждого данного сегмента этой системы 
уравнения (11.3) определяют, простую кривую. 

При этом точки кривой Г рассматриваются в определенном 
порядке в соответствии с возрастанием параметра $. Именно, 
если точка М1 соответствует значению параметра #1, а точка 
М2 — значению №2, то Му считается предшествующей №5, если 
1 <Ь. Отметим, что точки, отвечающие различным, значени- 
ям параметра, всегда считаются различными. 

Иными словами, кривую, задаваемую параметрически, мож- 
но рассматривать как объединение простых кривых, причем эти 
простые кривые последовательно пробегаются точкой М, коор- 
динаты которой определяются соотношениями (11.3), когда па- 
раметр # монотонно пробегает множество {1}. 

Замечание 1. Простую кривую можно рассматривать 
как кривую, заданную параметрически. В этом случае система 
сегментов, разбивающих сегмент [а, В], сводится к одному этому 
сегменту. 

В качестве примера рассмотрим кривую Ё, задаваемую па- 
раметрически уравнениями 


х = с08, у = Ш, (11.4) 


где $ изменяется на сегменте [0,4]. Очевидно, система, сегмен- 
тов |0, |, п,27|, [2л,3л|, [3Зп,4п| разбивает сегмент |0, 4” |, при- 
чем для значений # из каждого указанного сегмента данной 
системы уравнения (11.4) определяют простую кривую (полу- 
окружность). Наглядно ясно, что в рассматриваемом примере 
кривая Г, представляет собой дважды обходимую окружность. 

Замечание 2. Рассмотренный пример и пример строфои- 
ды показывают, что кривая, задаваемая параметрически, может 
иметь точки самопересечения и даже целые участки самонале- 
гания. 

Замечание З3. В случае кривой, задаваемой пара- 
метрически при помощи уравнений (11.3), мы будем также го- 
ворить о параметризации указанной кривой при помощи этих 
уравнений. Одна и та же кривая Ё может быть параметри- 
зована различными способами. Мы будем рассматривать все- 


1) Множество {#} представляет собой одно из указанных выше множеств. 
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возможные параметризации кривой [,, получающиеся из лю- 
бой данной параметризации путем представления параметра 1 
в виде непрерывных, строго возрастающих функций друго- 
го параметра 8. Отметим, что лишь при таких преобразо- 
ваниях параметра сохраняется порядок следования точек на 
кривой /[.. 

3. Понятие пространственной кривой. Понятие про- 
странственной кривой вводится в полной аналогии с понятием 
плоской кривой. Первоначально вводится понятие простой про- 
странственной кривой как множества 1 М} точек пространства, 
координаты т, учи ; которых определяются уравнениями 


г=Ф®, у=У(,  2=х(,  а<1<в, (15) 


при условии непрерывности функций ф(®), Ф(®, х(®) и условии 
несовпадения точек множества {М\, отвечающих различным 
значениям параметра $. 

Понятие простой пространственной кривой и понятие разбие- 
ния множества, {$} изменения параметра, так же как и в плоском 
случае, приводят к понятию пространственной кривой, задава- 
емой параметрически уравнениями (11.5) при условии монотон- 
ного изменения параметра { на множестве {1}. 

Отметим, что вся тер- 
минология, введенная в 
предыдущих пунктах, ес- 
тественным образом пере- 
носится на пространствен- 
ные кривые. 

4. Понятие длины 
дуги кривой. В этом 
пункте мы введем понятие 
длины дуги кривой, задан- 
ной параметрически. 

Пусть кривая Г, задает- 
ся параметрически уравне- 


Му М; 


0 9(0) Ф( 1) Ф(5) Ф(ш) х ниями (11.3) 
а Р 
дд , —_ __ 
НР Е м 1 р — Ф(В). У — (+), 
Рис. 113 где параметр $ изменяется 
на сегменте [а В]. 
Пусть ТГ — произволь- 
ное разбиение сегмента [В] точками а = и < <Ьь< 
... ЗЫ, = 6. Обозначим Мод, Му, 45, ..., М» соответствующие 


точки кривой Ё (рис. 11.3). Возникающую при этом ломаную 
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ММ: Мо... М» будем называть ломаной !), вписанной в кри- 
вую Г, и отвечающей данному разбиению Т’ сегмента [а 6]. Так 


как длина [; звена М;_1М; этой ломаной равна 


(Н) — Ф(Н—1)]2 + (в) — (6-2 ^), 


то длина [(&) всей этой ломаной равна, 


КЫ) =>.1 =>. У®(в) — Фе (Е) ФР. (11.6) 


Определение. Если множество 4(Е)} длин вписанных в 
кривую Г ломаных, отвечающих всевозможным разбиениям Т 
сегметита [“, В], огралиичено, то кривая [ называется 
спрямляемой, а точная верхняя грань ТГ множества 


(Е)! называется длиной дуги кривой Г. 

эамечание 1. Из определения кривой /,, заданной пара- 
метрически, и определения длины дуги [ такой кривой следует, 
тто длина [ положительна, [> 0. 

Замечание 2. Сушествуют неспрямляемые кривые. В 
дополнении к этой главе мы приведем пример плоской кривой, 
любая часть которой неспрямляема. 

В дальнейшем мы будем часто пользоваться следующей 
леммой. 


-ж е; е; 
Лемма. Пусть Г (&) — длина ломаной, вписанной в кри- 


вую Г и отвечающей разбиению Т»* сегмента [а, В], а (Е) — 
длина ломаной, вписанной в кривую Ё и отвечающей разбие- 


ино Т, полученному из разбиения Т* посредством добавления 


нескольких новых точек. Тогда Г (+) < ЦЕ). 
Локазательство. Очевидно, достаточно рассмотреть 
случай, когла к разбиению Т»* добавляется одна точка, у. Лома- 
ная, отвечающая разбиению Т', отличается от ломаной, отвечаю- 
шей разбиению Т*, лишь тем, что одно звено М;_1 М; заменяется 


1) Будем называть прямой линию, определяемую параметрическими 
уравнениями 1 = ай + Ь, у = $ + 4. Постоянные а, 6, си 4 заведомо можно 
выбрать так, чтобы прямая проходила через две данные точки М1(т1, ут) 
и М2(12, у2). Участок прямой между точками М1 и М2 естественно назвать 
отрезком, а совокупность конечного числа примыкающих друг к другу от- 
резков естественно назвать ломаной. 

2) Мы использовали формулу для расстояния между двумя точками М, 1 
и М,, координаты которых равны соответственно 


в = (8-1), Ша ЕУЬ) и в =), ве). 
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двумя звеньями М; Си СМ; (С — точка кривой, соответству- 
ющая значению // параметра +). Так как длина стороны М1 М 
треугольника М; _1С М; не превосходит суммы длин двух других 


его сторон !) М; 1С и СМ; то Г (в) ЗИЫ). 

Перечислим некоторые свойства спрямляемых кривых: 

1°. РАсли кривая Г спрямляема, то длина [ ее дуги не зависит 
от параметризации этой кривой. 

27. Если спрямляемая кривая Ё[ разбита при помощи конеч- 


ного числа точек Мо, Му, ..., М» ^) на конечное число кри- 
вых 1, то каждая из этих кривых Г: спрямляема и сумма 
длин [; всех кривых [1 равна длине [ кривой Г. 

3°. Пусть кривая Г задана параметрически уравнениями 
(11.3). Обозначим КФ) длину дуги участка Гл кривой Г, точки 
которого определяются всеми значениями параметра из сег- 
мента [а,#. Функция (ФР) является возрастающей и непрерыв- 
ной функцией параметра $. Эту функцию [ = ЦВ будем назы- 
вать переменной дугой на кривой [. 

4°. Переменная дуга [ может быть выбрана в качестве пара- 
метра. Этот параметр называется натуральным параметром. 

Справедливость свойства 4° непосредственно вытекает из 
свойства 3°. В самом деле, так как переменная дуга [ = Ц) 
является возрастающей и непрерывной функцией параметра $, 
то и параметр $ может быть представлен в виде монотонной и 
непрерывной функции $ = }(Г) переменной дуги 1, и поэтому 
переменная дуга [ может быть выбрана в качестве параметра. 


Доказательство свойств 1°-3°. 

1°. Пусть имеются две параметризации кривой Г, айи $ — парамет- 
ры этих параметризаций, определенные соответственно на сегментах [а, В] 
и [а,6]. Так как & представляет собой строго монотонную и непрерывную 
функцию от $, а $ — строго монотонную и непрерывную функцию от $, то 
каждому разбиению Т сегмента [а, В] соответствует определенное разбие- 
ние Р сегмента [а,6] и наоборот. Очевидно, что вписанные в Г ломаные, 
отвечающие соответствующим разбиениям сегментов [а, В] и [а,6]|, тожде- 


ственны, и поэтому их длины (Ы) и Цз,) равны. Следовательно, множества 


(Е) и {(3.)} тождественны. Отсюда вытекает, что длина дуги кривой не 
зависит от параметризации этой кривой. 

2°. Очевидно, свойство 2° достаточно доказать для случая, когда кри- 
вая Г, разбита, точкой С на две кривые [1 и Ё2. Обозначим 7 значение пара- 
метра #, которому отвечает точка С. Тогда точки кривой Г! соответствуют 
значениям параметра # из сегмента, [а, 7], а точки кривой Ё2 соответствуют 
значениям параметра { из сегмента [5, 8]. Пусть Т: и Т> — произвольные 
разбиения указанных сегментов, а 1 — разбиение сегмента, [@, 8], получен- 


') Этот геометрический факт легко может быть доказан чисто аналити- 
ческим способом. 

2) При этом точки Мо, Мт,... , М» соответствуют значениям Ю,#1,... № 
параметра $, удовлетворяющим условиям а=,и<н<...<ы =. 
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ное объединением разбиений Т! и То. Если Ц(Ь), 5(&) и ЦЬ) — длины 
ломаных, вписанных в кривые Гл, [2 и Г и отвечающих разбиениям 71, 12 
и Т указанных выше сегментов, то очевидно 


1 (#) + 15(&,) = ЦЬ). (11.7) 


Поскольку числа [1 (В), [2(&,) и (КЁ) положительны, то из равенства (11.7) и 


спрямляемости кривой Ё следует, что множества {1 (&)} и {1>(&)} длин впи- 
санных в кривые Гл и Г ломаных, отвечающих всевозможным разбиениям 
сегментов [а, 7] и [7, В], ограничены, т. е. кривые Г1 и [2 спрямляемы. От- 
метим, что из равенства (11.7) и из определения длины дуги кривой следует, 


что длины П, [2 и [ дуг кривых Гл, [2 и Г, удовлетворяют неравенству 1) 


-Р < Ь (11.8) 
Предположим, что П +15 < [. Тогда число 
[— (11 + [5) = = (11.9) 


положительно. Из определения длины [ дуги кривой Г, вытекает, что для 
* 
положительного числа с можно указать такое разбиение Т” сегмента, [а, В], 


-* 
что длина (&) ломаной, вписанной в кривую Ё и отвечающей этому раз- 


К * 
биению, удовлетворяет неравенству [—Г (+) < =. Добавим к разбиению ТГ 
точку ^/ и обозначим полученное разбиение через Т. Тогда, в силу леммы 


этого параграфа, длина (&) ломаной, отвечающей разбиению Т’, удовлетво- 


ряет неравенству [—КЪ,) < =. Так как разбиение Т сегмента, [с›, В] образовано 
объединением некоторых разбиений Т\ и Т> сегментов [а, 7] и [, 8], то дли- 


ны 1(&) и 15(&) ломаных, отвечающих этим разбиениям, удовлетворяют 
соотношению (11.7). Поэтому справедливо неравенство [-— 1(&) + 5(&)] < 


< Е. Так как п(В) + (&) < Ц -ЬЬ, то тем более справедливо неравенство 
[-— (1-1) < =. Но это неравенство противоречит равенству (11.9). Поэто- 
му предположение, что [1 + [5 < [, неверно, а следовательно, в силу (11.8), 
[1 +[5 =1[. Справедливость свойства 2° установлена. 

3°. Из свойства 2° и замечания 1 этого пункта следует, что переменная 
дуга [ = КР) является строго возрастающей положительной функцией па- 
раметра +. Для доказательства непрерывности функции ({) воспользуемся 
следующими утверждениями: 

1) Пусть = — любое фиксированное положительное число,  — произ- 
вольная точка сегмента [@а, В], а М — соответствующая точка кривой Г. 
Существует такая ломаная, вписанная в кривую Г,, которая имеет точ- 
ку М своей вершиной и длина которой отличается от длины кривой Г 
меньше чем на 5/2. 

2) Указанная ломаная может быть выбрана так, что длина каждого 
ее звена будет меньше =/2. 

3) Пусть ломаная выбрана так, как указано в утверждениях 1) и 2). 
Тогда часть кривой Г, стягиваемая любым звеном рассматриваемой ло- 
манной, имеет длину меньше в. 

Убедимся, что из сформулированных утверждений и монотонности 
функции КЁ) вытекает ее непрерывность в любой фиксированной точке # 


1) Из равенства (11.7) вытекает, что для любых разбиений Т\! и То сег- 


ментов [@, 7] и [, 8| справедливо неравенство [1 (&) +5(&) < 1. Отсюда и из 
определения точной верхней грани получим неравенство (11.8). 
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этого сегмента (в точках а и В функция ЦК непрерывна соответственно 
справа и слева). 

Нам нужно доказать, что для любого = > 0 можно указать такое д > 0, 
что при |АН < д выполняется неравенство |[(Ё-+ АВ — Ц®| <= 

Рассмотрим то разбиение Т сегмента, [а, 8], которому отвечает лома- 
ная, обладающая перечисленными в утверждениях 1) и 2) свойствами. Обо- 
значим через д минимальную из длин двух частичных сегментов [и1, в. |, 
к, Ёк+1| разбиения Т, примыкающих к точке # = & сегмента [а, 8]. Пусть 
приращение ДЁ аргумента удовлетворяет условию |АН < 9. Ради опреде- 
ленности будем считать, что АЁ> 0. Так как  <Ё+ АЕ<Ё+О < Щ 1, тов 
силу строгого возрастания функции [(Р) справедливы неравенства 


КВ < Ш +АВ < ЦЕ+ Од) ЗКЫ+,). 


В силу утверждения 3 справедливо неравенство 


Ка) — КР <= 


Отсюда и из предыдущих неравенств вытекает, что при 0 < ДЁ< д спра- 
ведливо неравенство 
ЦКЕ-АВ — ЦВ < Е 

Случай ДЕ < 0 рассматривается аналогично. 

Перейдем теперь к доказательству утверждений 1), 2) и 3). 

Доказательство утверждения 1). Пусть с — любое фик- 
сированное положительное число. Так как длина (В) всей кривой Г,, опре- 
деляемой параметрическими уравнениями (11.3), является точной верхней 
гранью длин вписанных в эту кривую ломаных, отвечающих всевозможным 
разбиениям сегмента, [, 8], то для данного = > 0 можно указать такое раз- 
биение Т** сегмента [©, 8], для которого длина соответствующей ломаной, 
вписанной в кривую Г, отличается от КВ) меньше чем на =&/2. Добавим к 
разбиению Т** точку &. В силу леммы этого параграфа и определения дли- 
ны дуги ллина ломаной, отвечающей полученному разбиению Т* сегмента 
|<, В], отличается от КВ) меньше чем на 5/2, и эта ломаная имеет своей 
вершиной точку М кривой, которая соответствует точке # сегмента, [< В]. 

Доказательство утверждения 2). Так как непрерыв- 
ные на сегменте [©, 8] функции ф(Р) и 4 (1) равномерно непрерывны на этом 
сегменте, то по заданному = > 0 можно указать такое д > 0, что для лю- 
бого разбиения Т’сегмента, [а, 8] с длинами частичных сегментов [—1,&]|, 

= 


2/2’ |42(в,) — 


е т .. .. 
—%(Н_:)| < —. Поскольку длина Ё звена ломаной, отвечающей данно- 


2/2 
[(,) — ФУР + 


му разбиению, равна . 
[, < =/2. Рассмотрим теперь любое фиксированное разбиение Т” сегмен- 
та |, 8] с длинами частичных сегментов, меньшими 9, и добавим к нему 


меньшими 9, выполняются неравенства |р(Ь) — Ф(Ь-1)| 


—(Ь—1)]2, то, очевидно, 


точки разбиения Г * (см. доказательство утверждения 1). В результате мы 
получим разбиение Т, которому отвечает ломаная, вписанная в кривую Ё, 
и удовлетворяющая всем условиям утверждения 2). 
Доказательство утверждения 3). Пусть лома- 
ная Мо М: ... Ме МеЕМь-ь... М» удовлетворяет условиям утверждений 1) 
и 2). Убедимся, что длина кажлой части кривой Г, стягиваемой любым зве- 
ном рассматриваемой ломаной, меньше =. В самом деле, пусть [+ — длина 


части Мь_:Ль кривой Ё, а [, — длина звена М, ЛМ ломаной. Тогда, в 
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п лоллля 
силу условий утверждения 1), выполняется неравенство У`([, — +) < 5/2. 
_ В=1 
Поскольку каждое слагаемое [, — [. последней суммы неотрицательно, то 


((« —1+) < =/2. Отсюда и из неравенства [, < 5/2 и вытекает требуемое 
неравенство [; < 6. 


Понятие длины дуги пространственной кривой, заданной па- 
раметрическими уравнениями (11.5), вводится в полной анало- 
гии с понятием длины дуги плоской кривой. Рассматриваются 
длины К) ломаных, вписанных в кривую Ё, причем очевидно, 
что 


[(8:) = УУ@ = ЕР (в) ее) хер 


Пространственная кривая Г, определяемая уравнениями (11.5), 
называется спрямляемой, если множество {{(&)} длин ломаных, 
вписанных в эту кривую, ограничено. Точная верхняя грань /[ 
этого множества называется длиной дуги кривой Г. 

Отметим, что пространственные спрямляемые кривые обла- 
дают перечисленными в этом пункте свойствами 1°, 2°, 3? и 4°. 
Доказательство этих свойств проводится совершенно аналогич- 
но доказательству для плоских кривых. 

5. Достаточные условия спрямляемости кривой. Фор- 
мулы для вычисления длины дуги кривой. 

Теорема 11.1. Если функции х = Ф® иу=у(® имеют на 
сегменте |а, В] непрерывные производные, то кривая Ё,, опреде- 
ляемая параметрическими уравнениями (11.3), спрямляема и 
длина [ее дуги может быть вычислена по формуле 

б 


1— ] ИРУ аь (11.10) 


о 
Доказательство. Докажем сначала, что кривая Ё 
спрямляема. Для этого преобразуем выражение (11.6) длины 


[(Е) ломаной, вписанной в кривую Г и отвечающей произволь- 
ному разбиению Т сегмента, [а 8]. Так как функции ф(®) и ф(®) 
имеют на сегменте |, В] производные, то, в силу формулы Ла- 
гранжа, Ф(%,) — Ф(_1) = х (т) АЕ, гле #1 <т<&Е АК=Ь- 
—Нрич(Е) — (Е 1) —= А" (т7) АЕ, лент < тл < &. Подста- 
вляя найденные выражения для ф(%) — Ф(Е1) ив) —- (1) 
в правую часть выражения (11.6), получим 


КЕ) — у` (т) - "2 (тт) АЕ. (11.11) 
1=1 


По условию функции ф(Т) и ф(Р) имеют на сегменте |, В] непре- 
рывные производные. Следовательно, эти производные ограни- 


378 ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА ГЛ. 1 


чены, и поэтому существует такое М, что для всех # из сегмента 
|, 8] справедливы неравенства |ф'(®| < Ми \'(®| < М. Но 
тогда из формулы (11.11) вытекает, что 


0<Цк) <У`УМЕМРАЫ = мм, = МУ2(В — а). 


р 
Таким образом, множество {(К&)} длин вписанных в кривую /[, 
ломаных, отвечающих всевозможным разбиениям ТГ сегмента, 
[<, В], ограничено, т. е. кривая Г спрямляема. Обозначим че- 
рез { длину этой кривой. Докажем, что длина [ кривой Г, может 
быть вычислена по формуле (11.10). Заметим, что правая часть 
формулы (11.11) похожа, на интегральную сумму 
Я 


Ци, т} = у \/ 4"? (т;) - (т) АЕ (11.12) 


интегрируемой функции \/Ф”?(Р + 4”? (В, причем эта сум- 
ма 14%, т;} отвечает разбиению Т' сегмента, |, В| и данному вы- 
бору точек т; на частичных сегментах [&_1,&| этого разбиения. 
Докажем, что для любого полоэкительного = > 0 можно ука- 
зать такое д > 0, что при А < 6 (А = шах АЕ) выполняется 
неравенство _ 

(8) — [| <=/2, (11.13) 


в 
где Г = | \/ф”?(Р +72 (1) 4Е — предел при А -$ 0 интегральных 


С 
сумм (11.12). Иными словами, докажем, что при достаточно 
«мелкил» разбиениях Т сегмента |[а,В|] длины КЕ) ломаных, 
вписанных в кривую Г и отвечающих этим разбиениям, как 
угодно мало отличаются от интеграла Г, стоящего в правой 
части формулы (11.10). Отметим, во-первых, что 


ето) - УР < 


< у (п) -у’(п)| < М: -т ), (1444) 


< 


1) Для получения неравенств (11.14) мы воспользовались неравенством 
р р р * 2 12 Ж2 12(-Ж 2 12 
| Ма? + 6*2 — Ма? + 6?| < 67 -Ы, глеа" = “(т ), = (т) и =” (1) 
* 
и неравенством |у’(т,) — /'(т:)| < М; - т:. Второе из этих неравенств 
очевидно, так как разность любых значений функции не больше разности 
ее точных граней. Локажем первое из указанных неравенств. Имеем 


а? + 65*2 — а? + 52 И < 
Ма? + 5? + Ма? +? ^ 
* * 
< Ы < +) 


М? + УР ы |+ |6] 
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где М; и ту; — точные грани функции ' ($) на частичном сегмен- 
те 1, |. В силу (11.11), (11.12) и (11.14) справедливы нера- 
венства 


Е) Иа, т: | = 
С 4"? (т;) + 42 (т*) __ (р! (т;) Ч $? (®)} 1 


р’(т) + (т (в) +99) | ^ 


Е 
< У (м, —т)Ак =5-5, (11.15) 
1=1 


н < 


где б и 3 — верхняя и нижняя суммы функции /'’(® для раз- 
биения сегмента [с В]. Так как функции \/ф”? (В + 4”? (Ки!) 
интегрируемы на сегменте [а В] (это вытекает из непрерывности 
производных ф’(ЁР) и /' (Е) на сегменте [а В]), то из определения 
интегрируемости и из теоремы 10.1 (см. $ Ти $ 3 гл. 10) выте- 
кает, что для любого = > 0 можно указать такое д > 0, что при 
Д < 6 (А = тах А) выполняются неравенства 


ЦЕ, т} -1<=/4и б-3<Е/4. (11.16) 


Поэтому при А < 9, в силу (11.15) и (11.16), справедливы нера- 


венства КЕ) — Г — (+) — 1 т; - Ци, т} — Г < (5; — 
— Ци, т: }| + ЦЕ,т;} -Т < =/А+Е/4 = Е/2. Таким образом, 
справедливость неравенства (11.13) доказана. 


Докажем теперь, что среди всевозможных ломаных, длины 
(Е) которых удовлетворяют неравенству (11.13), имеются ло- 
маные, длины которых отличаются от длины Г дуги кривой Г, 
меньше чем на = /2. 

Так как [ — точная верхняя грань множества {К®)} длин 
ломаных, вписанных в кривую Ё и отвечающих всевозможным 
разбиениям сегмента, [а, 8], то найдется такое разбиение Г” это- 
го сегмента, что длина [ * (#;) соответствующей ломаной удовле- 
творяет неравенствам 


0<1-—Г (1) < Е/2. (11.17) 


Разобъем теперь каждый из частичных сегментов &_1,& раз- 
биения Т”* на столь мелкие части, чтобы максимальная длина А 
разбиения Т’сегмента, [с, 6], полученного объединением указан- 
ных разбиений, была меньше д, А < 0. Очевидно, что длина 
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[(%) ломаной, отвечающей разбиению Т, удовлетворяет нера- 
венству (11.13). Так как вершины ломаной, отвечающей раз- 


биению Т ы являются также вершинами ломаной, отвечающей 
разбиению Т’', то в силу леммы этого параграфа, длина [(®) удо- 


влетворяет неравенствам 0 < Г (&) < ЦЕ) < [и поэтому в силу 
неравенства (11.17) выполняется неравенство 


0<1-—(&) < Е/2. (11.18) 


Итак, мы доказали, что среди ломаных, длины ЦК®Ы) которых 
удовлетворяют неравенству (11.13), имеются ломаные, длины 


(Е) которых удовлетворяют неравенству (11.18). Сопоставляя 
неравенства (11.13) и (11.18), получим следующее неравенство: 


Л <=. 


В силу произвольности = отсюда вытекает, что [ = Г. Теорема 
доказана. 


Замечание 1. Если функции Ф(Р)} чФ(® имеют на сегменте [“а, В] 
ограниченные производные, то кривая Г, определяемая уравнениями (11.1), 
спрямляема. В самом деле, в процессе доказательства теоремы (11.1) мы 
установили, что при условии ограниченности производных функций $({) 
и (В длины К) ломаных, вписанных в кривую Г и отвечающих всевоз- 
можным разбиениям Т’ сегмента [а, В], ограничены. 

Замечание 2. Формула (11.10) для вычисления длины дуги 
справедлива, если производные ф’(Р) и у’ (Ё) определены и интегрируемы на 
сегменте [а, В]. В самом деле, из интегрируемости этих производных сле- 
дует их ограниченность и поэтому, в силу замечания 1, спрямляемость кри- 
вой Г. Заметим далее, что для вывода неравенств (11. 14). (11.15) и (11.16), 
а следовательно, и неравенства (11.13) достаточно лишь существования и 
интегрируемости производных ф’(Ё) и (Е), так как отсюда, согласно до- 


полнению 1 к гл. 10, вытекает интегрируемость функции \/ф’? (В +”? (8. 
Все остальные рассуждения такие же, как и в доказательстве теоремы 11.1. 


Замечание 3. Если кривая Б является графиком 
функции у = КВт), имеющей на сегменте [а,6|] непрерывную 
производную |(т), то кривая Г спрямляема и длина Г дуги Г 
может быть найдена по формуле 


= ут Ат. (11.19) 


а 


Лля доказательства заметим, что график рассматриваемой 
функции представляет собой кривую, определяемую парамет- 
рическими уравнениями д = К у = }(®, а << Ьи при этом, 
очевидно, выполнены все условия теоремы 11.1. Поэтому, пола- 
гая в формуле (11.10) ф(®) =& Ф(® = Ё(® изаменяя переменную 
интегрирования $ на т, мы получим формулу (11.19). Отметим 
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также, что если кривая Ё определяется полярным уравнением 
" =7(0), 90: < 9 < 6. и функция т(0) имеет на сегменте [01 92. 
непрерывную производную, то кривая Ё спрямляема и длина [ 
дуги Г, может быть найдена по формуле 


-/ 28) + "2 (8)а8. (11.20) 


Для доказательства воспользуемся формулами перехода от по- 
лярных координат к декартовым 


т =т(0) созб, у =т(9) зтб. 


Таким образом, мы видим, что кривая Г определяется парамет- 
рическими уравнениями, причем функции ф = т(0) соз0 и ф = 
= 7(9) зт 9 удовлетворяют условиям теоремы 11.1. Подставляя в 
(11.10) указанные значения ф и ф, мы получим формулу (11.20). 

Сформулируем достаточные условия спрямляемости про- 
странственной кривой. 

Если функции ФК, ФТ и Х(Ь имеют на сегменте [а В] 
непрерывные производные, то кривая ЁГ, определяемая уравне- 
ниями, (11.5), спрямляема и длина Г ее дуги может быть най- 
дена по формуле 


в 
— ] Ио хе аь (11.21) 


Доказательство аналогично доказательству теоремы 11.1. 


Замечание 4. Если функции ф(Ь, Ф(Ь) и Х(® имеют ограничен- 
ные на сегменте [о, В] производные, то кривая Г, определяемая уравнени- 
ями (11.5), спрямляема. Если при этом производные указанных функций 
интегрируемы на сегменте [а, В], то длина [ дуги кривой Г может быть 
вычислена по формуле (11.21) (см. замечания Ти 2). 


6. Дифференциал дуги. Пусть функции х = (ВН иу= 
= (р) имеют на сегменте |[а,В|] непрерывные производные. В 
этом случае, в силу теоремы 11.1, переменная дуга [(Т) предста- 
вляется следующей формулой: 


[(Р) = [ УС + 2”? (т) ат. (11.22) 


Так как подынтегральная функция в правой части формулы 
(11.22) непрерывна, то функция (Ь дифференцируема, причем 


ГИ = УФ? (И +472) 
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(см. п. 18 7 гл. 10). Возводя обе части последнего равенства, в 
квадрат и умножая затем на АР, получим формулу 


(8 а” = [оба + (а. (11.23) 
Поскольку Г (1) аё = 4, ф (Ра = ах, у'(® 41 = ау, то из (11.23) 


найдем 

4? = ах” + ау". (11.24) 
Из формулы (11.24), в частности, следует, что если за параметр 
выбрана переменная дуга, [, т.е. х = (1) иу= 1(1), то 


ах\? Чу 2 _ Ч 
(=) + (= —1. (11.25) 


Отметим, что при условии непрерывности производных функ- 


ций х = Ф(®, у = Ф(® и д = х(Ь для дифференциала 4 ду- 
ги пространственной кривой, определяемой параметрическими 
уравнениями (11.5), справедлива, формула 


4? = 41° + ду" + аг”. (11.26) 


Из формулы (11.26) следует, что если за, параметр выбрана пе- 
ременная дуга, [, то 


а\*  (ач\?  [(а2\? _ 
(++ -ь из 


7. Примеры вычисления длины дуги. 1. Длина дуги 
пиклоиды ") х = а — зш®), у = а(1 - соз®, 0 < Е < 2. В 
рассматриваемом случае ф’ = а(1 — соз#), 4’ = азшЁ Поэтому 
по формуле (11.10) 


2п 2п 
2п 
|= [ «У а — сов + зака = а || заза = асов , = 8а. 
0 0 


2°. Цепной линией называется график функции у = ас®-^ ?). 
а, 


Найдем длину участка цепной линии, отвечающего сегменту 
[0,2]. Имеем по формуле (11.19) 


[(5) = [утукок = [лы се = | 4 = аз =. 
0 0 0 


1) Циклоида — плоская кривая, которую описывает точка окружности 
ралиуса а, катящейся без скольжения по прямой линии. 

?) Наименование цепная линия связано с тем, что форму рассматривае- 
мой кривой имеет тяжелая цепь, подвешенная за концы. 
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‹ № р” ” 
3°. Найдем переменную дугу эллипса 5 - у =1, а > Б, от- 


считываемую от точки (0,6). Рассмотрим параметрические 
уравнения эллипса х = азшф, у = 6с0$%, 0 <1< 2л. По форму- 
е (11.22) имеем 
р 


| 
= ] уф”? (т) + 4”? (т)ат [у а? с03? т + 6? зш? тат = 
0 


0 


р 
= ‘| М1 -— е? зш? тат =аЕ(е,®. 
0 


Число е = -—^—_— называется эксцентриситетом эллипса. 


Неопределенный интеграл | М1 -е? 317 # 4+, обращающийся в 
нуль при $ = 0, называется эллиптическим интегралом 2-го ро- 
да и обозначается Е (е,ф) (см. 8 11 гл. 7). 


$2. Площадь плоской фигуры ') 


1. Понятие квадрируемости плоской фигуры. Пло- 
щадь квадрируемой плоской фигуры. Понятие плошади 


плоской фигуры, являющейся многоугольником °), известно из 
курса элементарной математики. В этом пункте мы введем поня- 
тие площади плоской фигуры @ — части плоскости, ограничен- 
ной простой замкнутой кривой Г 3). При этом кривую Г будем 
называть границей фигуры (). 

Мы будем говорить, что многоугольник вписан в фигуру С), 
если каждая точка этого многоугольника принадлежит фигуре 
() или ее границе. Если все точки плоской фигуры и ее границы 
принадлежат некоторому многоугольнику, то будем говорить, 
что указанный многоугольник описан вокруг фигуры (). 

Ясно, что плошадь любого вписанного в фигуру О много- 
угольника не больше площади любого описанного вокруг фигу- 
ры С многоугольника. 

Пусть 15;} — числовое множество площадей вписанных в 
плоскую фигуру О многоугольников, а {54} — числовое множе- 


1) Во второй части настоящего курса читатель найлет широкое примене- 
ние понятий площади плоской фигуры и произвольного множества точек 
плоскости. 

?) Многоугольником мы будем называть часть плоскости, ограниченную 
простой замкнутой ломаной линией. 

3) Отметим, что простая замкнутая плоская кривая Г, разделяет плос- 
кость на две части — внутреннюю и внешнюю. Это утверждение было до- 
казано французским математиком Жорданом (1838-1922). 
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ство площадей описанных вокруг фигуры © многоугольников. 
Очевидно, множество {5;} ограничено сверху (плошадью любо- 
го описанного вокруг фигуры @ многоугольника), а множество 
{5а! ограничено снизу (например, числом нуль). Обозначим че- 
рез Р точную верхнюю грань множества {5,\, а через Р — точ- 
ную нижнюю грань множества {54}. Числа Р и Р назывеиотся 
соответственно нижней площадью и вертней плошадью фигу- 

ры ©. Отметим, что нижняя площадь Р фигуры () не больше 


верхней плошади Р этой фигуры, т. е. Р < РВ. В самом деле, 
предположим, что верно противоположное неравенство Р > Р. 


Р-Р 
Тогда, полагая 5-е > Ои учитывая определение точных 


граней, мы найдем такой вписанный в фигуру © многоуголь- 


Р-Р 

ник, площадь ©; которого будет больше числа Р — Е = —_ 
Р-Р . . 

те = < ю;, и такой описанный вокруг фигуры О много- 

> Р+Р 

угольник, площадь а которого меньше числа Р + Е = 5 

т.е. 4 < =. Сопоставляя полученные два неравенства, най- 


дем, что ©а < ©;. чего не может быть, так как плошаль ба лю- 
бого описанного многоугольника не меньше плошади 5; любого 
вписанного многоугольника. 

Введем понятие квадрируемости плоской фигуры. 

Определение. Плоская фигура О называется квадриру- 
емой, если верхняя площадь Р этой фигуры совпадает с ее 
нижней площадью Р. При этом число Р = Р =Р называется 
площадью фигуры ©. 

Замечание. В дополнении к этой главе будет приведен 
пример неквадрируемой фигуры. 

Справедлива следующая теорема. 

Теорема 11.2. Для того чтобы плоская фигура @ была ква- 
дрируемой, необтодимо и достаточно, чтобы для любого поло- 
эжеительного числа Е можно было указать такой описанный 
вокруг фигуры @ многоугольник и такой вписанный в фигуру 

многоугольник, разность 94а — 9; площадей которых была бы 
меньше Е, За- 5; < Е. 

Доказательство. 1) Необходимость. Пусть 
фигура О квадрируема, т. е. Р = Р = Р. Так кк РиР— 
точные верхняя и нижняя грани множеств {5;} и {5}, то для 
любого числа = > 0 можно указать такой вписанный в фигуру 
() многоугольник, площадь 5; которого отличается от Р = Р 
меньше чем на =/2, т.е. Р- 5; < =/2. Для этого же = > 0 можно 
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указать такой описанный многоугольник, площаль ода которого 


отличается от Р = Р меньше чем на 5/2, т. е. 54 -Р < Е/?2. 
Складывая полученные неравенства, найдем, что 5а-— 5; < Е. 
2) Достаточность. Пусть 5ци 9; — площади много- 


угольников, для которых 24-2; < Е. Так как 5; <Р<Р<ъ, 
то Р-Р < Е. В силу произвольности = отсюда вытекает, что Р = 


= Р. Таким образом, фигура квадрируема. Теорема доказана. 

Мы будем говорить, что гранииа плоской фигуры @ име- 
ет площадь, равную нулло, если для любого положительного 
числа = > 0 можно указать такой описанный вокруг фигу- 
ры © многоугольник и такой вписанный в фигуру (С) много- 
угольник, разность 54 — ©; площадей которых меньше =. Оче- 
видно, теорему 11.2 можно также сформулировать следующим 
образом. 

Для того чтобы плоская фигура @ была квадрируемой, необ- 
тодимо и достаточно, чтобы ее граница имела площадь, равную 
нулю. 

Замечание. Во всех приведенных нами рассуждени- 
ях вместо плоской фигуры можно рассматривать произвольное 
множество точек плоскости. 


Установим достаточный признак квадрируемости плоской фигуры. 

Теорема 11.3. Если граница Ь плоской фигуры О представляет собой 
спрямляемую кривую, то фигура ©) квадрируема. 

Доказательство. Пусть Г’ — длина кривой Г. Будем счи- 
тать, что кривая Г, параметризована с помощью натурального параметра [, 
0<1< Г, причем, поскольку кривая Г, замкнута, ее граничные точки, отве- 
чающие значениям 0 и [^ параметра [, совпадают. Пусть = — произвольное 
положительное число. Разобъем сегмент [0,Г] 
точками 0 = < Ц <... < Ш =!Ё вап 
равных частей длины меньше =/91 *. Рассмотрим 
ломаную МоМь... М» (Мо = М»), вписанную 
в кривую Г и отвечающую указанному разбие- 
нию сегмента [0,1]. Точки Мо, Мь,... , М» раз- 
бивают кривую Г, на части Гл, Г2,... Гл, дДЛИ- 
ны которых равны (Г/п) < (=/9[). Очевидно, 
длины звеньев Л; указанной выше лома- 
ной Мо М1... М» не больше [* /п. Поместим каж- 
дое звено М;_! М; внутрь квадрата со стороной 
3’ /п так, как это указано на рис. 11.4. Лег- 
ко убедиться, что дуга [., стягиваемая звеном Рис. 11.4 
М;—.М;, располагается внутри этого квадрата, 
ибо расстояние от любой точки, расположенной вне или на гранипе это- 
го квадрата, до каждой из точек М; 1 и М, не меньше Г/п, и поэтому, 
если бы какая-либо точка М дуги Г; была вне или на границе указанно- 
го квадрата, то вписанная в эту дугу ломаная М, ММ, имела бы длину, 
не меньшую 21° / п, т.е. большую, чем длина [“/ п луги ЁГ,, чего не может 
быть. Объединение всех таких квадратов, построенных на всех звеньях ло- 
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маной Л М,... М», представляет собой многоугольную фигуру, содержа- 
щую кривую РЁ, причем очевидно, что граница этой фигуры представляет 
собой объединение границ вписанного в фигуру © многоугольника и опи- 
санного вокруг (С) многоугольника. Очевидно также, что разность ба — 5; 
площадей этих многоугольников равна площади указанной фигуры, а пло- 
щаль этой фигуры не превосходит суммы 5 плошадей описанных выше 


Ж2 * 
91 ж[ 
= 91` — <= | последнее неравенство следует 
п 


квадратов. Так как © = п 
* 


из того, что — < ое 
п 
фигура С) квалрируема. Теорема доказана. 


2 
ыы 


). ТО 54 — 2, < =. Поэтому, согласно теореме 11.2, 


2. Площадь криволинейной трапеции. Криволинейной 
трапецией называется фигура, ограниченная графиком задан- 
ной на сегменте [а,6] непрерывной и неотрицательной функ- 
ции | (т), ординатами, проведенными в точках а и в, и отрезком 
оси От между точками а и В (рис. 11.5). Докажем следующее 
утверждение. 

Криволинейная трапеция представляет собой квадрируе- 
мую фигуру, площадь Р которой может быть вычислена по 


формуле 
Ь 
Р- |[ 1) 4 (11.28) 


Доказательство. Так как непрерывная на, сег- 
менте |а,6 | функция интегрируема, то для любого положитель- 
ного числа = можно указать такое разбиение Т’ сегмента, |а,6], 
что разность © — 8 < Е, где 
ю и $ — соответственно верх- 
няя и нижняя суммы раз- 
биения Т. Но © и 3 равны 
соответственно Эа и ©; где 
54 и ©; — плошади стунен- 
чатых фигур (многоугольни- 
ков), первая из которых со- 
держит криволинейную тра- 
пецию, а вторая содержится 
в криволинейной трапеции (на 
рис. 11.5 изображены также и 

Рис. 11.5 указанные ступенчатые фигу- 
ры). Так как 54 — 9; < &, то, в силу теоремы 11.2, криво- 
линейная трапеция квадрируема. Поскольку предел при А - 

Ь 


—› 0 верхних и нижних сумм равен |}(2)4хиз < Р < 5, 
Я 
то плошадь Р криволинейной трапеции может быть найдена по 


формуле (11.28). 
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Замечание. Если функция /(%) непрерывна, и непо- 
6 ; 
ложительна на сегменте [а,6], то значение интеграла | {(5) 4х 


[а 
равно взятой с отрицательным знаком площади криволинейной 


трапеции, ограниченной графиком функции } (1), ординатами в 
точках аифи отрезком оси Ох между точками а и Ь. Поэтому, 
Ь 


если (1) меняет знак, то | /(12) 45 равен сумме взятых с опре- 
С 
деленным знаком площадей криволинейных трапеций, располо- 


женных выше и ниже оси Ох, причем плошади первых берутся 
со знаком -+, а вторых — со знаком —. 

3. Площадь криволинейного сектора. Пусть кривая Г, 
задана в полярной системе координат уравнением г = 7(9), 
сх < 0 < ВБ (рис. 11.6), причем функция 7(9)} непрерывна и 
неотрицательна на, сегменте |<, В]. Плоскую фигуру, ограничен- 
ную кривой Г, и двумя лучами, составляющими с полярной осью 
углы аи 20, мы будем называть криволинейным сектором. 

Докажем следующее утвер- 
ждение. Криволинейный сек- 
тор представляет собой ква- 
дрируемую фигуру, площадь Р 
которой может быть вычис- 
лена по формуле 


В 
Р= $ [726 40. — (11.29) 
ь Рис. 11.6 
Доказательство. Рассмотрим разбиение Т сег- 
мента, |, В] точками а = 4 < 0; <... < 09, = Ви для каж- 


дого частичного сегмента [9;_1,0;| построим круговые секторы, 
радиусы которых равны минимальному т; и максимальному ДА; 
значениям 7(9) на сегменте |0;_1,0,|. В результате получим две 
веерообразные фигуры, первая из которых содержится в кри- 
волинейном секторе, а вторая содержит криволинейный сектор 
(эти веерообразные фигуры изображены на рис. 11.6). Плошади 
юг и © указанных веерообразных фигур равны соответствен- 
т 2 т 2 
НО 5 >. т; Дб; и 5 >, В; Д6;. Отметим, что первая из этих сумм 
1=1 1=1 12 
является нижней суммой з для функции 5т (9) для указанно- 
го разбиения Т’ сегмента |<, В|, а вторая сумма является верх- 
ней суммой 5 для этой же функции и этого же разбиения. Так 


как функция 5” (0) интегрируема, на, сегменте [с 6], то разность 


13* 
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5-8 =6- ©; может быть как угодно малой. Например, для 
любого фиксированного = >> 0 эта разность может быть сделана, 
меньше =/2. Впишем теперь во внутреннюю веерообразную фи- 


гуру многоугольник (); с площадью 5;, для которого 5; — 5; <1 - 


и опишем вокруг внешней веерообразной фигуры многоуголь- 
ник Оз плошалью 64, для которого 54 — 5а < = =). Очевидно, 


первый из этих многоугольников вписан в  кКриволинейный сек- 
тор, а второй описан вокруг него. Так как справедливы нера- 


венства 
В 


< 5; < [726 40 < 5 < 5. (11.30) 


то, очевидно, 54 — ©; < Е. В силу произвольности =, отсюда вы- 
текает квадрируемость криволинейного сектора. Из неравенств 
(11.30) вытекает справедливость формулы (11.29). 

4. Примеры вычисления площадей. 1°. Найти пло- 
шадь Р фигуры РЁ, ограниченной графиками функций у = 1“ 
их =, а >21 (рис. 11.7). Поскольку фигура Ё симметрич- 
на относительно биссектрисы первого координатного угла, то 
ее площадь может быть получена посредством вычитания из 1 
(площадь квадрата) удвоенной площади криволинейной трапе- 
ции, определяемой графиком функции у = 2“ на сегменте |0, 1]. 
Таким образом, по формуле (11.28) 


1 


&--1 1 — 
рт? [зы =1-2[1 || =1- 2 да-т 
&-1110 а&-1 а&-1 


0 
2°. Через три точки с координатами (—й№, 0), (0,91), (№, 2) 
проходит только одна парабола у = Аз? + Вх + РО (или прямая, 
если эти точки лежат на одной прямой). Действительно, система 
уравнений относительно А, В, О?) 


АЙ? — ВО =, 
В — 91, 
АЙ? + ВО = у2 


1) Рассматриваемые веерообразные фигуры состоят из круговых секто- 
ров. Каждый сектор квадрируем, и поэтому квадрируемы и веерообразные 
фигуры. Поэтому для этих фигур можно найти многоугольники, площади 
5, и 5а которых удовлетворяют указанным неравенствам. 


?) Эти уравнения представляют собой ‚условия расположения точек 
(-№, у0), (0, ул) и (№, 92) на параболе у = Ах” + Ва +В. 
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Рис. 11.7 Рис. 11.8 


имеет единственное решение. Именно: 


—_ 0-2 +12 —__ 12—10 — 
А Ва. Ви. 


Выразим площадь Р криволинейной трапеции, определяемой 
указанной параболой, ординатами в точках (—й№,0) и (1,0) и от- 
резком оси Ох между этими точками (рис. 11.8), через ординаты 
40, Ут и 12. Так как по формуле (11.28) 


й 
Р- | (м? + вз+ р)» = = +; Ва ++ ‚= 
Св 


3 2 


то, учитывая выражения для Аи О, найдем 
р , 
Р= 5 (и +4 +12). 


3°. Найти плошаль Р трилистника 
" = ас0$ 39 (рис. 11.9). Из чертежа яс- 
но, что вся плошадь трилистника рав- 
на увеличенной в шесть раз плошади 
заштрихованной части трилистника, 
которая отвечает изменению д от 0 ло 
п/6. Поэтому по формуле (11.29) 


п/б 
2 2 
_ ва 2 д па 
Р-6Х [сз 30 40 = ——. 
0 


Рис. 11.9 
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$ 3. Объемы тел и плошади поверхностей 


1. Понятие кубируемости и объема. Пусть Ё — некото- 


рое конечное тело 1). Рассмотрим всевозможные многогранники, 
вписанные в тело Ё, и всевозможные многогранники, описан- 
ные вокруг тела Е. Вычисление объема многогранника сводит- 
ся к вычислению объемов тетраэдров (треугольных пирамид). 
Поэтому мы будем считать известным понятие объема, много- 
гранника. 

Пусть {У;} — числовое множество объемов вписанных в те- 
ло Е многогранников, а {Уз} — числовое множество объемов 
описанных вокруг Ё многогранников. Множество {\,;} ограниче- 
но сверху (объемом любого описанного многогранника), а мно- 
жество {Ул} ограничено снизу (например, числом нуль). Обо- 


значим У точную верхнюю грань множества, {\;}, а У точную 


нижнюю грань множества {Ул}. Числа У и У называются соот- 
ветственно нижним объемом и верхним объемом тела №. 
Отметим, что нижний объем У тела В не больше верхне- 


го объема у этого тела, т.е. У<У. Чтобы убедиться в спра- 
ведливости этого, достаточно провести рассуждения, аналогич- 
ные тем, которые были сделаны для доказательства, неравенства, 
РЗР (см. н.1$2). 

Введем теперь понятие кубируемости тела. 

Определение. Тело Е называется кубируемым, если 


верхний объем У этого тела совпадает с нижним оббемом У. 


При этом число У =У =У\ называется оббемом тела Е. 

Справедлива следующая теорема. 

Теорема 11.4. Для того чтобы тело Ё было кубируемым, 
необходимо и достаточно, чтобы для ллюбого положительно- 
го числа Е можно было указать такой описанный вокруг тела 
Е многогранник и такой вписанный в тело Ё многогранник, 
разность Ут -— У; оббемов которых была бы меньше =. Локаза- 
тельство этой теоремы вполне аналогично доказательству тео- 
ремы 11.2 (см. п. 182). 

2. Кубируемость некоторых классов тел. Будем назы- 
вать цилиндром тело, ограниченное цилиндрической поверхно- 
стью с образующими, параллельными некоторой оси, и двумя 
плоскостями, пернендикулярными этой оси. Эти плоскости в пе- 
ресечении с цилиндрической поверхностью образуют плоские 
фигуры, называемые основаниями цилиндра, а расстояние В 
между основаниями цилиндра называется высотой цилиндра 


(рис. 11.10). 


1) Телом мы будем называть часть пространства, ограниченную замкну- 
той непересекающейся поверхностью. 
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Докажем следующее утверждение. Ёсли основанием цилин- 
дра № является квадрируемая фигура ФФ, то цилиндр представ- 
ляет собой кубируемое тело, причем объем У цилиндра Е равен 
РА, где Р — площадь основания {, а В — высота цилиндра. 

Так как фигура (С) квадрируема, то 
для любого положительного числа Е мож- 
но указать такие описанный и вписан- р 
ный в эту фигуру многоугольники, раз- 
ность ©д — ©; плошадей которых будет 
меньше =/й. Объемы Уу и У; призм с 
высотой ВА, основаниями которых служат 
указанные выше многоугольники, равны 
соответственно 5аВ и ©.:й. Поэтому Ул -— 

— И; = (54-51 < ЕР —= =. Так как Рис. 11.10 

эти призмы являются соответственно описанным и вписанным 
в рассматриваемое тело Ё многогранниками, то в силу теоре- 
мы 11.4 тело Ё кубируемо. Поскольку И; < РА < И,, то объем 
цилиндра равен РА. 

Из доказанного утверждения вытекает кубируемость стиу- 
пенчатиых тел (ступенчатым телом называется объединение ко- 
нечного числа цилиндров, расположенных так, что верхнее осно- 
вание каждого предыдущего из этих цилиндров находится в од- 
ной плоскости с нижним основанием последующего цилиндра, 
см. рис. 11.11). 


Рис. 11.11 Рис. 11.12 


Замечание. Справедливо следующее очевидное утверж- 
дение. Всли для любого положительного числа Е можно ука- 
зать такое описанное вокруг тела Е ступенчетюое тело и та- 
кое вписанное в Ё сптитенчатое тело, разность Уд-— И; оббемов 
которых меньше в, то тело Е кубируемо. 
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Используем это замечание для доказательства кубируемости 
тела вращения (рис. 11.12). Именно, докажем следующее ут- 
верждение. 

Пусть функция у = (т) непрерывна на сегменте |а,0]. Тог- 
да тело Е, образованное вращением вокруг оси Ох криволиней- 
ной трапеции, ограниченной графиком функции (1), ордина- 
тами в точках а цб и отрезком оси Ох от а до 6, кубируемо 
и его оббем У может быть найден по формуле 


Ь 
У = г [Ге Чт. (11.31) 


Доказательство. Пусть ТГ — разбиение сегмента, [а, 6 | 
точками а = 10 <11<... < 2 =6, т; и М; — точные грани 
7(1%) на сегменте |[5;_1,х;. На каждом таком сегменте построим 
два прямоугольника с высотами ти и М; (на рис. 11.12 изобра- 
жены эти прямоугольники только на одном сегменте |[2;—1,24)). 
Мы получим две ступенчатые фигуры, одна из которых содер- 
жится в криволинейной трапеции, а другая содержит ее. При 
вращении криволинейной трапеции и этих ступенчатых фигур 
мы получим тело Ё и два ступенчатых тела, одно из которых 
содержится в Ё, а другое содержит Ё. Объемы \; и У1 этих 
ступенчатых тел равны соответственно 


п п 
п > т?Аж и тп > М? Ах. 
1=1 1=1 


Очевидно, эти выражения представляют собой верхнюю и 
нижнюю суммы для функции л}?(5). Так как эта функция 

интегрируема, то разность указан- 
2/3. 2/3_2/з Ных сумм для некоторого разбие- 
о ния Т сегмента |а,6|] будет мень- 
ше данного положительного числа Е. 
Следовательно, тело Е кубируемо. 
Поскольку предел указанных сумм 


Ь 
т равен л | {?(5) 4х, то объем У тела 
Я 


Е может быть найден по формуле 


(11.31). 
3. Примеры вычисления объ- 
емов. 
Рис. 11.13 1°. Объем тела, полученного вра- 


шением вокруг оси От астроиды 
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22/3 + 97/3 = а?! (рис. 11.13). Так как у = (а?/3 — 12/3)3/? то 
С 


У = г [© — 12/3) Зах = тотал. 


—а 


2°. Объем тела, полученного вращением вокруг оси Ох сину- 
соиды на сегменте |0, я]. Имеем 


И И 


. 1 — с0з2х 2 
Ут [ 2 гг =х | СТ и = По. 


2 2 
0 0 

4. Площадь поверхности вращения. Рассмотрим поверх- 
ность П, образованную вращением вокруг оси Ох графика функ- 
ции у = } (1), заданной на сегменте а, 6] (рис. 11.14). Определим 
понятие квадрируемости поверхности вращения ЦП. Пусть Т — 
разбиение сегмента [а,6 | точками а = 10 <11<... <ж=бЬи 
пусть Ао, А1...., А» — соответствующие точки графика функ- 
ции }(%). Построим ломаную Аз А1... А». При вращении этой 
ломаной вокруг оси мы получим поверхность Ц(А;), составлен- 
ную из боковых поверхностей усеченных конусов. Обозначим че- 
рез Р(т;} плошадь поверхности П(А;). Если д — ординаты }(5т) 
в точках т;, а [ — длина звена А;_1.А; ломаной Ао Ау... Ап, то 


п, п, 
Р(т,) — ту. -——- [. — пу (и - у). (11.32) 
1=1 1=1 


Сформулируем следующие определения. 

1’. Число Р называется пре- 
делом площадей Р(т;), если для 
ллобого данного положительно- 
го числа & можно указать та- 
кое положительное число 9, что 
для ллобого разбиения Т сегмен- 
та |а,0], максимальная длина А 
частичных сегментов которого 
меньше 9, выполняется неравен- 
ство |Р(х;) —- Р|] < Е. 

2°. Поверхность вращения П 
называется квадрируемой, если 2 
существует предел Р площадей 
Р(1;). При этом число Р называ- 
ется площадью поверхности П. 

Докажем следующее утверж- Рис. 11.14 
дение. 
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Если на сегменте |а,6] функция }(х) имеет непрерывную 
производную }'(х), то поверхность П, образованная вращением 
графика этой функиии вокруг оси Ох, квадрируема и ее площадь 
Р может быть вычислена по формуле 


Р= 2 | «У + }? (1) ах. (11.33) 


Доказательство. Длина [; звена А; 1А; лома- 
ной Ао Ат... Аи равна \/(х; — х; 1)? + (у; — и_1)2. По формуле 
Лагранжа имеем и — ил = /(2) — Кар) = Ре ( = жел). 
Полагая 2;—2;_1 = Аху, получим [ = \/1 + {2 (&;) Ах;. Поэтому, 


согласно (11.32), 


Р(аё) = т У ` К УТ+ (6), + 
1=1 


+73 У (и - Л) + (и = ДЕ)ЛМУТ- РА, р. (11.34) 


1=1 


Первая сумма в правой части соотношения (11.34) представляет 


собой интегральную сумму функции 2^{(5)\/1 - {"?(х), кото- 
рая, в силу условий утверждения, интегрируема и имеет предел 


= 2” | 7(«)\/1-+ 7? (т) ах. Докажем, что выражение в фигур- 


ных скобках в правой части соотношения (11.34) имеет предел, 
равный нулю. В самом деле, пусть Е — любое положительное 
число. Так как функция { (т) равномерно непрерывна на, сегмен- 
те |а,6 |, то по данному = > 0 можно указатъ такое д > 0, что при 


А <д Е шах А выполняются неравенства 1—1 (&:)| <= 
и и — ыы < =. Если М — максимальное значение функции 
\/1 + }2(5) на сегменте [а,6], то для выражения в фигурных 


скобках в р части соотношения (11.34) получаем оценку 
и 
У (1 (4) + (и — (УТ Л? (аи р | < 
1 
| и 
<2М=» Да: =2М(Ь-— а). 
1=1 


В силу произвольности & > 0 предел указанного выражения ра- 
вен нулю. Итак, мы доказали существование предела Р площа- 
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дей Р(х;} и установили, что этот предел может быть вычислен 
по формуле (11.33). Утверждение доказано. 


Замечание 1. Квадрируемость поверхности вращения мож- 
но доказать при более слабых условиях. Достаточно потребовать, чтобы 
функция }’(т) была определена и интегрируема на сегменте [а,6]. Из это- 


го предположения вытекает интегрируемость функции {(2)\/Т + {? (2) (см. 
дополнение 1 к гл. 10). Дальнейшие рассуждения ничем не отличаются от 
рассуждений, проведенных при доказательстве утверждения этого пункта. 

Замечание 2. Если поверхность П получается посредством 
вращения вокруг оси Ох кривой Г, определяемой параметрическими урав- 
нениями х = Ф(®, у=(Ь, а < З© Б, то осуществляя замену переменных 
под знаком определенного интеграла в формуле (11.33), получим следую- 
щее выражение для площади Р этой поверхности 


В 
РЕЗ ] ИР? а (11.35) 


Рассмотрим примеры вычисления площадей поверхностей вращения. 


1°. Найдем площадь Р поверхности эллипсоида вращения. Пусть эллипс 
2 9? р 
— + 12 = 1 вращается вокруг оси Ох. Рассмотрим сначала случай а > Ь 
а 


(вращение вокруг большой оси эллипса). Так как в этом случае {(х) = 


2 2 
| 2 2 | — | « 
= —\ а? — 12, то, полагая е = \/ ———, найдем 
а“ 


а 


Р = эт [ду + 1? (2) ах = т. | Ма — е? 1? ах = 216 (2+ — агсят с) 
а е 


6? —а* 
Если а < 6, то, полагая е = р и проводя соответствующие вычисле- 
ния, получим 
2 
а 1, 1-е 
Р = 2165 [6+ —- Ш 
26е 1-е 


2°. Найдем плошадь Р поверхности, образованной вращением вокруг 
оси От циклоиды, определяемой параметрическими уравнениями х = а(#— 
— эш®), у=а(1 — с03%), 0 << 2м. По формуле (11.35) имеем 


В 2п 
‚ у , (2 /э 4 
Р = эт [| $0 У +! (В аё= 22а” [а — с0з#)/? аё = “а то?. 
[6% 0 


$ 4. Некоторые физические приложения 
определенного интеграла 


1. Масса и центр тяжести неоднородного стержня. 
Рассмотрим неоднородный стержень, расположенный на сегмен- 
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те [а, 6] оси Ох. Пусть р(5) — линейная плотность стержня '). 
Обозначим через Т’ разбиение сегмента [а,6| точками а = 50 < 
< 11 <... < 1» = Ь. Выберем на каждом частичном сегменте 


[—1, 1 точку &; и составим сумму у р(<;)Ал;. Так как каждое 
1=1 
слагаемое этой суммы представляет собой приближенное значе- 
ние массы части стержня на сегменте |х;_1,12%|, то указанную 
сумму естественно принять за приближенное значение массы 
всего стержня. Согласуясь с этими предварительными рассуж- 
дениями, мы определим массу М всего стержня как предел 
и 


сумм У` р(&)Ату при стремлении к нулю А = шах Ат, т. е. 
1=1 Ь 
как интеграл | р(х) ах. Таким образом, 
а, 


Ь 
м- |2) Ах. (11.36) 


Для определения центра тяжести неоднородного стержня вос- 
пользуемся формулой для координаты центра тяжести системы 
{т (х;) материальных точек, имеющих массы пи; и располо- 
женных в точках 1; оси Ох. Именно, координата т. центра тя- 
жести системы {п} может быть найдена по формуле 


п п 
тах + ть +... тьх рии 
сре = Е ия = ии / \опи. (1.37) 


пи + т2+... + То 


Рассмотрим разбиение Т’ сегмента, |а,6| точками а=10 <<... 
.‚ <т,=ь и вычислим массу ты части стержня, расположен- 
ной на сегменте |х;_1,5;. Имеем по формуле (11.36) пк = 
11 
= | р(2)ах. Применяя формулу (10.13) среднего значения, 
1—1 
получим также, что 7; = р(&;)Азт;. Считая, что масса ти сосре- 
доточена в точке &; сегмента |[1;_1,2;|, мы можем рассматривать 
неоднородный стержень как систему материальных точек с мас- 
сами ти, расположенных в точках &; сегмента |[а,6 |. Поскольку 


т т ый б 
У т =». ] реш = | реа = М, 
1=1 Та | и 


т 
) Если Ат — масса части стержня на сегменте [т,х + Ат], то отноше- 
ние Ат/Ахт называется средней линейной плотностью стержня на этом 


сегменте. Линейной плотностью р(х) называется предел р(х) = Ши ——. 
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то по формуле (11.37) найдем приближенное выражение для ко- 
ординаты т. центра, тяжести неоднородного стержня 


> бреда, 
М 


Же > (11.38) 
Выражение, стоящее в числителе правой части соотношения 
(11.38), представляет собой интегральную сумму для функции 
тр(т) на сегменте |[а,6]. В соответствии с проведенными рас- 
суждениями мы определим координату т. центра, тяжести неод- 
нородного стержня по формуле 


Ь 
де = =. (11.39) 


2. Работа переменной силы. Пусть материальная точка 
перемешается из точки а оси Ох в точку 6 этой оси под действи- 
ем силы Е, параллельной оси Ох. Будем считать, что эта сила 
является функцией от х, определенной на сегменте [а,6]. Пусть 
Т — разбиение сегмента |[а,6] точками а = 20 <<... < ти = 
= 6. Выберем на каждом частичном сегменте |[12;_1, 24| точку & и 
будем считать приближенным значением работы А переменной 


силы Ё(х) на сегменте |а,6 | выражение > Е(&)Ате. Согласу- 


ясь с этими предварительными рассуждениями, мы определим 
работу А переменной силы Ё(1) на сегменте [а,6] как интеграл 


| Е(т) ат. Таким образом, 
А = Е Ал. (11.40) 


ДОПОЛНЕНИЕ 
ПРИМЕР НЕКВАДРИРУЕМОЙ ФИГУРЫ 


1. Будем называть полуоткроитым треугольником множество точек 


треугольника, из гранипы ') которого удалены точки двух его сторон и двух 
веритин, прилегающих к этим сторонам. Рассмотрим построение кривой Г, 
которая будет частью гранипы неквадрируемой фигуры О. Это построение 
производится путем последовательных удалений определенных полуоткры- 
тых треугольников из некоторого данного равнобедренного прямоугольного 


1) Граница треугольника — множество точек его сторон и вершин. 
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треугольника Т, который для удобства дальнейнгих рассуждений мы 060- 
значим Т|0, 1]. Координаты вершин этого треугольника равны (0,0), (1,1), 
(2,0) (рис. 11.15). Опишем теперь процесс последовательных удалений из 
треугольника, Т|[0, 1] определенных полуоткрытых треугольников: 


(0,0) (2,0) х (0,0) 


Рис. 11.15 Рис. 11.16 


1. Удаляется полуоткрытый треугольник, одна вершина которого имеет 
координаты (1,1), а две другие расположены на оси Ох. Площадь 51 уда- 
ляемого треугольника равна 1/4. Полученная в результате фигура изобра- 
жена, на рис. 11.16. Она состоит из двух треугольников Т |0, 1/2] и Т1/2,1], 
площади которых равны друг другу. 

2. Из треугольников Т|0, 1/2] и Т|1/2, 1] удаляется по одному треуголь- 
нику, сумма 52 площадей которых равна 1/8. Полученная в результате фи- 
гура изображена на рис. 11.17. Она состоит из четырех треугольников: 
ТО, 1/4], ТП/4, 1/2], ТП/2, 3/4], ТЗ/4, |, площади которых равны друг 
другу. 


ы 


(0,0) 7Т[0,1/4] (2,0) Х ПОл/8] Тр/81/4] ПЕЛИ 8]Т[7/8] < 


Рис. 11.17 Рис. 11.18 


3. Из каждого указанного треугольника удаляется по одному треуголь- 
нику, сумма 53 площадей которых равна 1/16. Полученная в результате 
фигура изображена на рис. 11.18. Она состоит из восьми треугольников: 


Т[0, 1/8], Т[/8, 1/4, Т[/4,3/8], Т[В/8,1/2], Т[/2, 5/8], 
Т5/8, 3/4], Т|З/4, 7/8], ТИ 18, 1], 
площади которых равны друг другу. 


4. Из каждого указанного треугольника удаляется по одному треуголь- 
нику, сумма 54 площадей которых равна 1/32. Полученная в результате фи- 
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гура изображена на рис. 11.19. Она состоит из шестнадцати треугольников 
равной площади. Каждый из этих треугольников мы обозначим символом 


1 
т], р=0.1....,15. 


Дальнейший процесс удаления треугольников очевиден. Перейдем теперь 


к определению кривой Г, Треугольники Т 7, Р 


рт 


5я (рип — любые 
неотрицательные целые числа, удовлет- 
воряющие условию р < 2"), полученные в 
описанном выше процессе, обладают сле- 
р р! 
Отт’ Эт 


— два треугольника та- 


дующим свойством: пусть Г 
и м 1 
и Т г рт 


2т2 2 рт 
. 1 р2 р2 +1 р +1 
ких, что т < ть < ть < вт 


Тогда второй из этих треугольников со- 
держится в первом. Отметим также сле- 
дующее очевидное свойство треугольни- Рис. 11.19 
р РЕ! 

ков ТГ [= от 
т ре РЕ +1 

тк’ Эпь 
(это означает, что треугольник, отвечающий индексу К, содержит треуголь- 
ник, отвечающий индексу К + 1, и при А — со диаметры треугольников 
стремятся к нулю). Каждая такая стягивающаяся система треугольников 


|: при п -» с их диаметры") стремятся к нулю. Пусть 


} К =1,2,..., — стягивающаяся система треугольников 


имеет ровно одну общую точку”). Рассмотрим всевозможные стягиваю- 
шиеся системы указанных выше треугольников. Кривую Г мы определим 
как множество {М} всевозможных точек, каждая из которых предста- 
вляет собой общую точку некоторой стягивающейся системы указанных 
выше треугольников Т|5.. " =]. 

Отметим, что множеству {М} (кривой Ё) принадлежат веритины всех 
р Р-! 
2%’ дп 
шина каждого такого треугольника принадлежит стягивающейся системе 

К К К К 

треугольников [т 8. т | и системе [т РЕ, а } Чтобы 
убедиться, что построенное нами множество {М} является простой кривой 
в смысле определения, данного в п. 1 8 1 этой главы, мы должны доказать, 


треугольников Г | ]. Чтобы убедиться в этом, заметим, что вер- 


') Диаметром треугольника называется длина его максимальной 
стороны. 


") В гл. 3 (см. п. 2 $3) мы доказали, что стягивающаяся система, сег- 
ментов имеет ровно одну общую точку. Проепируя стягивающуюся систему 
треугольников на оси Ох и Оу, мы получим стягивающиеся системы сег- 
ментов на координатных осях. Пусть ф и у — соответственно общие точки 
указанных стягивающихся систем сегментов на осях Ох и Оу. Читатель 
легко убедится, что точка М с координатами х и у является единственной 
общей точкой рассматриваемой стягивающейся системы треугольников. 
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что все точки множества М определяются параметрическими уравнениями 
х=Ф(В, у=(, а ЗЕ З Ь, где ф({) и ф(Р) — непрерывные функции 1). 
я ‚гдери 


п — любые неотрицательные целые числа, р < 2", поставим в соответствие 


17. 
треугольник Г Е. "— 2). На рис. 11.20 изображены сегменты, которым 


рт 
р РЕ! 
отвечают треугольники Т|—, 
23 23 -- 1 
р К К 
лежит всем сегментам некоторой стягивающейся системы | 5 Р от | 
р р 


сегментов °). Поставим в соответствие этой точке # общую точку М стяги- 
Рк РЕ 1 
дому значению # из сегмента, |0, 1] ставится в соответствие два числа х иу — 
координаты точки М. Сле- 
О 1/8 1/4 3/8 1/2 5/8 3/4 7/8 1 *  довательно, х и у являют- 
———_ > са функциями параметра &. 
Убедимся, что эти функции 
Рис. 11.20 х = ф(Р иу = ФФ непре- 
рывны на сегменте [0,1]. В 
самом деле, пусть = — любое данное положительное число, # — данная точ- 
ка сегмента, [0,1] и М — точка кривой Г, определяемая этим значением 
Ре РЕ-1 
ть’ Опь 
определяющих точку М, выберем треугольник, диаметр которого меньпге &, 
Ре Рь +1 
ть’ Опь 
шую М (а следовательно, 1 и у). Все точки кривой Ё, определяемые значе- 
ниями ф из этого сегмента, расположены в указанном выше треугольнике, и 
поэтому их координаты отличаются от координат точки М не более чем на &. 
Но это означает, что функции (т) и ф(Р) непрерывны в указанной точке. 
2. Перейдем к построению неквадрируемой фигуры О. Рассмотрим ква- 
драт ©, сторона которого равна 2. На каждой стороне этого квадрата по- 
строим равнобедренные прямоугольные треугольники ТГ, Т5, Тз, Га, в ре- 
зультате мы получим квадрат (С) со стороной 24/2 (рис. 11.21). Затем из каж- 
дого такого треугольника произведем удаление полуоткрытых треугольни- 
ков так, как это описано выпте, в п. 1. В результате мы получим фигуру ©, 
ограниченную замкнутой кривой, состоящей из четырех кривых, конгру- 


энтных “) кривой Г (см. п. 1). Докажем, что полученная фигура О неква- 


Рассмотрим сегмент [0,1] оси #. Каждому сегменту от 


.‚ Любая точка # сегмента [0, 1| принад- 


вающейся системы треугольников {т | ]} Таким образом, каж- 


параметра $. Из стягивающейся системы [т] | треугольников, 


и рассмотрим сегмент ‚ который содержит точку $, определяю- 


1) То, что различным # отвечают различные точки множества М, очевид- 
но из построения кривой Г. 


5 
2) Отметим, что каждому такому треугольнику отвечает только один сег- 


р р! 
мент | — . 
20’ 2т 
.. 
°) Пусть # — любая точка сегмента [0,1] и п — любое целое положи- 
тельное число. Тогда, очевидно, точка # принадлежит некоторому сегменту 
р РР! . . . 
[2 >: ‚ причем каждый такой сегмент, отвечающий номеру п + 1, со- 


держится в сегменте, который отвечает номеру п. 


т 
) Множества А и В называются конгруэтитными, если они могут быть 
совмещены движением. 
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дрируема. Рассмотрим две специальные последовательности многоуголь- 
ников {9} и {О,}, первая из которых состоит из вписанных в фигуру О 
многоугольников, а вторая из описанных 
вокруг (©) многоугольников. Последователь- 
ность {© } получается посредством при- 


соединения к квадрату С полуоткрытых 
треугольников, удаляемых из треугольни- 
ков Гл, 172, Тз, Та на каждом нечетном тта- 
ге процесса, описанного в п. 1. Последо- 
вательность {(),} получается посредством 


удаления из квадрата © полуоткрытых 

треугольников, удаляемых из треугольни- 

ков Т\т, 12, Т3, Гл на каждом четном ша- 

ге процесса, описанного в п. 1. Очевидно, 

что любой вписанный в фигуру © много- 

угольник содержится в каком-нибудь мно- 

гоугольнике Ч, а любой описанный вокруг 

фигуры © многоугольник содержит какой- Рис. 11.21 

нибудь многоугольник (),. Поэтому предел последовательности {5} пло- 
шадей многоугольников 9. равен нижней площади Р фигуры О, а пре- 


дел последовательности {5„} площадей многоугольников (С), равен верхней 


1 — 
площади Р фигуры О. Легко убедиться, что 5, =4 + > ‚ЧЕ аби =8— 


_1 1 '). Поэтому Р = Ши 5, = 16/3, аР = ти =. = 22/3. Так как 


2 #—1 4*-1 ъ—} со —} со 


Р = Р, то фигура © неквадрируема. Отметим, что разность Р-Р = 2. Таким 
образом, граница рассматриваемой фигуры (© имеет площаль, равную 2. 
3. Докажем, что любая часть кривой Г, ограниченная двумя различны- 
ми точками, неспрямляема. Докажем сначала, что такая часть Г’ кривой Ё 
имеет отличную от нуля площадь, т. е. любой многоугольник, покрываю- 
щий Г/, имеет площадь, большую некоторого положительного числа. Заме- 
тим, что Г” содержит часть Г’, отвечающую точкам некоторого сегмента 
р Р-! р Р-! 
[5 5" | т? 9 | и может 
быть получена посредством удаления из этого треугольника определенных 
полуоткрытых треугольников (см. п. 1 настоящего дополнения). Легко под- 
считать, что сумма 5 площадей всех удаляемых полуоткрытых треугольни- 
р Р+Е1 
2т’ т 
Г/ имеет площаль, равную бт —5 > 0. В $2 этой главы при доказательстве 
квадрируемости фигуры, ограниченной спрямляемой кривой, мы доказали, 
что площадь спрямляемой кривой равна нулю (спрямляемую кривую мож- 
но покрыть многоугольником сколь угодно малой площади). Поэтому часть 
Г/ кривой Г, а следовательно, и часть Г/, содержащая Г’, неспрямляема. 
Замечание. Каждая из построенных функций ф(Ё) иф(Ё не имеет 
производной ни в одной точке сегмента [0,1]. 


|. и поэтому Г/’ содержится в треугольнике Т [5 


ков меньше площади бт треугольника Г [2 = |. Следовательно, часть 


') Эти формулы легко получить, если учесть, что суммы плошадей тре- 
угольников, удаляемых на нечетных шагах процесса, образуют геометриче- 
скую прогрессию 1, 1/4,..., а суммы площадей треугольников, удаляемых 
на четных птагах процесса, — геометрическую прогрессию 1/2, 1/8, 
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ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ 
КОРНЕЙ УРАВНЕНИЙ И ОПРЕДЕЛЕННЫХ 
ИНТЕГРАЛОВ 


В этой главе рассматриваются приближенные методы нахож- 
дения корней алгебраических и трансцендентных уравнений и 
вычисления определенных интегралов. 


$1. Приближенные методы вычисления корней 
уравнений 


В этом параграфе мы займемся приближенным вычислением 
одного из корней уравнения }(1) = 0, где у = }(х) — некоторая 
непрерывная или лифференцируемая функция. Будем считалтъ, 
что интересующий нас корень с этого уравнения изолирован на 
некотором сегменте [а, 6 |, т. е. будем считать, что этот корень яв- 
ляется внутренней точкой сегмента |а, 6], не содержащего других 
корней рассматриваемого уравнения. На практике обычно пу- 
тем грубой прикидки определяют размеры указанного сегмента 
а. 6] Г). 

1. Метод «вилки». Начнем с метода, который часто исполь- 
зуется для приближенного вычисления корней на современных 
быстродлействующих математических машинах. 

Пусть интересующий нас корень с уравнения }(15) = 0 изоли- 
рован на некотором сегменте |а,6]. Относительно функции {(т) 
мы предположим, что она непрерывна на сегменте |а,6] и имеет 
на концах этого сегмента, значения разных знаков. В дальней- 
шем для краткости мы будем называть «вилкой» всякий сег- 
мент, на концах которого {(5) имеет значения разных знаков. 

Перейдем к описанию метода отыскания корня уравнения 
7(1) = 0, называемого методом «вилки». 


1) При этом может быть использована вытекающая из физического со- 
держания задачи дополнительная информация о расположении корня. 
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Ради определенности будем считать, что (а) < 0, 1(Ь) > 0. 
Разделим сегмент [а,6| пополам. При этом может представиться 
два случая: 1) значение функции в середине сегмента, |а, 6] равно 
нулю (в этом случае искомый корень найден); 2) указанное зна- 
чение не равно нулю. В этом случае одна из половин сегмента 
а, 6] является вилкой. Эту половину мы обозначим |а1, 61|. Оче- 
видно, что }(а1) < 0, 1(Ь1) > 0. С сегментом [а1, 61| поступим 
точно так же, как с сегментом [а,6], т.е. разделим сегмент [а1, 61| 
пополам. Продолжая аналогичные рассуждения далее, мы бу- 
дем иметь две возможности: 1) либо описанный выше процесс 
оборвется вследствие того, что значение функции в середине 
некоторого из сегментов окажется равным нулю (в этом случае 
искомый корень найден); 2) либо описанный процесс можно про- 
должать неограниченно, и мы получим стягивающуюся систему 
сегментов-вилок |@1,61|, [42,65],..., @,щ). ..., причем для лю- 
бого номера п }(а») < 0, 1(6,) > 0. Указанная стягивающаяся 
система сегментов имеет одну общую точку с, к которой сходит- 
ся каждая из последовательностей {а} и {6} (см. следствие 
из теоремы 3.15). Докажем, что с и является искомым корнем, 
т.е. }(с) = 0. Поскольку функция }(х) непрерывна в точке с, 
то каждая из последовательностей {{(аи)} и {}(Ь»)! сходится 
к | (с). Но тогда из условий !(а») < 0, Г(Ь,) > 0, в силу теоре- 
мы 3.13 и замечания к этой теореме, получим, что одновременно 
справедливы неравенства }(с) <Ои [(с) > 0, т. е. 1(с) =0. 

Проведенные выше рассуждения дают алгоритм отыскания 
искомого корня с. За приближенное значение этого корня можно 


а» 6 
— ^^, т. е. середину сегмента |аи,б»|. Поскольку 


2 
Ба ав + 6 
длина сегмента, |а„,б»„| равна —5=_› ТО ЧИСЛО ед отличается 


взять точку 


Ь — 
от точного значения корня не более чем на ——. Таким образом, 


РР 
описанный выше процесс последовательного, деления сегментов- 
вилок пополам позволяет вычислить искомый корень с с любой 
наперед заданной степенью точности. Так как описанный про- 
песс приводит к многократному повторению однотипных вы- 
числительных операций, он особенно удобен для проведения вы- 
числений на быстродействующих математических машинах. 


2. Метод касательных !). Метод касательных является од- 
ним из самых эффективных приближенных методов вычисления 
корней уравнения }(5} = 0. 

Пусть искомый корень с уравнения }(т} = 0 изолирован на 
сегменте |а,6]. Перейдем к описанию метода касательных, не 
выясняя пока условий, при которых применим этот метод. 


1) Этот метод называют также методом Ньютона. 
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Обратимся к рассмотрению графика функции }(х) на сег- 
менте [а,6] (рис. 12.1). Возьмем за нулевое приближение иско- 
мого корня некоторое значение 10 из сегмента, [а,6] и обозна- 
чим Во точку графика функции с абсписсой хо. Проведем через 
точку Во касательную к графику функции и возьмем за пер- 
вое приближение искомого корня абсциссу х1 точки пересечения 


этой касательной с осью Ох '). Далее проведем касательную к 
графику функции через точку В1 с абсциссой х1 и возьмем за 
второе приближение абсциссу тд точки пересечения этой каса- 
тельной с осью От. Продолжая этот процесс неограниченно, мы 
построим последовательность 20,11,...,.Хи.... приближенных 
значений искомого корня. 

В практических целях удобно получить рекуррентную фор- 
мулу, выражающую ти-1 через хи. Для этого возьмем уравне- 
ние У — (5) = /'(т») (5 — х») касательной к графику функции 
в точке В„ и вычислим абсцис- 
су тр точки пересечения этой 
касательной с осью От. При 
этом получим 


ФТ — Фи — Из) (12.1) 


Р(а») 


Формула (12.1) определяет ал- 

горитм метода касательных. 

Таким образом, метод каса- 

тельных представляет собой 

Рис. 12.1 метод последовательных при- 

ближений (или, как говорят, 

метод итераций), которые строятся при помощи рекуррентной 

формулы (12.1). Нашей дальнейшей задачей является обоснова- 
ние метода, касательных. 

В п. 5 мы выясним условия, при которых последовательность 
значений ти, определяемых формулой (12.1), сходится к иско- 
мому корню с, и дадим оценку погрешности, т. е. отклонения 
приближенного значения ти от точного значения корня с. 

3. Метод хорд. К числу широко распространенных прибли- 
женных методов решения уравнения {(т7) = 0 относится метод 
хорл. 

Перейдем к описанию этого метода, не выясняя пока условий, 
при которых он применим. 


1) Так как касательная в точке Во представляет собой график диффе- 
ренциала функции у = {}(х) в точке хо, то указанный прием отыскания 
первого приближения 11 основан на замене функции ее дифференииалом в 
точке хо. 
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Предположим, что искомый корень с уравнения /(1) = 0 изо- 
лирован на, сегменте |а, 6], и обратимся к рассмотрению графика 
функции }(5) на этом сегменте (рис. 12.2). Возьмем за нулевое 
приближение искомого корня некоторое число ту из сегмента 
[а, 6] и обозначим Ад и В точки графика, функции с абсциссами 
50 и 6. Проведем через точки Ад и В графика функции хорду 
АВ и возьмем за первое приближение искомого корня абсцис- 
су т1 точки пересечения этой хорды с осью Ох (см. рис. 12.2). 
Далее проведем хорду через 
точки графика функции А1 с 
абсциссой х1 и В. За второе 
приближение возьмет абсцис- 
су То точки пересечения хор- 
ды А1 В сосью От. Продолжая 
этот процесс неограниченно, 
мы построим последователь- 


, й В 


ность 10.11,...,.Фи,... При- 
ближенных значений искомого 
корня. 


В практических целях удоб- 
но получить рекуррентную 


формулу, выражающую тТр-1 
через т». Для этого возьмем уравнение 


Рис. 12.2 
У —/(х.) _ 1 


= ХО == 
ПО) — Ли) Бы" 
ды, проходящей через точки А„(ть, (ть) и В(6, }(6)), и вычис- 
лим абсциссу хит точки пересечения этой хорды с осью Ох. При 
этом получим 
— — (6-2) (хп) 12.2 
И 76) - Ла). (12.2) 


Формула (12.2) определяет алгоритм метода хорд. Таким об- 
разом, метод хорд представляет собой метод итераций, кото- 
рые строятся при помощи рекуррентной формулы (12.2). Нашей 
дальнейшей задачей является обоснование метода хорд. 

В п. 6 мы выясним условия, при которых последовательность 
значений т, сходится к искомому корню с, и дадим оценку по- 
грептности метода хорд. 

4. Метод итераций (последовательных приближе- 
ний). Из пп. 2 и 3 ясно, что методы касательных и хорд свя- 
заны общей идеей построения последовательных приближений 
к искомому корню. Эта идея и лежит в основе излагаемого в 
настоящем пункте метода. 

Этот метод мы рассмотрим в применении к уравнению 


х = Е (т). (12.3) 
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Введем понятие итерационной последовательности. 

Последовательность 10,11,...,ти.... будем называть ите- 
рационной, если для любого п > 1 элемент т„ выражается через 
элемент х„_1 по рекуррентной формуле х„ = Р(т,_1), а в ка- 
честве 10 взято любое число из области задания функции Е(т). 
Мы докажем, что при определенных условиях итерационная по- 
следовательность сходится к корню уравнения (12.3) и, стало 
быть, ее элементы могут быть взяты за приближенные значе- 
ния этого корня. 

Справедливо следующее утверждение. 

Утверждение 1. Пусть функция Е(т) непрерывна на сег- 
менте [а,6|, и пусть все элементы итерационной последова- 
тельности то, т1,... .Ти,... лежат на этом сегменте. Тогда, 
если эта последовательность стодится к некоторому числу с, 
то указанное число с является корнем уравнения (12.3). 

Доказательство. Так как последовательность {7} 
сходится к си все ее элементы принадлежат сегменту [а,6|, то 
и предел с принадлежит сегменту [а,6] (см. следствие 2 из тео- 
ремы 3.13). По условию функция Ё(т) непрерывна в точке с, и 
поэтому последовательность {Ё(ти_—1)} сходится к Ё(с). Таким 
образом, равенство т„ = ЕР(т„_1) в пределе при п -* со пере- 
ходит в равенство с = Ё(с), т. е. с является корнем уравнения 
(12.3). Доказанное утверждение будет существенно использова- 
но нами в пп. би 6 для обоснования метода касательных и хорд. 

Докажем еще одно утверждение, часто используемое для 
приближенного вычисления корня уравнения (12.3) с помощью 
итерационной последовательности. 

Утвероюдение 28. Пусть с — корень уравнения (12.3), и 
пусть в некотором симметричном относительно точки с сег- 
менте |с — с -+ | производная функции Е(т) удовлетворяет 
условию |Е'(т)| < а < 1. Тогда итерационная последователь- 
ность 10, 11,...,Хр,... , У которой в качестве то взято ллюбое 
число из сегмента [с -—=,с-+=|, сходится к указанному корнло с. 

Локазательство. Прежде всего докажем, что все 
элементы итерационной последовательности {ти} принадлежат 
указанному сегменту [с-=,с+=|. В самом деле, хо принадлежит 
этому сегменту по условию. Поэтому достаточно, предположив, 
что х„_1 принадлежит этому сегменту, доказать, что и ти ему 
принадлежит. Для этого применим формулу Лагранжа, к разно- 
сти Р(ти_1)-Е(с) и учтем, что Ё(с) = с, т = Е(ти_1). Получим 


с = Р(аи1) —- Е(е) = Е'(&) (жи - о, (12.4) 


где & — некоторая точка, лежащая между хи_1 иси, стало быть, 
принадлежащая сегменту [с — &с-+ |. Так как |Ё"' (<) <а< 1, 
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то из равенства (12.4) получим 
пс За -<.. (12.5) 
Из (12.5), поскольку 0 < а < 1, в свою очередь получим 
тс] < тт. (12.6) 


Неравенство (12.6) устанавливает, что каждый последующий 
элемент т„ расположен к с ближе, чем предыдущий элемент 
Т„_1, и, стало быть, так как т„_1 принадлежит сегменту [с — 
—=, с-+ =] и так как этот сегмент симметричен относительно точ- 
ки с, то и т, принадлежит этому сегменту. Остается доказать, 
что последовательность {т} сходится к с. Поскольку неравен- 
ство (12.5) справедливо для всех номеров п, то с помошью этого 
неравенства, получим 


и — < < а" т0-с.. (12.7) 


Из последнего неравенства очевидно, что ти -> с, ибо а" -$ 0. 
Утверждение 2 доказано. 


Сделаем практические замечания относительно только что доказанно- 
го утверждения. Предположим, что путем предварительной прикидки мы 
установили, что интересующий нас корень уравнении (12.3) изолирован на 
некотором сегменте [а,6], на котором производная функция ЁР(х) удовле- 
творяет условию |Е'(х)| За < 1. 

Так как сегмент [а,6], вообще говоря, не является симметричным от- 
носительно искомого корня, то, естественно, возникает вопрос о том, как 
выбрать нулевое приближение хо, с тем, 
чтобы можно было применить доказанное по с 2с—а о 
выше утверждение 2. Заметим, что где 
бы внутри сегмента [а,5] ни находился ис- 26—65 с 
комый корень с, хотя бы один из двух Ч с о о 
симметричных относительно с сегментов 
[а,2с —а]| или [2с -6,6] (рис. 12.3) цели- Рис. 12.3 
ком принадлежит сегменту [а, 6]. Поэто- 
му хотя бы одна из точек а или 6 принадлежит симметричному относи- 
тельно корня с сегменту, всюду на котором |ЁЕ"'(х)| < а < 1. Стало быть, 
по крайней мере одну из точек а или $ можно, согласно доказанному выше 
утверждению 2, выбрать за хо. Конкретно за, хо следует выбрать ту из двух 
точек а или 6, для которой приближение 11 = Ё(то) не выходит за пределы 
сегмента [а,6]. 


об 


На практике чаше всего встречается случай, когда произвол- 
ная Ё”(т) имеет на, сегменте [а, 6] определенный знак. Если этот 
знак положителен, то из формулы (12.4) следует, что последо- 
вательность {7„} монотонна. Этот случай приводит к так на- 
зываемой ступенчатой диаграмме, изображенной на рис. 12.4. 
Если же производная Ё'(1) отрицательна на сегменте [4,6], то из 
той же формулы (12.4) видно, что любые два последовательных 
элемента ти и х» лежат по разные стороны от корня с. Этот 
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Рис. 12.4 Рис. 12.5 


случай приводит к так называемой спиралеобразной диаграмме, 
изображенной на рис. 12.5. 

Замечание. Возникает вопрос об оценке погрешности ме- 
тода итераций, т. е. об оценке отклонения 7-го приближения хи 
от точного значения корня с. Из формулы (12.7) непосредствен- 
но вытекает следующая оценка: 


1, — @ За" (6 —а), 


где а — точная верхняя грань функции |Ё"(х)| на сегменте [а,6], 
на котором изолирован рассматриваемый корень. Если произ- 
водная Ё(5) отрицательна на сегменте [а,6], то, как указано вы- 
ше, тит и х„ лежат по разные стороны от корня с, и поэтому 
справедлива следующая оценка: 


| — с < | — Ти—1|. 


Если же в рассматриваемом случае взять за приближенное зна- 
чение корня полусумму двух последовательных приближений 


* _ Чп - Хи-1 


бт 2 3 
ТО получим следующую оценку погрешности: 


| — Ти —1| 
2 


5. Обоснование метода касательных. 

1°. Рассмотрим сначала случай, когда искомый корень с урав- 
нения / (5) = 0 изолирован на некотором сегменте [а, 6], на кото- 
ром функция }(5) имеет не обращеюцилюся в нуль первую про- 
изводную и ограниченную вторую производную. Докажем, что в 
этом случае найдется такая достаточно малая окрестность кор- 
ня с, что если нулевое приближение хо лежит в этой окрест- 


1, — с < 
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ности, то последовательность {7 }, определяемая рекуррентной 
формулой (12.1), сходится к корню с. 
Прежде всего, заметим, что уравнение 


в=Р(т), тле Р(г) =г- (12.8) 
7 (1) 
имеет на сегменте [а,6] только один корень с, совпадающий с 
корнем уравнения } (1) = 0. Поэтому вместо уравнения }(т) = 0 
мы будем репталь уравнение (12.8). Для этого, взяв некоторое +0, 
построим итерационную последовательность 


виа = Е(аи) = 2ь — 14). (12.9) 
Г (1») 
Заметим, что рекуррентная формула (12.9) в точности совпада- 
ет с рекуррентной формулой (12.1). 

Чтобы доказать сходимость итерационной последовательно- 
сти {т} к искомому корню с, достаточно доказать, что в неко- 
торой =-окрестности корня с производная Ё’(х) удовлетворяет 
условию |Ё"(5)| За <Т, и взять 250 в указанной =-окрестности 
(см. утверждение 2 из п. 4). В силу требований, наложенных 
на функцию /(5), найдутся положительные числа т и № такие, 
что всюду на сегменте [4,6] выполняются неравенства 


|" (%)| 2 т>01), |) < М. (12.10) 
Поскольку 
Е(т) —Т— (2) — Ав) (а) _ К)" (в) 
ы ПОТ ПО 
то из неравенств (12.10) вытекает следующая оценка: 
Е’) < М. (12.11) 


Из непрерывности функции }(х) вытекает, что в некоторой 
=-Оокрестности корня с эта функция удовлетворяет неравенству 


= 


| < "а, (12.12) 


где а — фиксированное число из интервала 0 < а < 1. Сопо- 
ставляя неравенства (12.11) и (12.12), мы получим, что всюду в 
указанной =-окрестности корня 


Е" (| <а< 1. 


Тем самым сходимость последовательности (12.9) к корню с до- 
казана. 


1) Эти неравенства вытекают из того, что производная }'(х) непрерывна 
и не обращается в нуль на рассматриваемом сегменте. 
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Замечание 1. Мы доказали сходимость последователь- 
ности {ти} к корню с лишь при условии, что нулевое приближе- 
ние хо лежит в достаточно малой =-окрестности корня с. Выбор 
нужного 10 без труда осуществляется на современной быстро- 
действующей электронно-вычислительной машине при помошяи 
нескольких проб. 

Замечание 2. Оценим отклонение приближенного значе- 
ния корня т„_1 от точного значения с. С этой целью разложим 
функцию ] (7) в окрестности х„ по формуле Тейлора с остаточ- 


ным членом в форме Лагранжа: }(5) = }(х.) - 1 (2. (т — яв) + 
-- 51" (©) (1 — 1)”. Полагая в этой формуле х = с и учитывая, 


что 1 (с) = 0, будем иметь 


О = /(и) + (аи) (с — гы) + (Ве 2. 


Вычитая из последней формулы формулу {1 (ти) + 1'(хь) (хи — 
— 1.) = 0, которая вытекает из рекуррентного соотношения 
(12.9), получим 
11 (5) 
Х —с=- = (ти —с 
п-1 о) а. п ) 
Отсюда, используя принятые выше обозначения (12.10), придем 
к следующему неравенству: 


2 


М 
ета — С] < 5-7 т — <. 


Последовательно применяя эту оценку для п = 0,1,2,..., полу- 
чим следующую оценку: 
М ) 2 
т; —с < | — 0-с.. 
ша < (5%) 10-2 


2°. Дадим обоснование метода касательных при несколько 
иных предположениях. 

Пусть искомый корень с уравнения {(т) = 0 изолирован на 
сегменте [а,6|, на котором }(%) имеет монотонную первую про- 
изводную, сотраняющую определенный знак. Эта производная 
обязательно непрерывна, ибо она не может иметь точек разрыва 
первого рода, а монотонная функция других точек разрыва не 
имеет. 

Ради определенности предположим, что производная не убы- 
вает и положительна на, сегменте [а,6 |. Докажем, что итераци- 
онная последовательность {5}, у которой 10 = 6, а хи-+1 опреде- 
ляется через ти с помошью формулы (12.9), сходится к корню с. 

Если для некоторого номера п окажется, что ти, = с, где с — 
искомый корень, то }(т») = (с) =0и из формулы (12.9) полу- 
чим, что и 7,1 = с. Продолжая аналогичные рассуждения, мы 
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последовательно докажем, что и Фр+2 = Физ =... = сте. в 
этом случае итерационная последовательность [тт] сходится к 
искомому корню с. 

Теперь докажем по индукции, что если т» удовлетворяет 
соотношениям с < ть < 6, то тит удовлетворяет соотиюще- 
ниям с < Тр < 9 < 6. 

Отсюда будет следовать, что все т„ принадлежат сегменту 
[с,6] (ибо хо = 6 принадлежит этому сегменту), а также тот 

акт, что последовательность {т} является невозрастающей и 
потому сходящейся. В силу утверждения 1 из п. 4 сходимость 
последовательности {[т„} и принадлежность всех ее элементов 
сегменту [с,6] (а потому и сегменту [а,6]) завершает доказатель- 
ство сходимости этой последовательности к искомому корню с. 

Итак, остается доказать, что если х„ удовлетворяет соотно- 
шениям с < тр < 6, то тит удовлетворяет соотношениям с < 
< Тит < 1. 

Пусть с < т < 6. Тогда из формулы (12.9), учитывая, что 
1 (с) = 0, получим 


О С Я . 


Применяя к выражению, стоящему в числителе последней дро- 
би, формулу Лагранжа, получим 


Фи — Фит = (тп — 


где с < & < ти. В силу того, что производная функции {1 (т) не 
Х (<) 
7 (т") 
восходит единицы, т. е. 0 < 5, —Ти-1— 2. — С ИЛИ Сс < Ти < 9. 

Замечание 3. Мы рассмотрели случай, когда }’(т) 
не убывает и положительна, на |а,6]. Возможны еще три слу- 
чая: 1) }’(5) не возрастает и отрицательна, на [а,6]; 2} (5х) не 
возрастает и положительна на [а,6]; 3) }'(х) не убывает и отри- 
пательна, на |а,6]. 

В каждом из этих трех случаев обоснование метода, касатель- 
ных проводится в полной аналогии со случаем, рассмотренным 
выше. Отметим лишь, что в случае 1) за нулевое приближение 
следует взять значение 10 = $, а в случаях 2) и 3} — значение 
50 = а. Это обеспечит принадлежность всех членов итерацион- 
ной последовательности {ти} сегменту [а,6] и сходимость этой 
последовательности к искомому корню с. 

Замечание 4. Укажем оценку отклонения п-го прибли- 
жения хи от точного значения корня с (при сформулированных 
в этом пункте предположениях). 


убывает и положительна, дробь положительна и не пре 


412 ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ ГЛ. 12 


Применяя к выражению {(т„) = }(ти) — 7(с) формулу Ла- 
гранжа, будем иметь }(х„) = (т — с)Г'(©,). Отсюда получим 
следующую оценку: 


ше < А (12.13) 


где 11 — минимальное значение |}'(1)| на сегменте [а,6]. Форму- 
ла (12.13) позволяет оценить отклонение х„ от точного значения 
корня с через значение модуля заданной функции у = }(т) в 
точке хи. 

6. Обоснование метода хорд. Предположим, что искомый 
корень с уравнения }(5) = 0 изолирован на некотором сегмен- 
те [а,6], на котором функция {(1) имеет монотонную первую 
производную, сотраняющиую постоянный знак. Ради определен- 
ности будем считать, что эта производная не убывает и положи- 
тельна на сегменте |а,6|. Заметим, что уравнение 


6 -т)/ (т) 1 

т = Е(т). где Е(л) - г ®-2®) ) 12.14 
(4); пе Ра) =е- 6-80 (2.14) 
имеет на сегменте [а,6] только один корень с, совпадающий с 
корнем уравнения }(5) =0. Поэтому вместо уравнения }(1) =0 
мы будем решать уравнение (12.14). Для этого, взяв 10 = а, 
построим итерационную последовательность 


фи) Иша) (12.15) 
(6) — Л(х») 

Заметим, что рекуррентная формула (12.15) в точности совпа- 
дает с рекуррентной формулой (12.2). 

Докажем, что последовалельность {ти} сходится к искомому 
корню с. 

Если для некоторого номера п окажется, что хи = с, где с — 
искомый корень, то }(т») = }(с) = 0 и из формулы (12.15) по- 
лучим, что и ти+1 = с. Продолжая аналогичные рассуждения, 
мы последовательно докажем, что и ти-2 = Хилз =... = С, 
т.е. итерационная последовательность {ти} сходится к искомо- 
му корню с. 

Докажем теперь по индукции, что если т» удовлетворяет 
соотношениям а < ть < с, то тит удовлетворяет соотноше- 
ниям а < ть < Ти © С. 

Отсюда и из того, что 19 = а, будет следовать, что все хи», при- 
надлежат сегменту [а, с] (и тем более сегменту |[а,6]) и что по- 
следовательность {7%»!} является неубывающей (а потому и схо- 
дящейся). 


Фи-1 — Е(ть) — Фи — 


КЬ) 
Г(Ь) 


1) При этом считаем, что Е(Ъ) =Ь— ‚ Тогда функция Е(х) будет 


непрерывна, на всем сегменте [а,6]. 
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В силу утверждения 1 из п. 4 это завершит доказательство 
сходимости итерационной последовательности [т } к искомому 
корню с. 

Итак, остается доказать, что если х„ удовлетворяет соотно- 
шениям а < ть < с, то тии удовлетворяет соотношениям ти < 
< Фи © С. | 

Пусть а < ть < с. Из соотношения (12.15), учитывая, что 
1 (с) = 0, получим 


пса = _ 4) _ — Фо - Ка] 
ак 16) — (=)  [1®)- КО = Ее, 


Применяя к выражениям в квадратных скобках теорему Ла- 
гранжа, получим 


(Б — 1%) (8) 
Х о 12.16 

о = фор ©, 21 

где тр < & <с,с< &* < В, так что &, < &*. В силу неубывания 
и положительности производной }’(х) можно записать, что 0 < 
< !'(&,) < Р(<*). Отсюда следует, что дробь в правой части 
(12.16) положительна и, кроме того, не превосходит единицы 


(ибо (6 — о Р’(&,) + (с (в) > [6 -с) + (с- 2) (в) = 
= (6 — 1„)/'(<»)). Стало быть, 0 < тит -— 2 < с- те. 
Ти < Ти < $. 

Замечание 1. Мы рассмотрели случай, когда }’(т) 
не убывает н положительна, на |а,6]. Возможны еще три слу- 
чая: 1) }’(5) не возрастает и отрицательна, на [а,6]; 2) (5) не 
возрастает и положительна на [а,6]; 3) }(х) не убывает и отри- 
пательна на [а,6]. 

Эти три случая аналогичны рассмотренному выше. В случае 
1) уравнение }(5) = 0, так же как и выше, заменяется уравне- 
нием (12.14) и в качестве нулевого приближения берется 10 =а 
(при этом последовательность {х»} также оказывается неубы- 
вающей). В случаях 2) и 3) уравнение }(т) = 0 заменяется не 
уравнением (12.14), а уравнением 


р = Е(т), 
гле 
__ (@-эо 
Г) 2 а 


и в качестве нулевого приближения берется точка хо = 6 (при 
этом последовательность {[5„} оказывается невозрастающей). 

Замечание 2. Укажем, что для метода хорд справедлива 
та, же самая оценка (12.13) отклонения хи» от корня с, что и для 
метода касательных. 
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Замечание 3. На практике часто используют комби- 
нированный метод, заключающийся в поочередном применении 
метода хорд и метода каса- 
тельных. Ради определенно- 
сти предположим, что }’(5) 
не убывает и положительна 
на сегменте |а,6] (рис. 12.6). 
Определим х1 по методу каса- 
тельных, взяв за нулевое при- 
ближение точку 6. После это- 
го определим 12, применяя ме- 
тод хорд, но не к сегменту 
а, 6], а к сегменту [а, 51|. Да- 
7] лее, определим хз по методу 

касательных, исходя из уже 
Рис. 12.6 найденного 511, а 14 по методу 
хорд, применяя его к сегменту 
[%2, хз]. Указанный процесс иллюстрируется на рис. 12.6. 

Преимушества комбинированного метода состоят в следую- 
тем: во-первых, он дает более быструю сходимость, чем метод 
хорд, и, во-вторых, поскольку последовательные приближения 
т» и т,1 комбинированного метода с разных сторон прибли- 
жаются к корню, то разность |521 — %и| дает оценку погрешно- 


сти этого метода. Если за приближенное значение корня Взять 


Ж _ Чт + Фи -Е1 | - 
п = а То для погрешности получим оценку 


ой 


р В 


[п-т — Фи] 


ше с < 5 


$ 2. Приближенные методы вычисления определенных 
интегралов 


1. Вводные замечания. При решении ряда актуальных фи- 
зических и технических задач встречаются определенные инте- 
гралы от функций, первообразные которых не выражаются че- 
рез элементарные функиии. Кроме того, в приложениях прихо- 
дится иметь дело с определенными интегралами, сами подынте- 
гральные функции которых не являются элементарными. Это 
приводит к необходимости разработки приближенных методов 
вычисления определенных интегралов '). 

В этом параграфе мы познакомимся с тремя наиболее упо- 
требительными приближенными методами вычисления опрелде- 


1) Заметим, что приближенными методами часто пользуются и для ин- 
тегралов, выражающихся через элементарные функции. 
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ленных интегралов: методом прямоугольников, методом тра- 
пеций и методом парабол. 

Основная идея этих методов заключается в замене подын- 
тегральной функции /(1) функцией более простой природы — 
многочленом, совпадающим с }(7) в некоторых точках. Для уяс- 

[2 
нения этой идеи рассмотрим при малых № интеграл | (5) ах, 
—А 
представляющий собой плошаль узкой криволинейной трапе- 
ции, лежащей под графиком функции у = [(5) на сегменте 
|-Л,7] (рис. 12.7). 
Заменим функцию }(5%) многочленом нулевого порядка, а 
[2 
именно константой }(0). При этом интеграл | }(5) 4х прибли- 
—В 
женно заменится площадью прямоугольника, заштрихованного 
на рис. 12.8. Ниже мы покажем, что при определенных требо- 
ваниях на }(х) ошибка, совершаемая при такой замене, имеет 


Рис. 12.7 Рис. 12.8 Рис. 12.9 


порядок 1". Заменим, далее, функцию }(5) многочленом перво- 

го порядка, а именно линейной функцией у = Ах + 6, совпада- 
[2 

ющей с }(1) в точках —Й и А. При этом интеграл | }(х) ах 
—В 

приближенно заменится площадью прямолинейной трапеции. 


залитрихованной на рис. 12.9. Ниже мы покажем, что при опре- 
деленных требованиях на {(т) ошибка, совершаемая при такой 
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замене, также имеет порядок й?. Заменим, наконец, функцию 


7(1) многочленом второго порядка, т. е. параболой у = Аз? + 
+ Вх + С, совпадающей с 7 (%) в точках —й, О и 1. При этом 


интеграл | 7(т) 4х приближенно заменится 


площадью фигуры, лежащей под параболой и 
заштрихованной на рис. 12.10. 

Ниже мы покажем, что при определенных 
требованиях на функцию }(5%) ошибка, совер- 
шаемая при такой замене, имеет порядок Й”. 

Ь 
Если требуется вычислить интеграл |} (5) ах 
О 
по любому сегменту [а,6], то естественно этот 
сегмент разбить на достаточно большое число 
малых сегментов и к каждому из этих сегмен- 
тов применить изложенные выше рассуждения. 
При этом мы и придем к методам прямоуголь- 
_В 0 | х ников, трапеций и парабол в их общем виде. 
Детальное изложение каждого из этих трех 

Рис. 12.10 методов дается ниже. Здесь же мы сделаем одно 

важное для дальнейшего замечание. 

Замечание. Пусть функция {(х) непрерывна на сег- 
менте |а,6|, ах1,12,... ‚ть — некоторые точки сегмента [а,6]. 
Тогда на этом сегменте найдется точка & такая, что среднее 


Да + Л) ++ Аа) равно }(5). 


73, 

В самом деле, обозначим через т и М точные грани функции 
7(<) на сегменте |а,6]. Тогда для любого номера А справедливы 
неравенства т < {(ть) < М (Е =12.... , п). Просуммировав 
эти неравенства по всем номерам КА = 1,2,...,п и поделив ре- 
зультат на п, получим 


Е) + Г) +... ЕТ 
< ++ аа) см, 

7 
Так как непрерывная функция принимает любое промежуточ- 
ное значение, заключенное между т и М, то на сегменте |а,6] 
найдется точка & такая, что 


п 


арифметическое 


2. Метод прямоугольников. Пусть требуется вычислить 
интеграл 
Ь 


[2 4х. (12.18) 


а 
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Разобьем сегмент [4,6] на п равных частей при помощи точек 
а = 20 < 12 <... < 12, = 6. Обозначим через т2к_1 среднюю 
точку сегмента |242, Жэк| (рис. 12.11). Метод прямоугольников 
заключается в замене интеграла, (12.18) суммой 


—а 

1 (тт) + 1(т3) т... = 1(%2—1)| 

плошадей прямоугольников с высотами, соответственно равны- 
ми }(т2к_1), и основаниями, равными 52, — Торо = ра (эти 


прямоугольники заштрихованы на рис. 12.11). Таким образом, 
справедлива формула 


Ь 
[2 Цх = "ЧИ (а) + Г(хз) +... + (72-1) +В, (12.19) 


где В — остаточный член. Формула (12.19) называется формулой 
прямоугольников. 

Докажем, что если функция (5) имеет на сегменте |а,6| 
непрерывную вторую производную, то на этом сегменте най- 


дется такая точка, 7, что остаточный член В в формуле (12.19) 


| 


равен 


ВО). (12.20) 


С этой целью оценим сна- 
--А 
чала | }(%)4х, считая, что 
—№ 
функция }(х) имеет, на сег- 
менте |-№,-+В] непрерыв- Рис. 12.11 
ную вторую производную. 
Для этого подвергнем двукратному интегрированию по ча- 
стям каждый из следующих двух интегралов: 


0 й 
п = | эа + п)*а, Б= 2) — п)? ах. 
—№ 0 


14 В.А. Ильин, Э.Г. Позняк, часть 1 
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Для первого из этих интегралов получим 


0 
в = | Г?одечь?ь = Ца] 2 || Разд = 
Св | м 
= Ло - Ре +1) +2 || еде = 
В 
= 1’ (0)1* — 21 (0) +2 ] 7(2) ах. 
Св 


Для второго из интегралов совершенно аналогично получим 


ь = 10 2. Лоь+2 | а. 


Полусумма полученных для Г и [2 выражений приводит к 
следующей формуле 


[ле аа = 2) (О)Ь + 2-7. (12.21) 


п+Р 
Оценим величину 5 


‚ применяя к интегралам Г] и Го фор- 
мулу среднего значения и учитывая неотрицательность функ- 
ций (+1)? и (т 1)?. Мы получим, что найдутся точка &1 на 
сегменте |-—#,0] и точка &2 на сегменте [0,1] такие, что 


0 


+ _ (2) — 
5 [1 (4) (2 + В)^ах + 5 ‚ое )(х — В)?аз = 


—№ 


0 [6 
Ев) [ет в [пра = 
и) 0 


23 23 23 (2) (2) (&. 
+= РР 


В силу замечания в конце п. 1 на сегменте [-А, №] найдется 
точка 7 такая, что 


и аи), 


2 
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[2 
мы получим следующее вы- 


п + 
Поэтому для полусуммы 
ражение: ^ 


+ _ № (2) 
= =] (7). 


Вставляя это выражение в (12.21), получим, что 


[2 
] 1 (+) ат = 21(0)в + В, (12.22) 
—№ 


где 
В= 2) (1) (2в)3 (-В<п</ 12.23 
— 54. П\2П 15151). (12.23) 


Так как величина 2}(0) - А представляет собой площадь пря- 
моугольника, заштрихованного на рис. 12.8, то формулы (12.22) 
и (12.23) доказывают, что ошибка, совершаемая при замене 


Й, 
Г (+) ах указанной площадью, имеет порядок #3. 


Й, 
Таким образом, формула | }(х) ах = 2}(0)В тем точнее, 


Ь 
чем меньше 1. Поэтому для вычисления интеграла | }(х) ах 


а 
естественно представить этот интеграл в виде суммы достаточ- 


но большого числа п интегралов 


] 7(1) Чх - ] 7(1) +... ] 7(1) т 
о $2 22п—2 


и к кажлому из указанных интегралов применить формулу 
(12.22). Учитывая при этом, что длина сегмента |502, эк 


6 —а 
равна ——, мы получим формулу прямоугольников (12.19), 
7 `. 
в которой 


В= ++. +В, = | я [7 (т) + (ль) +... 7) = 


— 6-а)° (т) + ав) +...+1 а») _ Ф-а у +42) ("). 
2412 И) — 241? _ 


(Здесь а < 7 < 6. Мы воспользовались формулой (12.17) для 
функции }(2) (1).) 


14* 
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3. Метод трапеций. Пусть, как и выше, требуется вычис- 
лить интеграл 


Ь 
[г 4х. (12.18) 


Разобъем сегмент |а,6] на п равных частей при помощи точек 
а = 10 < 11 < 12 <... «т =ЁЩ (рис. 12.12). Метод трапеций 
заключается в замене интеграла (12.18) суммой 


ра 


2 {11 ($0) - 7(т1)| - [1 (51) - 7(т2)| т... (тит) - 1(%»,) |} — 


п—1 
=“ | + (0) +2. Ле 
&—=1 


площадей трапеций с основаниями, соответственно равными 


6 —а 
(тк) и Г(тк), и с высотами, равными жк — ть_1 = —— (эти 
7 “ 
трапеции заштрихованы на рис. 12.12). 
Таким образом, справедлива 
формула 


+2». Нал) | +В, (12.24) 


гле К — остаточный член. Фор- 
мула (12.24) называется форму- 
лой трапеций. 

Докажем, что если функция {(1) имеет на сегменте |а,6] 
непрерывную вторую производную, то на этом сегменте най- 
дется такая точка 77, что остаточный член В в формуле (12.24) 
имеет вид 


Рис. 12.12 


__ (6 — а)" (2) Е 

В = отв (п). (12.25) 
--А 

Оценим сначала интеграл | /(5)4х, считая, что функция 
—Й 


71(%) имеет на сегменте |-В,-Й] непрерывную вторую произ- 
водную. 
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А _ 
Подвергая интеграл | 1“) (2)(5? — 1?) 4х двукратному инте- 


грированию по частям, получим 


+ 
ИЗ (едба? — 1) аш = еде? в)", -? ] Рады = 
— [21 (т _ [ие] а Чт = 


+ 
= 21 (—^) + ЕВА +2 ] (1) 4х. (12.26) 


В силу (12.26) приходим к формуле 


Й, 
] 1 (г) аз = Е +, (12.27) 
—№ 
где 
> _ 112 3 
вВ=-=/°) (и) (2) (-В <<»). (12.28) 


Г(- и 


трапеции,  апутрихованной на рис. 12.9, то формулы (12.27) 
и (12.28) доказывают, что ошибка, совершаемая при замене 
[2 

[ 7(1) ах указанной площадью, имеет порядок й2. 


Так как величина 21, представляет собой площаль 


Ь 
Для вычисления интеграла | }(х) 4х, как и в методе прямо- 


О 
угольников, представим этот интеграл в виде суммы достаточно 
больтпого числа, п интегралов 


21 до Жи 
[ подаз+ | бага. ] Г(х) ах. 
20 21 Фи—1 


Применяя к каждому из этих интегралов формулы (12.27) и 
(12.28), мы и придем к формуле трапеций (12.24) с выражением 
для остаточного члена (12.25). 
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255) 


[2 


«р 


4. Метод парабол. Для 
_ 


вычисления интеграла 


хх 


227% 


_ 


ое 


УЗ 
РРР 


\ 
УМА 


% 
77 


9, 


Ч 


у 


_ 


\\ 


й` 


м 


Ь 
[2 41 (12.18) 


снова  разобъем сегмент 
6 а.6| на п равных частей 


О \ 
НИЕ 
ЗУ 
АИ 


РА 


72 


Хок Хх» при помощи точек а = 50 < 


77 


2 


ХК < 12 <... < 12. = би 0060- 
значим через 12,_1 середи- 
Рис. 12.13 ну сегмента, [72к_2, тк]. Ме- 
тод парабол заключается в замене интеграла (12.18) суммой 


ра 


= (10) + 4 (21) + {(22)] + [1(22) + 4 (хз) + 1(24)] +... 
-.. НО (2212) + 4 (2—1) + Л(тэп)} = 


п—1 п—1 


— ее | +16) + 20, Ра) У. Лены 
5—1 с—0 


площадей фигур, заштрихованных на рис. 12.13 и представляю- 
щих собой криволинейные трапеции, лежащие под параболами, 
проходящими через три точки графика функция }(5) с абсцис- 
сами Торо, Фо и ток" 


Таким образом, справедлива формула 
Ь 
Ь — 
] Рада = 8“ | (а) + 16) +2 ` Мазь) +4) ааа) 
и =1 =0 
(12.29) 


где Д — остаточный член. Формула (12.29) называется формулой 
парабол или формулой Симпсона. 

Докажем, что если функция }(х) имеет на сегменте |а,6| 
непрерывную четвертую производную, то на этом сегменте най- 
дется такая точка 77, что остаточный член В в формуле (12.29) 
равен 


п—1 п—1 


+2, 


— _ (6 -а)” „(49 
ВЕ) (7). (12.30) 


ра 


67 
р-а Ф2к — Т2ь—2 
+4} (т2ь—1) + 1 (х2к)] с учетом того, что = о, представляет 
| п 


1) Из примера 2 п. 4 $ 2 гл. 11 вытекает, что выражение [1(х2к—2) + 


собой площадь, лежащую под параболой, проходящей через три точки гра- 
фика функции }(5) с абсциссами х2ь—2, Ж2к-1 и 22к. 
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--Р 
С этой целью оценим сначала | }(т)4т, считая, что функ- 
—Й 
ция (т) имеет на сегменте |-й, +В] непрерывную четвертую 
производную. 
Для этого подвергнем четырехкратному интегрированию по 
частям каждый из следующих двух интегралов: 


в = [96 ) (#1)? (2 -* 45, [5 = [еде в (+1), 


А 0 
Для первого из этих интегралов получим 
0 


п [одних = И бдечнр(=-в)]- 


в 
- 79 Зе (2-3) +( вп) + 


+ 6/2) (+ п) (2-1) +( хп) | - 


_ 16/2) (4 + $) +24 | (+) а = 


— -18 (0) +4}'(0)1 — ЗЫ (-Ь) + 21 (0) + 24 ] 7(х) ат. 


В 
(12.31) 


Для [› совершенно аналогично получим 


Й 
Ь = Зо алое выдача || ле) 4х. (12.32) 


Посредством сложения соотношений (12.31) и (12.32) полу- 
чим следующее равенство: 


+в 
] (г) аз = ИСО АО 1) о, П+Ь (12.33) 
Для оценки п применим к интегралам 1 и [> формулу 


среднего значения, учитывая неположительность функций (1 + 
+ в) (2 — ") и (х— в) (2 + ") на сегментах |-й,0] и [0,-+А] 


соответственно. 
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Мы получим, что найдутся точка &1 на сегменте |—^, 0] и точ- 
ка &2 на сегменте [0, +#] такие, что 


0 


п _ 1 (4) °( -*) 

до = |1 (6) [2+ г-з) 42+ 
—й 
А, 


ма [зав | 8 9+ 19) 
РО [ево] = РР 


0 


Снова используя замечание в конце п. 1, мы получим, что на 
сегменте |-—й, +] найдется точка 7 такая, что 


п-+Р _ —р? (4) , 


Из (12.33) и (12.34) окончательно получим 


— ИС) +420) + Х№) у) 
] (г) аз = ИСО АЛ р + В, (12.35] 
—й 
где 
5 _ _ (28)? 
В = -— ал (7 ). (12.36) 
Так как величина, САНА 21 представляет собой 


площадь фигуры, лежащей под параболой и заштрихованной на 
рис. 12.10, то формулы (12.35) и (12.36) доказывают, что оптибка, 
Й 
совершаемая при замене | 1 (1) 4х указанной площадью, имеет 
—й 
порядок 1”. 
Для вычисления интеграл | 7(1) 4х, так же как и в методах 
а 
прямоугольников и трапеций, представим этот интеграл в виде 
суммы п интегралов 


[и Ах - [ ат... + ] 1 (т) 4х 


Применяя к каждому из этих интегралов формулы (12.35) и 
(12.36), мы и придем к формуле Симпсона (12.29) с выражением 
для остаточного члена (12.30). 

Сравнивая остаточный член (12.30) с остаточными членами 
(12.20) и (12.25), мы убеждаемся в том, что формула Симнисо- 
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на дает ббльшую точность, чем формулы прямоугольников и 
трапеций. 
В качестве иллюстрации применения формулы Симпсона 


20 , 
обратимся к вычислению интеграла [(50) = Ге" ах 1), огра- 
0 


ничиваясь для простоты значениями то из сегмента 0 < 10 < 1. 

а? 

Полагая }(т7) =е ® и вычисляя производную }“ (1) = 4(45^ — 
2 

— 1257 + 3)е`®`, без труда убедимся в том, что для всех т из 


сегмента 0 < д < 10 < 1 во всяком случае |1 (2)| < 20. Исходя 


из оценки (12.30), можем утверждать, что |В] < Стало 


1444 ` 
быть, разбив сегмент [0, 50| всего на пять равных частей и заме- 


нив рассматриваемый интеграл суммой, стоящей в правой части 
формулы Симпсона, мы вычислим этот интеграл с точностью до 

о 
144.54  90000` 

5. Заключительные замечания. Каждый из изложенных 
в этой главе методов вычисления корней уравнений и определен- 
ных интегралов содержит четко сформулированный алгоритм 
для проведения вычислений. Другой особенностью изложенных 
методов является стереотилиность тех вычислительных опера- 
ций, которые приходится проводить на каждом отдельном шаге. 
Эти две особенности обеспечивают широкое применение изло- 
женных методов для проведения вычислений на современных 
быстродействующих вычислительных маптинах. 

Выше для приближенного вычисления интеграла (12.18) от 
функции /(т) мы исходили из разбиения основного сегмента, 
а, 6] на достаточно большое число ® равных частичных сег- 
ментов одинаковой длины 2 и из последующей замены функции 
1 (1) на каждом частичном сегменте многочленом соответствен- 
но нулевого, первого или второго порядка. 

Погрешность, возникающая при таком подходе, никак не учи- 
тывает индивидуальных свойств функции {(т). Поэтому, есте- 
ственно, возникает идея о варьировании точек разбиения основ- 
ного сегмента, |а,6]| и выборе для каждой фиксированной функ- 
ции }(%) такого оптимального разбиения основного сегмента 
а, 6] на п, вообще говоря, не равных друг другу частичных сег- 
ментов, которое обеспечивало бы минимальную величину по- 
грешности данной приближенной формулы. 

В ДЛополнении к гл. 14 мы остановимся на реализации ука- 
занной идеи, принадлежащей А.Н. Тихонову и С.С. Гайсаряну. 


') Рассматриваемый интеграл не выражается через элементарные функ- 
ции. Этот интеграл широко применяется в статистической физике, теории 
теплопроводности и диффузии. 


ГЛАВА 13 


ТЕОРИЯ ЧИСЛОВЫХ РЯДОВ 


Елце в элементарном курсе приходилось сталкиваться с сум- 
мами, содержащими бесконечное число слагаемых (например, 
с суммой бесконечного числа элементов геометрической про- 
грессии). Такого рода суммы, называемые рядами, и изучаются 
в настоящей главе. Мы установим, что при некоторых условиях 
ряды обладают свойствами, аналогичными свойствам конечных 
сумм. 


$ 1. Понятие числового ряда 


1. Ряд и его частичные суммы. Сходящиеся и расхо- 
дящиеся ряды. Рассмотрим бесконечную числовую последова- 
тельность 1, 42,...,\к,... и формально образуем из элементов 
этой последовательности выражение вида 


бо 


жи +... фик... = У ик. (13.1) 
&—=1 


Выражение (13.1) принято называть числовым рядом или про- 
сто рядом. Отдельные элементы ик, из которых образовано вы- 
ражение (13.1), принято называть членами данного ряда. Как 
правило, мы будем пользоваться для обозначения ряда симво- 
лом суммы 

Сумму первых п членов данного ряда будем называть п-й 


частичной суммой данного ряда и обозначать симво- 
й 


лом 5. Итак, 5 = ч-+и2+...+ ип = У». ик. Ряд (13.1) называ- 
К=1 

ется стодящимся, если сходится последовательность 

150! частичных сумм этого ряда. При этом предел 5 последо- 

вательности частичных сумм 15, называется суммой 

данного ряда. Таким образом, для сходящегося ряда, имеющего 
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сумму о, мы можем формально записать равенство 


со 
ю = У. р. 
&=1 


ВБ случае, если Ши и не существует, ряд называется ра с- 
П—со 


хтодящимся. 
Подчеркнем, что понятие суммы определено лищь для сходя- 
щегося ряда и, в отличие от понятия конечной суммы, вводится 


посредством предельного перехода '). 

Заметим, что рассмотрение числовых рядов есть новая фор- 
ма изучения числовых последовательностей, ибо: 1) каждому 
данному ряду однозначно соответствует последовательность его 
частичных сумм; 2) каждой данной последовательности |5, } 
однозначно соответствует ряд, для которого эта, последователь- 
ность является последовательностью его частичных сумм (ло- 
статочно положить члены ряда равными ик = 9 -— юь_1 при 
Е >Тиш = 51). 

Одной из главных задач теории числовых рядов является 
установление признаков, по которым можно решить вопрос о 
сходимости или расходимости данного ряда. 

Примеры числовых рядов. 

1. Изучим вопрос о сходимости ряда 


©. © 
ТЕТ... = (-1^ (13.2) 

&=1 
Поскольку последовательность его частичных сумм 91 = 1, 
552 =0,..., 9221 =1, 921 =0,... не имеет предела, ряд (13.2) 


расходится. 
2. Рассмотрим ряд, составленный из элементов геометриче- 
ской прогрессии: 


+++... +49 +...= 4", (13.3) 


п-я частичная сумма © этого ряда при 4 = 1 имеет вид 


__ п-1_ 1-49 _ 1 Ч” 
5, =1+4+...-+4 ета те (13.4) 


Очевидно, что при |9 < 1 последовательность частичных 


1) В современной математике, наряду с указанным выше понятием сум- 
мы, вводится понятие суммы ряда в различных обобщенных смыслах. Это 
позволяет суммировать в обобщенных смыслах многие расходящиеся ряды 
(см. Дополнение 3 к этой главе). 
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., 1 

сумм ои сходится и имеет предел, равный . Таким обра- 

9 

зом, при |4! < 1 рассматриваемый ряд сходится и имеет сумму, 
авную ———. 

равную а 


При |4| > 1 из равенства (13.4) очевидно, что последователь- 
ность 5, (а стало быть, и рассматриваемый ряд) расходится. 


При |9| = 1 расходимость ряда (13.3) усматривается непосред- 
ственно. В самом деле, при 4 = +1 5, = п, расходимость после- 
довательности 5 очевидна, а при 4 = —1 ряд (13.3) переходит 


в изученный выше ряд (13.2). 
3. Пусть х — любое фиксированное число. Докажем, что ряд 
К 


©. © 
:2 т __ д"! 1 
2 м ) (13.5) 


сходится и имеет сумму, равную е7. 
В п. 2515 мл. 8 мы получили разложение по формуле 
Маклорена функции е” 


2 ъ—1 
где 
В, (2) = с (0<0<1. (13.7) 


т 


Из формул (13.6) и (13.7) мы получим 


Па. |“ в (13.8) 


(п— 1! 


< 


Обозначая через 5„ п-ю частичную сумму ряда (13.5), мы мо- 
жем переписать неравенство (13.8) в виде 


15% — ©" < | (13.9) 


т 


Поскольку при любом фиксированном т 


то правая часть неравенства (13.9) представляет собой элемент 
бесконечно малой последовательности. Но это и означает, что 
последовательность 15} сходится к числу е”. Стало быть, и 
ряд (13.5) сходится и имеет сумму е”. 


1) Символом 0! мы обозначили число 1. 
> 
2) См. пример 3 из н. 3 $ Зтл. 3. 
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4. Совершенно аналогично, используя формулу Маклорена 
для функций зшх и соз т, можно доказать, что ряды 


со 
З 5 7 &—1 2—1 
(Я —1 
че УСО 
ыы 7 (26-1)! 
&—=1 | | 
И 
со 
| Да И — (—1) 12? 
мб °” (2—2)! 


к=1 


при любом фиксированном значении 1; сходятся и имеют суммы 
соответственно равные зшх и созх. (Предоставляем читателю 
самому убедиться в этом.) 

2. Критерий Коши сходимости ряда. Так как вопрос о 
сходимости ряда, по определению, эквивалентен вопросу о схо- 
димости последовательности его частичных сумм, то мы полу- 
чим необходимое и достаточное условие сходимости данного ря- 
да, сформулировав критерий сходимости Коши для последова- 
тельности его частичных сумм. Ради удобства приведем фор- 
мулировку критерия Коши для последовательности. Для того 
чтобы последовательность |5} была сходящейся, необтодимо 
и достаточно, чтобы для любого положеительного числа = на- 
щелся номер № такой, что для всех номеров т%, удовлетворяю- 
цилт условию п > М, и для всех натуральных р (р =1,2,3,...) 


[Эр — бп, < Е. 


В качестве следствия из этого утверждения мы получим сле- 
дующую основную теорему. 


Теорема 13.1 (критерий Коши для ряда). Для того 
со 


чтобы ряд »` ик стодился, необтодимо и достаточно, чтобы 
&=1 

для любого положсительного числа = нашелся номер № такой, 

что для всет номеров п, удовлетворяющих условию п 2 М и 

для всех натуральных чисел р 


п-р 


У ик <=. (13.10) 


Е=п-1 


Для доказательства этой теоремы достаточно заметить, что ве- 
личина, стоящая под знаком модуля в неравенстве (13.10), равна 
разности частичных сумм ©и-р — 9п. Подчеркнем, что критерий 
сходимости Коши представляет в основном теоретический инте- 
рес. Его использование для практических потребностей установ- 
ления сходимости или расходимости тех или иных конкретных 
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рядов, как правило, сопряжено с трудностями. Поэтому нали- 
чие критерия Коши не снимает вопроса об установлении других 
практически эффективных признаков сходимости и расходимо- 
сти рядов. 

Из теоремы 13.1 легко извлечь два элементарных, но важных 
следствия. 


бо 
Следствие 1. Если ряд »` из сходится, то последователь- 
к=1 
бо 
ность тр = »› ик является бесконечно малой. 
Е=п-1 


Принято называть величину т» П-м остатком ряда 
бо 


»` ик. Чтобы доказать следствие 1, достаточно доказать, что 
&=1 

для любого = > 0 найдется номер М такой, что |7и| < = при п > М. 
Последнее неравенство непосредственно вытекает из неравен- 
ства (13.10), справедливого для любого р = 1,2,3,..., и из тео- 
ремы 3.13. 


Следствие 2 (необходимое условие сходимости, ря- 
бо 


да). Для сходимости ряда >. ик необходимо, чтобы последова- 
К—=1 

тельность ит, (2, из,... членов этого ряда являлась бесконечио 

малоц. 

Достаточно доказать, что для данного сходящегося ряда и 
для любого = > 0 найдется номер № такой, что при п 2 № 
шп < =. Пусть дано любое = > 0. Согласно теореме 13.1 най- 
дется номер № такой, что при п > М и для любого натураль- 
ного р выполняется неравенство (13.10). В частности, при р =1 
это неравенство имеет вид 


ич1| < (прип> М). (13.11) 


Если теперь положить номер № равным № = М +1, то при 
п > № в силу неравенства (13.11) получим | < &, что и тре- 
бовалось доказать. 
По другому следствие 2 можно сформулировать так: для схо- 
©. © 


димости ряда >. ик необходимо, чтобы Ш иу = 0. Таким об- 
#—1 К—Усо 

разом, при исследовании на сходимость данного ряда следует 

прежде всего посмотреть, стремится ли к нулю К-й член этого 

ряда при А -—* со. Если это не так, то ряд заведомо расходится. 

Так, например, ряд 
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заведомо расходится, ибо 


= 


ИИ 
пуп 4 = Ша - ны (). 
бо 
Аналогично расходимость уже изученного выше ряда, У` (—1)^ —1 
Е=1 


вытекает из того, что Шт (—1)" не существует. 
к—со | 


Подчеркнем, однако, что стремление к нулю А-го члена ряда 
при & —> сх является лишь необходимым, но не достаточным 
условием стодимости ряда. 

В качестве примера рассмотрим ряд 


— =1+5 ВЕ +. (13.12) 


&—1 
Этот ряд обычно называют гармоническим рядом. Очевидно, 
что для гармонического ряда выполнено необходимое условие 


1 
сходимости, ибо Пт ; = = 0. Локажем, однако, что этот ряд рас- 
к—со 


ходится. Воспользуемся критерием Коши. Докажем, что для по- 
ложительного числа = = 1/2 не существует такого номера М, 
что при п 2 М для любого натурального р 


п--р 


1 1 
от <==5: (13.13) 
Е=п--1 


В самом деле, если взять р = п, то для сколь угодно большого п 


п-р 20 

1 у` 1 1 
>. | Е ^ 9 
&=п-1 &=п-1 


(Мы учли, что в последней сумме п слагаемых и что наименьшее 
из этих слагаемых равно 1/21.) 

Итак, неравенство (13.13) оказывается невыполненным, ка- 
ким бы большим мы ни взяли номер №. В силу критерия Коши 
ряд (13.12) расходится. 

3. Два свойства, связанные со сходимостью ряда. ТГ. 
Отбрасывание конечного числа членов ряда (или добавление к 
ряду конечного числа членов) не влияет, на сходимость или рас- 
ходимость этого ряда. 

Чтобы убедиться в этом, достаточно заметить, что в резуль- 
тате указанного отбрасывания (или добавления) членов, все ча- 
стичные суммы этого ряда, начиная с некоторого номера, изме- 
нятся на одну и ту же постоянную величину. 
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2°. Если с — отличная от нуля постоянная, и, = сиу, 
бо 

то ряд >’ и, сходится тогда ‘и только тогда, когда стодит- 
&=1 


©. © 
ся ряд У ик. 
&=1 


Если обозначить п-е частичные суммы рассматриваемых ря- 
дов соответственно через 57 и 5, то очевидно, что 5/ = си. Из 


последнего равенства вытекает, что Ши 5, существует тогда и 
п—оо 


только тогда, когда существует Ша ©. 
ао ®) 


$2. Ряды с положительными членами 


1. Необходимое и достаточное условие сходимости ря- 
да с положительными членами. В этом параграфе мы рас- 
смотрим ряды, все члены которых неотрицательны. Следуя 
установившейся традиции, мы будем называть такие ряды ряда- 
ми с положительными членами (хотя правильнее было бы упо- 
треблять термин «ряды с неотрицательными членами»). Что же 
касается рядов, все члены которых строго больше нуля, то такие 
ряды мы будем называть рядами со строго положительными 
членами. 

Ряды с положительными членами сами по себе часто встреча- 
ются в приложениях. Кроме того, их предварительное изучение 
облегчит изучение рядов с членами любого знака. В дальней- 
шем, чтобы подчеркнуть, что речь идет о ряде с положитель- 
ными членами, мы часто будем обозначать члены такого ряда 
символом рк вместо их. 

Мы можем сразу же отметить основное характеристическое 
свойство ряда с положительными членами: последовательность 
частичных сумм такого ряда является неубывающей. 

Это позволяет нам доказать следующее утверждение. 

Теорема 13.2. Для того чтобы ряд с положительными 
членами стодился, необтодимо и достаточно, чтобы последо- 
вательность частичных сумм этого ряда была ограничена. 

Необходимость следует из того, что всякая сходя- 
шаяся последовательность является ограниченной (в силу тео- 
ремы 3.8). 

Достаточность вытекает из того, что последователь- 
ность частичных сумм не убывает и, стало быть, для сходимости 
этой последовательности достаточно, чтобы она была ограниче- 
на (в силу теоремы 3.15). 

2. Признаки сравнения. В этом пункте мы установим ряд 
признаков, позволяющих сделать заключение о сходимости (или 
расходимости) рассматриваемого ряда посредством. сравнения 
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его с другим рядом, сходимость (или расходимость) которого 
известна. 


бо бо 
} 
Теорема 13.3. Пусть орки >. р, — два ряда с положи- 
&=1 &=1 
тельными членами. Пусть, далее, для всех номеров Ё справед- 
ливо неравенство 


РЕ З Ру. (13.14) 
бо 
Тогда сходимость ряда >` р, влечет за собой стодимость ряда 
&=1 
бо бо 


»^ рь; растодимость ряда > рь влечет, за собой растодимость 


< } 
ряда > ру. 
= 


Доказательство. Обозначим п-е частичные суммы ря- 


бо бо 
дов У ^рки >, р, соответственно через 5» и 5. Из неравенства 
&=1 &=1 


(13.14) заключаем, что 5» < 5). Последнее неравенство озна- 
чает, что ограниченность последовательности частичных сумм 
{51 влечет за собой ограниченность последовательности ча- 
стичных сумм 15} и, наоборот, неограниченность последова- 
тельности частичных сумм {5} влечет за собой неограничен- 
ность последовательности частичных сумм 15, }. В силу теоре- 
мы 13.2 теорема 13.3 доказана. 

Замечание 1. В условии теоремы 13.3 можно тре- 
бовать, чтобы неравенство (13.14) было выполнено не для всех 
номеров А, а лишь начиная с некоторого номера К. В самом деле, 
в силу п. 3 $ 1, отбрасывание конечного числа членов не влияет 
на сходимость ряда. 

Замечание 2. Теорема 13.3 останется справедливой, 
если в условии этой теоремы заменить неравенство (13.14) 
следующим неравенством: 


} 
ре < срь, (13.15) 
где с — любая положительная постоянная. В самом деле, в 
бо 
г 
силу п. 3 $ 1, вопрос о сходимости ряда >. р, эквивалентен 
&=1 
©. 
} ‚ Е 
вопросу о сходимости ряда ›`(ср,). При этом, конечно, мож- 
&—1 


но требовать, чтобы неравенство (13.15) было выполнено, лишь 
начиная с некоторого достаточно большого номера К. 
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©. 
Следствие из теоремы 13.3. Если У`рь — ряд с положи- 
&=1 
© ®) 
тельными членами, У`р, — ряд со строго положительными 
&=1 
членами и если существует конечный предел 


©. 

то сходимость ряда >` р, влечет за собой сходимость ряда 
к—=1 

со со 

»” рк; расходимость ряда > рь влечет, за собой растодимость 


©. 
/ 
ряда >. р. 
К—1 
. й. 
Доказательство. Так как Шо 2* 
К-—›со Рь 
определению предела, для некоторого = > 0 найдется номер № 
такой, что при К > № 


= /,, то, по 


Г-ЕХ ** «ГЕ. 


} 
Рь 


Стало быть, при К > М справедливо неравенство рь < (+ =)рь. 


Последнее неравенство совпадает с неравенством (13.15) при с = 
= +. В силу замечания 2 к теореме 13.3 следствие доказано. 


©®. ©®. 
7 
Теорема 13.4. Пусть У `рьи >. р, — два ряда со строго 
&=1 &=1 
положительными членами. Пусть, далее, для всех номеров Е 
справедливо неравенство 


РЕ < РАЗ (13.16) 


Ре Ру 


©. 
Тогда сходимость ряда >. р, влечет за собой сходимость ряда 
&=1 


со со 
»`рь: расходимость ряда У` рь влечет, за собой растодимость 


©. 
/ 
ряда >. Ъь. 
к=1 
Доказательство. Запишем неравенство (13.16) для 


К = 1,2,..., п — 1, где п — любой номер. Будем иметь 


# / } 
р? < р? рз < рз Ви < Рь 


/ ! \ 2 / . 
рт Рт р? р> Ри-1 Ри-1 
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Перемножая почленно все написанные неравенства, получим 


Ре! 


, 
й, й, 

Р® < Р® или п < — Ри. 
р — 


р ^Р 
Поскольку в последнем неравенстве величина с = р1/р! пред- 
ставляет собой полоэюительную постоянную, не зависяииуто от 
номера п, то, в силу замечания 2 к теореме 13.3, теорема, 13.4 
доказана. 

Замечание З3. В условии теоремы 13.4 можно тре- 
бовать, чтобы неравенство (13.16) было выполнено не для всех 
номеров К, а лишь начиная с некоторого номера К (ибо отбрасы- 
вание конечного числа первых членов не влияет на сходимость 
ряда). 

Обе доказанные в настоящем пункте теоремы называют те- 
оремами сравнения или признаками сравнения. 

Приведем примеры применения признаков сравнения. 

1. Исследуем вопрос о сходимости ряда 

со 


У. = гле 6>0. 

К=1 
Если 6 < 1, то К-й член рассматриваемого ряда не стремится к 
нулю при К — со. Стало быть, нарушено необходимое условие 
сходимости ряда и ряд растодится. Если же 6 > 1, то, поскольку 
для любого номера А справедливо неравенство 


1 1 
< Ш 
3+ в 
©. 
и поскольку ряд >) -р сходится, теорема сравнения 13.3 позво- 
&—1 


ляет утверждать сходимость рассматриваемого ряда. 
2. Исследуем вопрос о сходимости для любого а < 1 следую- 


щего ряда: 


©. 
1 _ 1 1 
Ре +. (13.17) 


Этот ряд часто называют обобщенным гармоническим рядом. 
Поскольку при а < 1 для любого номера К справедливо нера- 
венство 


©. 
.. 1 
и поскольку гармонический ряд У), - расходится 1), то теорема 
К=1 
сравнения 13.3 позволяет утверждать расходимость ряда (13.17) 
для любого а < 1. 


') Расходимость гармонического ряда установлена в п. 2 $ 1. 


436 ТЕОРИЯ ЧИСЛОВЫХ РЯДОВ ГЛ. 13 


3. Признаки Даламбера и Коши. К признакам сравнения 
непосредственно примыкают два весьма употребительных при- 
знака сходимости рядов с положительными членами — Далам- 
бера и Коши. Признаки Даламбера, и Коши основаны на сравне- 
нии рассматриваемого ряда, с рядом, составленным из элементов 
геометрической прогрессии, а именно со сходящимся рядом 


со 
У Ч =а+е-те+.... Ч < 1, (13.18) 
или с расходящимся рядом 
со 
1=1+1+1+... (13.19) 
Е — 


Теорема 13.5 (признак Даламбера) '). Г. Если для всет 
номеров К, или по крайней мере начиная с некоторого номера К, 
справедливо неравенство 


+1 << 1?) (р > 1) | (13.20) 
рь Рь 
со 
то ряд >». р сходится (растодится). 
&—=1 
П. Если существует предел 
Ва РА = Д, (13.21) 
К—>со РЕ 


©. 
то ряд »` рь сходится при Г < 1 и расходится при Ё > 1. 
К—1 
Теорему П обычно называют признаком ДЛаламбера в пре- 
дельной форме. В этой форме он наиболее часто используется. 
Доказательство. Разберем отдельно теоремы Ти П. 


1} Для доказательства теоремы Т положим р! = 4^ (р = 1). 


я) я) 
Тогда РЕ = 4, ге <1 |1 р =1], и мы можем переписать 
А р 
неравенство (13.20) в виде 
Ы Ы 
Ре Ре Ре Ре 5). 
хин (вы ъ ии) (13.22) 

РЕ Рь Ре Рь 


1) Как Лерон Даламбер — франпузский математик и философ (1717- 
1783). 


со 
?) При этом, конечно, предполагается, что все члены ряда У` рь (по край- 
К=1 
ней мере начиная с некоторого номера) строго положительны. 
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©. 
Так как ряд р р,, совпадающий с рядом (13.18) ((13.19)), схо- 
—1 
дится (расходится), то неравенство (13.22) на основании теоре- 
мы сравнения 13.4 гарантирует сходимость (расходимость) ряда 


оо 
», рь. Теорема Т доказана. 
&=1 
2) Докажем теперь теорему П. Если Ё < 1, то найдется по- 
лоэюительное число = такое, что Ь = 1-2 и Б+Е =1- Е. 
По определению предела последовательности для указанного & 
найдется номер № такой, что при Е > № 
БЕ < И < ГуЕ=1 =. (13.23) 
РЕ 
Число +=; = 1 -— Е играет роль 4 в теореме 1. Ряд сходится. 
Если же /, > 1, то найдется положительное число & такое, 
что А =1+5ЕиЁ-—Е = 1. В этом случае на основании левого из 
неравенств (13.23) получим 
й, 
[т > р-Е=1 (приЁ> М). 
Рк 
Ряд расходится на основании теоремы [. Теорема 13.5 полностью 
доказана. 
Замечания к теореме 13.5. 1) Обратим внимание на 
й, 
+1 << 1 (для всех К, 
РЕ 


Вет 
начиная с некоторого) нельзя заменить на —— < 1. 
Рк 


В самом деле, как доказано выше, гармонический ряд (13.12) 


К 
асходится. но лля этого ряда РА = —^ < 1 (для всех номе- 
р Д д ряд ря ЕТ д 


то, что в теореме 13.5 (Т) неравенство 


ров К). 

2) Если в условиях теоремы 13.5 (П) 2 = 1, то нельзя сказать 
ничего определенного о сходимости ряда (т. е. при Г = 1 признак 
Даламбера «не действует»). В самом деле, для гармонического 
ряда (13.12) Г = 1, причем этот ряд, как мы знаем, расходится. 


Вместе с тем для ряда х 
1 о ‹ 
У. с (13.24) 
&=1 


также Г = 1, но этот ряд, как будет показано в следующем 
пункте, сходится. 

Теорема 13.6 (признак Коши). Г. Если для всех номе- 
ров ЕЁ, или по крайней мере начиная с некоторого номера К, 
справедливо неравенство 


Ур<ч<1 (2. (13.25) 
оо 


то ряд »` рь сходится (расходится). 
&=1 
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П. Асли существует предел 
Пт %рк = С, (13.26) 
Е —Усо 


со 
то ряд »` рь сходится при Г < 1 и расходится при Г > 1. 
К=1 
Теорему П обычно называют признаком Коиии в предельной 
форме. 
Локазательство. Разберем отдельно теоремы Ти ЦП. 


1} Для доказательства теоремы Т положим р! = 4^ (р = 1). 
Тогда из неравенства (13.25) получим 


рк < (ФЕ 2рь). (13.27) 


9) 
Так как ряд >) р,, совпадающий с рядом (13.18) ((13.19)), схо- 
к=1 
дится (расходится), то неравенство (13.27) на основании тео- 
ремы сравнения 13.3 гарантирует сходимость (расходимость) 


са 
ряда >. Рь. 
К—1 

Теорема 13.6 (Т) доказана. 

2) Для доказательства теоремы 13.6 (П) следует дословно по- 
вторить схему доказательства теоремы 13.5 (П), заменив во всех 
рассуждениях ЕТ на, { к. 

РЕ 

Теорема 13.6 полностью доказана. 

Замечания к теореме 13.6. 1) Как и в предыдущей 
теореме, в теореме 13.6 (Г) неравенство к < 4 < 1 нельзя 
заменить на {рр < 1. 

2) При Г = 1 признак Коши в предельной форме «не дей- 
ствует». Можно сослаться на, два примера, указанные в соответ- 
ствующем замечании к признаку Лаламбера. 


3) Возникает вопрос о том, какой из двух признаков, Даламбера или 
Коши, является более сильным. Проанализируем этот вопрос в отношении 
признаков Лаламбера и Коши, взятых в предельной форме. Можно дока- 
зать, что из существования предела (13.21) вытекает существование пре- 
дела (13.26) и факт равенства этих пределов. (Доказательство приведено 
в дополнении [ к этой главе.) Обратное неверно. В самом деле, легко убе- 
диться в том, что для ряда 


(= +3 


ЕН (13.28) 


К=1 


предел (13.26) существует и равен 1/2, в то время как предел (13.21) вообще 
не существует. Таким образом, признак Коши является более сильным, чем 
признак Даламбера, ибо всякий раз, когда действует признак Даламбера, 
действует и признак Коши и вместе с тем существуют ряды (например, ряд 
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(13.28)), для которых действует признак Коши и не действует признак Да- 
ламбера. Несмотря на это, признак Даламбера на практике употребляется 
чалце, чем признак Коши. 


Примеры. 1) Исследуем вопрос о сходимости ряда 


хз (м) (13.29) 


р 
&=1 
Применим признак Лаламбера в предельной форме. Имеем 
О ва Е в Е ним 
РЕ К’ Рь (+1)! (Мк)“ +1 К | 
(13.30) 
На основании |1 
в/2 
Бо 2+ — о о р, — 
со Рь К со т +1 
1/2 
= Пт [11 (1+) =0.ме=0< 1, 
Е—со я 1 К- с К Ме 
т. е. ряд (13.29) сходится. 
2) Изучим вопрос о сходимости ряда 
— К 
Хэ. (13.31) 
К=1 
Применим признак Коши в предельной форме. Имеем 


урк = (13.32) 


На основании (13.32) Ши \рк = 1 Ниа УЕ = Е < 1). Таким 


образом, признак Коши устанавливает сходимость ряда (13.31). 

4. Интегральный признак Коши_Маклорена. Призна- 
ки Даламбера и Коши оказываются непригодными для выяс- 
нения вопроса о сходимости некоторых часто встречающихся 
рядов с положительными членами. Так, например, с помошью 
этих признаков нельзя выяснить вопрос о сходимости обобшен- 


ного гармонического ряда 
оо 
У`— (13.33) 
ра 


(х — любое вещественное число). 


') Для вычисления Шо д1/ 


со 
1/2 и применить правило „Лопиталя. 


следует прологарифмировать выражение 


ИЯ 
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Правда, в конце п. 2 мы установили, что при а < 1 ряд (13.33) 
расходится, но остается открытым вопрос о сходимости этого 
ряда при а > 1. В этом пункте мы установим еще один об- 
ший признак сходимости ряда с положительными членами, из 
которого, в частности, будет вытекать сходимость ряда (13.33) 
при а > [. 

Теорема 13.7 (теорема Коши_Маклорена). Пусть 
функция (т) неотрицательна и не возрастает всюду на по- 
лупрямой х > т, где т — любой фиксированный номер. Тогда 
числовой ряд 


У Л(Е) = Л(т) + Кт+ + Кт +2) +... (13.34) 
к=т 


сходится в том и только в том случае, когда существует пре- 
дел при п — со последовательности 


с, = [| а) 4х. (13.35) 


Доказательство. Пусть & — любой номер, удовле- 
творяющий условию к > т-+1Т, а т — любое значение аргумента, 
из сегмента, & — 1 < 5 < 2. Так как по условию функция [(5) не 
возрастает на указанном сегменте, то для всех т из указанного 
сегмента справедливы неравенства 


(К) < Г(=) < ДЕ-П. (13.36) 


Функция }(5), будучи ограниченной и монотонной, интегриру- 
ема на, сегменте  —1< 5 < (см. п. 5 $8 4 гл. 10). Более того, из 
неравенств (13.36) и из свойства, 3° (см. п. 1 8 бтгл. 10) вытекает, 
что 


К К К 
| (К) ах < | (1) ах < | (к-т ах 
к—1 к—1 К—1 
или 
К 
(К) < ] 7(х) ах < КЕ-П. (13.37) 
к—1 


Неравенства (13.37) установлены нами для любого К 2 т + 1. 
Запишем эти неравенства для значений А =т-+1т-2,... ‚п, 
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где % — любой номер, превосходящий т: 


(п) < ] (2) ах < КНп- 1. 
| 


й— 


Складывая почленно записанные неравенства, получим 


у) й т—1 
У (Е) < [1 ав < У (К). (13.38) 
Е—т-1 т Е —т 


Договоримся обозначать символом 5» й-ю сумму ряда (13.34), 
равную 


5) = У. (К). 
к=т 


Приняв это обозначение и учитывая обозначение (13.35), мы мо- 
жем следующим образом переписать неравенства (13.38): 


5, — (т) За, < $1. (13.39) 


Неравенства, (13.39) позволяют без труда доказать теорему. В 
самом деле, из формулы (13.35) очевидно, что последователь- 
ность {а } является неубывающей. Стало быть, для сходимости 
этой последовательности необходима и достаточна ее ограничен- 
ность. Для сходимости ряда (13.34) в силу теоремы 13.2 необхо- 
дима и достаточна ограниченность последовательности {5}. Из 
неравенств (13.39) вытекает, что последовалельность {5} огра- 
ничена тогда и только тогда, когда ограничена последователь- 
ность {а}, Т. е. тогда и только тогда, когда последовательность 
{а®! сходится. Теорема доказана. 

Примеры. 1) Прежде всего применим интегральный 
признак Коши-Маклорена для выяснения сходимости обобщен- 
ного гармонического ряда (13.33). Поскольку ряд (13.33) можно 


рассматривать как ряд вида (13.34) при т = 1, }(1) = —- И 


функция }(т) убывает и положительна на полупрямой т > 1, 
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вопрос о сходимости ряда (13.33) эквивалентен вопросу о сходи- 
мости последовательности {аи}, где 


= при а = 1, 
@ — — ах = Та |&=1 1-а 
Я Ш = ши при а = 1. 


Из вида элементов @и„ вытекает, что последовательность {@} 
расходится при а < 1 и сходится при а > 1, причем в последнем 
случае Ша аи = —1 Таким образом, ряд (13.33) расходится 
п—со а —1 
при & < 1 (это мы уже установили выше другим способом) и 
сходится при а > 1. В частности, при а = 2 ряд (13.33) не- 
реходит в ряд (13.24), сходимость которого мы теперь можем 
утверждать. 
2) Исследуем вопрос о сходимости ряда 


со 


1 
>. Е ШК’ (13-40) 


к=2 


где 6 — фиксированное положительное вещественное число. Ряд 
(13.40) можно рассматривать как ряд вида (13.34) при т =2 и 


1 (в) = 


х ш8 х 
растает на полупрямой х > 2, вопрос о сходимости ряда (13.40) 


эквивалентен вопросу о сходимости последовательности ат, 
где 


Поскольку функция { (1) неотрицательна и не воз- 


п ШВ |7= Ши шеВ2 
а И прив, 
сы = [| тете = 1 ш=2 тр 
т пб т т 


2 шп шх о = шшл — шш2 при рВ=1. 


Из вида элементов а» вытекает, что последовательность {а} 
сходится при В > 1 и расходится при В < 1. Таким образом, ряд 
(13.40) сходится при В > 1 и расходится при В < 1. 


5. Признак Раабе. Признаки Даламбера и Коши были основаны на 
сравнении рассматриваемого ряда с рядом, прелставляющим собой сумму 
геометрической прогрессии. Естественно, возникает идея о получении 60- 
лее тонких признаков, основанных на сравнении рассматриваемого ряда с 
другими стандартными рядами, схолящимися или расходящимися «медлен- 
нее», чем ряд для геометрической прогрессии. 

В этом пункте мы установим признак, основанный на сравнении рассма- 
триваемого ряда с изученным в предыдущем пункте стандартным рядом 


1 1 1 | 
— = +... 13.41 
> Ноя + аа + (13.41) 
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Теорема 13.8 (признак Раабе) 1).Т. Если для всет номеров К, или по 
* * 2. 
крайней мере начиная с некоторого номера К, справедливо неравенство”) 


в (Е- РЕН) >а>1 {Е (а- Ре} 
РЕ РЕ 


то ряд У` рь сходится (расходится). 


Л 


:), (13.42) 


&—1 
НП. Если существует предел 
те (1 _ и — Г, (13.43) 
Е со РЕ | 


со 
то ряд »` рь сходится при Ё > 1 ц растодится при Ё < 1. Теорему П 
&=1 
обычно называют признаком Раабе в предельной форме. 
Доказательство. Разберем отдельно теоремы Ти П. 
1) Для доказательства теоремы Т перепишем неравенство (13.42) в виде 


| | 
РЕ <1_9 РЕ | =} (13.44) 
Рь К Рь К 


Так как 4 > 1, то найдется некоторое число а, удовлетворяющее нера- 
венствам 4 > а > 1. Разложив функцию (1 + 5)“ по формуле Маклорена с 
остаточным членом в форме Пеано (см. п. 2 $ 15 гл. 8), будем иметь 


(1 %)” =1+а%-+2(т). 


Полагая в последней формуле х = —1/Ё, получим 


6-97) сы 


$ (1/Ё) 
ТИ 


чиная с некоторого номера Ко, справедливо неравенство 


Поскольку последовательность является бесконечно малой, то на- 


8 (17) 
<а-а. 13.4 
Сопоставляя (13.45) и (13.46), получим неравенство 
1\7 а | | 
(1 — р, >21- т. (при А > Ко). (13.47) 


Сравнение неравенств (13.44) и (13.47) дает 
В 1 | 
РАН < 11 ры (при А > Ко). 
РЕ К к Е | 


') Иозеф Людвиг Раабе — швейцарский математик (1801-1859). 


©.) 
") Конечно, при этом предполагается, что ряд »`рь, по крайней мере 


#— 
начиная с некоторого номера, имеет строго положесительные члены. 
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Последние неравенства можно переписать в виде 


1 1 
к < -------- р > :----. (при А > №). (13.48) 
Рь ВЕ 
(Е — 1) 1 
Поскольку ряд (13.41) сходится при а > Ти расходится при а = 1, то 


неравенства (13.48) и теорема сравнения 13.4 позволяют утверждать, что 


[© ® 
ряд У` рк сходится (расходится). Теорема 1 доказана. 
К=1 
2) Точно так же, как и в признаках Лаламбера и Коши, мы сведем теоре- 


г-1 
му П к теореме Т. Пусть сначала, Г, > 1. Положим = = 5. а=1+Е=Ё- Е. 


По определению предела (13.43) для этого = можно указать номер Ко, на- 
1 — РЕ-т 
РЕ 

неравенство (13.42). Если же Г, < 1, то мы положим = =1-— Г и, используя 
определение предела (13.43), получим, что, начиная с некоторого номера Ко, 
справедливо правое неравенство (13.42). Теорема 13.8 полностью доказана. 

Замечание. Отметим, что в теореме 13.8 (ТГ) в левом неравенстве 
(13.42) нельзя взять 4 =1 (при этом сходимость ряда может не иметь ме- 
ста). При Г, = 1 теорема 13.8 (П) «не действует» (возможна и сходимость, 
и расходимость ряда). 

Пример. Исследовать вопрос о сходимости ряда 


чиная с которого |А —Г| <&, и, стало быть, справедливо левое 


со 11 1. 
(+++. + 
У рь, где рь=а 23 рт) (а = сов > 0). 


К=2 


Легко проверить. что признаки Лаламбера и Коши в применении к этом 
3 
ряду «не действуют». Применим признак Раабе. Легко проверить, что 


ЛИК 

в (1 Ре) а об 
Рь _1 
| 


Нетрудно сообразить, что последняя дробь при К — со стремится к произ- 
водной функции а” в точке х = 0, т.е. стремится к ша. В силу признака 
Раабе рассматриваемый ряд сходится при ша > 1, т. е. приа >ье, ц рас- 
тодится при ша < 1, т. е. приа < е. Приа =е вопрос о сходимости 
ряда требует дополнительного исследования, так как признак Раабе «не 
действует». Другим примером ряда, в применении к которому «не действу- 
ет» признак Раабе, может служить ряд (13.40). 

6. Отсутствие универсального ряда сравнения. Мы уже отмеча- 
ли, что признаки ДЛаламбера и Коши основаны на сравнениях рассматрива- 
емого ряда с рядом для геометрической прогрессии, а признак Раабе — на 
сравнении с более медленно сходящимся (или расхолящимся) рядом (13.41). 

Естественно, возникает вопрос о том, не существует ли такой универ- 
сальныий (предельно медленно!) стодящийся (или расходящийся) ряд, срав- 
нение с которым позволило бы сделать заключение о сходимости (цли 
растодимости) любого наперед взятого ряда с полоэюительными членами. 
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Докажем, что такого универсального ряда не существует. Пусть даны 
© ® о 
. { ! 
два сходящихся ряда \`рки »` рь; обозначим символами ги и г, соответ- 


©. ©) 
` { 
ственно их 7-е остатки. Будем говорить, что ряд »` рь стодится медлен- 
1 
| Ти 
нее, чем ряд >, рь, если На — = 0. Докажем, что для каждого стодя- 
щегося ряда существует ряд, стодящийся медленнее этого ряда. В самом 
©. ©) 


деле, пусть >` рк — любой сходящийся ряд; г» — его п-й остаток. Докажем, 


1 
— { 1 { — 
что ряд У` р, где!) ру = \/тьт- \Ить, сходится медленнее, чем ряд У` рь. 
ЕТ ЕТ 
©. ©) 
# 4» ` # 
В самом деле, если г„ — п-й остаток ряда »` рь, то 
1 
Ти . Ги 
Пт — = Па =0 


Докажем теперь отсутствие универсального сходящегося ряда, сравнение с 

которым позволило бы сделать заключение о сходимости любого наперед 

взятого сходящегося ряда. В самом деле, если бы такой универсальный схо- 
©. ©) 

дящийся ряд »` рьк существовал, то, взяв для него построенный выше ряд 
&=1 


©. ©) 

. { 
»`рь, мы получили бы, что 
К=1 


пла — = Нм = Ша (Та -+ т») = 0. 
К — со р» Ес А/ГЕ1 — А/ГЕ К со 
©. ©) 
Таким образом, из сравнения с рядом »` рь нельзя сделать заключения о 
к=1 


< 
сходимости ряда >` рь. Аналогично доказывается отсутствие универсаль- 
©—=1 
ного расходящегося ряда, сравнение с которым позволило бы сделать за- 
ключение о расходимости любого наперед взятого расходящшегося ряда. 


$ 3. Абсолютно и условно сходящиеся ряды 


1. Понятия абсолютно и условно сходящегося ряда. 
Теперь мы перейдем к изучению рядов, члены которых являют- 
ся вешественными числами любого знака. 

Определение 1. Будем называть ряд 


©. ®) 
Уч (13.49) 
&—=1 


©.) 
1) За го принимаем всю сумму »` фк. 
&=1 
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абсолютно стодящимся, если стодится ряд 


©. ®) 
У [мк]. (13.50) 
&=1 


Заметим, что в этом определении ничего не сказано о том, пред- 
полагается ли при этом сходимость самого ряда (13.49). Оказы- 
вается, такое предположение оказалось бы излишним, ибо спра- 
ведлива следующая теорема. 

Теорема 13.9. Из сходимости ряда (13.50) вытекает сто- 
димость ряда (13.49). 
Доказательство. Воспользуемся критерием Ко- 
пти для ряда (т. е. теоремой 13.1). Требуется доказать, что для 
любого = > 0 найдется номер № такой, что для всех номеров п, 
удовлетворяющих условию й > М, и для любого натурального р 


п--р 


У ик | <=. (13.51) 


К=и-1 


Фиксируем любое = > 0. Так как ряд (13.50) сходится, то, в силу 
теоремы 13.1, найдется номер № такой, что для всех номеров ®, 
удовлетворяющих условию п > М, и для любого натурального р 


и--р 


У. |щк| < =. (13.52) 


Е=п-Е1 


Имея в виду, что модуль суммы нескольких слагаемых не пре- 
восходит суммы их модулей, можем записать 


п--р п--р 
У. ик! < У. |4 |. (13.53) 
к=п-1 &=п-1 


Сопоставляя неравенства (13.52) и (13.53), получим неравенство 
(13.51). Теорема, доказана. 

Определение 2. Ряд (13.49) называется условно сто- 
дящимся, если этот ряд сходится, в то время как соот- 
ветствующий ряд ‘из модулей (13.50) растодится. 

Примером абсолютно сходящегося ряда может служить ряд 

со 


—1)^—1 1 1 1 
К=1 


Этот ряд сходится абсолютно, ибо при а@ > 1 сходится ряд 
(13.33). Приведем пример условно сходящегося ряда. Докажем 


$3 АБСОЛЮТНО И УСЛОВНО СХОДЯЩИЕСЯ РЯДЫ 447 


условную сходимость ряда 


Г Е 18-1 
У аа. + С... (1354 
&—=1 


Так как соответствующий ряд из модулей (гармонический ряд), 
как мы уже знаем, расходится, то для доказательства условной 
сходимости ряда (13. 54) достаточно доказать, что этот ряд схо- 
дится. Локажем, что ряд (13.54) сходится к числу ш2. Вп. 2$ 15 
гл. 8 мы получили разложение по формуле Маклорена функции 
1(1+ 5) 


3 4 
Шо +... + (171 1 +В, 41 (2). (13.55) 


Там же для всех т из сегмента 0 < т < 1 получена следующая 
оценка остаточного члена: 
1 


Пит (т < Ш. 


г 


Полагая в формулах (13.55) и (13.56) х = 1, будем иметь 


11 1 —1)”-* 
Ша + + А, (1, 
гле 
1 
п- 1 


Вик < 


ИЛИ 


11 1 ера 
1 — — | — Ш2 
| 2 т 3 4 т т ТИ) < в 1 
Обозначая через 5, п-ю частичную сумму ряда (13.54), мы мо- 
жем переписать последнее перавенотво в виде 


15, — 12| < —— 
п т 

Таким образом, разность ©, — ш2 представляет собой бесконеч- 
но малую последовательность. Это и доказывает сходимость ря- 
да (13.54) к числу ш2. 

2. О перестановке членов условно сходящегося ряда. 
Одним из важнейших свойств суммы конечного числа веще- 
ственных слагаемых является переместительное свойство. Это 
свойство утверждает, что от перестановки слагаемых сумма не 
меняется. Естественно, возникает вопрос, остается ли справел- 
ливым это свойство для суммы сходящегося ряда, т. е. может 
ли измениться сумма сходящегося ряда от перестановки чле- 
нов этого ряда? В этом пункте мы выясним этот вопрос в отно- 
шении условно стодящегося ряда. Мы начнем наше рассмотре- 
ние с изучения некоторой конкретной перестановки членов ряда 
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(13.54). Для удобства запишем ряд (13.54) в виде 


1 1 

тэ... (13.56) 
—_—.—_— 

В конце предыдущего пункта мы доказали, что ряд (13.54) схо- 
дится условно и имеет сумму 9 = шШ2. Переставим теперь члены 
ряда (13.54) так, чтобы после одного положительного члена, сто- 
яли два отрицательных члена. В результате такой перестановки 
членов получим ряд 


1 1 1 
“тырить, ринке” 


1 1 1 1 1 1 1 1 
ааа +. (5 жеж) +... (13.57) 
И И ИНЬ, 


Докажем, что полученный в результате указанной перестановки 
членов ряда (13.54) ряд (13.57) сходится и имеет сумму, влвое 
меньшую, чем ряд (13.54). Будем обозначать т-е частичные 
суммы рядов (13.54) и (13.57) символами бт и 5’, соответствен- 
но. Можем записать: 


Итак, 


бт. (13.58) 


Далее, очевидно, что 


1 1 
5 т—1 592т То (13.59) 

1 
Поскольку Ша 62и, = ©, в пределе при т -» со из формул 

со 
(13.58), (13.59) и (13.60) получим 
‚т , 1 , 1 
ии, 5Зт — 55 ии, 5Зт—1 — 55 ии, 5Зт—2 — 55. 


Тем самым окончательно доказано, что ряд (13.57) сходится и 
1 

имеет сумму, равную 55 . Поскольку © = Ш2 = 0, ясно, что 

1 ., 

55 = ©. Стало быть, в результате указанной въымие переста- 


новки членов сумма условно стодящегося ряда (13.54) измени- 
лась. Рассмотренный нами конкретный пример показывает, что 
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условно сходящийся ряд не обладает переместительным свой- 
ством. Полную ясность в вопрос о влиянии перестановок членов 
на сумму условно сходящегося ряда вносит следующее замеча- 
тельное утверждение, принадлежащее Риману. 

Теорема 13.10 (теорема Римана). Если ряд сходится 
условно, то, каково бы ни было наперед взятое число Г, мож- 
но так переставить члены этого ряда, чтобы преобразованный 
ряд сходился к числу Г. 

Доказательство. Пусть 


Ю © 
> ИЕ (13.61) 
&—=1 

— произвольный условно сходящийся ряд. Обозначим через 

р1,р2,р3,... положительные члены ряда (13.61), выписанные 

в таком порядке, в каком они стоят в этом ряде, а через 

41, 92, 43,... модули отрицательных членов ряда (13.61), выпи- 


санные в таком же порядке, в каком они стоят в этом ряде. Ряд 
(13.61) содержит бесконечное число как положительных, так и 
отрицательных членов, ибо если бы членов одного знака было 
конечное число, то, отбросив не влияющее на сходимость ко- 
нечное число первых членов, мы бы получили ряд, состоящий 
из членов одного знака, для которого сходимость означала бы 
абсолютную сходимость. Итак, с рядом (13.61) связаны два бес- 
со со 
конечных ряда с положительными членами У`фки > ^ дк. Бу- 
&=1 &=1 
дем обозначать первый из этих рядов символом Р, а второй — 
символом (©). Докажем, что оба ряда Ри О являются расходя- 
шимися. Обозначим символом © П-ю частичную сумму ряда 
(13.61), символом Р„ — сумму всех положительных членов, вхо- 
дяших в оп, символом ()„ — сумму модулей всех отрицательных 
членов, входящих в оп. Тогда, очевидно, о = Р‚ — Ор, и так 
как по условию ряд (13.61) сходится к некоторому числу 5, то 


(Р.- О») = 5. (13.62) 


[10 

п—со 
С другой стороны, так как ряд (13.61) не сходится абсоллютню, 
то 


би (Р, + О) = ©. (13.63) 

п—со 

Сопоставляя (13.62) и (13.63), получим Ша Р, = ©, Ша О, = 
| п—} со Пс 

—= со, т. е. доказано, что оба ряда Р и О расходятся. Из расходи- 

мости рялов Ри О вытекает, что даже после удаления любого 


конечного числа первых членов этих рядов, мы можем взять 
из оставшихся членов как ряда Р, так и ряда © столь большое 


15 В.А. Ильин, Э.Г. Позняк, часть 1 
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число членов, что их сумма превзойдет любое наперед взятое 
число. Опираясь на этот факт, докажем, что можно так переста- 
вить члены исходного ряда (13.61), что в результате получится 
ряд, сходящийся к наперед взятому числу Г[,. В самом деле, мы 
получим требуемый ряд слелующим образом. Сначала выберем 
из исходного ряда (13.61) ровно столько положительных членов 
Р1, р2. рз,....рЕ, чтобы их сумма р1-+ р2-+.. .-рь, превзошла 2. 
Затем добавим к выбранным членам ровно столько отрицатель- 
ных членов —01, —42,...,—4ь›, чтобы общая сумма р1 +72 -+... 
...Н к —91—92—...—9ь› оказалась меньше Г. Затем снова доба- 
вим ровно столько положительных членов ры +1, Рк+2,... ‚Ра, 
чтобы общая сумма ру + р2-+...+ ры — Ш - 92 -...- 9% + 
+ Рк-1-+...+рь. оказалась больше Ё. Продолжая аналогичные 
рассуждения далее, мы получим бесконечный ряд, в состав ко- 
торого войдут все члены исходного ряда (13.61), ибо каждый 
раз нам придется добавлять хотя бы один положительный или 
отрицательный член исходного ряда. Остается доказать, что по- 
лученный ряд сходится к Г. Заметим, что в полученном ряде 
последовательно чередуются груплиы положительных и грутиуы 
отрицательных членов. Если частичная сумма полученного ря- 
да заканчивается полностью завершенной группой, то отклоне- 
ние этой частичной суммы от числа Г не превосходит модуля 


последнего его члена !). Если же частичная сумма заканчива- 
ется не полностью завершенной группой, то отклонение этой 
частичной суммы от числа Г, не превосходит модуля последне- 
го члена предпоследней из групп. Для установления сходимости 
ряда к [, достаточно убедиться в том, что модули последних 
членов групи образуют бесконечно малую последовательность, 
а это непосредственно вытекает из необходимого условия сходи- 
мости исходного ряда (13.61). Теорема Римана доказана. 

3. О перестановке членов абсолютно сходящегося ря- 
да. В предыдущем пункте мы доказали, что условно стодящийся 
ряд не обладает переместительным. свойством. В этом пунк- 
те мы докажем, что для всякого абсолютио стодящегося ряда 
справедливо переместительное свойство. 

Теорема 13.11 (теорема Коиил). Если данный ряд сто- 
дится абсолютино, то любой ряд, полученный из данного ряда 
посредством некоторой перестановки членов, также стодится 
абсоллотлно и имеет ту же сумму, что и данный ряд. 

Доказательство. Пусть ряд 

со 


У оч (13.64) 


&=1 


1 
) Ибо мы добавляем в данную группу члены ровно до тех пор, пока 
общая сумма «не перейдет» через число Г. 
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сходится абсолютно и сумма этого ряда равна ©. Пусть, далее, 


со 


Уи (13.65) 


&=1 


— ряд, полученный из ряда (13.64) посредством некоторой пере- 
становки членов. Требуется доказалъ: 1) что ряд (13.65) сходится 
и имеет сумму, равную 5; 2) что ряд (13.65) сходится абсолют- 
но. Докажем сначала 1). Достаточно доказать, что для любого 
= > 0 найдется номер № такой, что при п > № 


7% 


Уи —5 <Е. (13.66) 
К=1 


Фиксируем произвольное = > 0. Так как ряд (13.64) сходится 
абсолютно и имеет сумму, равную ©, то для выбранного & > 0 
можно указать номер № такой, что будут справедливы неравен- 
ства, 


№- р 
У. ик < 5 (р — любое натуральное число) (13.67) 
= М№-1 
и 
№0 
У. ик 9 5 1). (13.68) 
&=1 


Выберем теперь номер М столь болыпим, чтобы любая ча- 
стичная сумма 5, ряда (13.65) с номером п, превосходящим М, 
содержала все первые № членов ряда (13.65) ?). 

Оценим разность, стоящую в левой части (13.66), и дока- 
жем, что при й > М для этой разности справедливо неравен- 
ство (13.66). 


В самом деле, указанную разность можно представить в виде 


п п № № 
У. и-9= У. и, — У. ик | + У. и -о |. (13.69) 
1 1 1 1 


') Номер № в неравенствах (13.67) и (13.68) можно взять один и тот 
же. В самом деле, предварительно записав указанные два неравенства, с 
разными номерами №, мы затем можем взять наибольший из двух номе- 
ров №. 

?) Такой номер № выбрать можно, ибо ряд (13.65) получается из ряда 
(13.64) посредством некоторой перестановки членов. 


15% 
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Так как модуль суммы двух величин не превосходит суммы их 
модулей, то из (13.69) получим 


п п № № 
Уи —5 < Уи -У + У ик — ©. (13.70) 
1 1 1 1 


Из неравенств (13.68) и (13.70) очевидно, что для доказательства 
неравенства (13.66) достаточно доказать, что при п > № 


й № 
> и, — > Ик! < 
к=1 к=1 


Для доказательства неравенства (13.71) заметим, что при п > № 
первая из сумм, стоящих в левой части (13.71), содержит, все 
№ первых членов ряда (13.64). Вследствие этого разность 


| 


Ир № 
У. и, — У. ик (13.72) 
&=1 &=1 


представляет собой сумму (п — №) членов ряда (13.64) с номе- 
рами, каждый из которых превостодит №. 

Если выбрать натуральное р столь большим, чтобы номер 
№ - р превосходил номера всех (п — №) членов только что 
указанной суммы, то для разности (13.72), во всяком случае 
справедливо неравенство 


п № Мо-р 
У. и, — У. ик! < У. у (13.73) 
К=1 К=1 = Ао -1 


Из неравенств (13.73) и (13.67) вытекает неравенство (13.71). 
Тем самым доказано неравенство (13.66), т. е. доказано, что ряд 
(13.65) сходится и имеет сумму, равную 5. Остается доказать 
утверждение 2) о том, что ряд (13.65) сходится абсолютно. До- 
казательство этого утверждения следует из утверждения 1), ес- 
ли его применить к рядам 


со со 
У. мк И У. |. |. (13.74) 
&=1 &=1 


При этом мы докажем сходимость второго из рялов (13.74), т. е. 
докажем абсолютную сходимость ряда (13.65). Теорема 13.11 
полностью доказана. 
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$ 4. Арифметические операции над сходящимися 
рядами 


В этом параграфе мы рассмотрим вопрос о возможности по- 
членного сложения и перемножения схолящихся рядов. 
оо 


со 
Теорема 13.12. Если два ряда Утик и У. к сходятся 


и имеют суммы, соответственно равные С и у, то чц ряд 
©. 


У» (ик = 9ь) сходится и имеет сумму, равную ИП =У. 

&=1 

Доказательство. Обозначим 7-е частичные сум- 
мы рядов ‘ик, Ук и > (ик + 9) соответственно через Ок, 
У, и ©. Тогда, очевидно, и = (И, = У). Так как Ша ПЦ, =О0, 


И—со 
110 У, = У, то, согласно теоремам 3.9 и 3.10, существует предел 


Пт ©, = О + У. Теорема доказана. 


Таким образом любые стодящиеся ряды можно почленно 
складывать и вычитать. 

Переходя к вопросу о возможности почленного перемноже- 
ния рядов, докажем следующее утверждение. 


оо оо 
Теорема 13.13. Если два ряда У ик и >_ чи сходятся аб- 
&=1 [=1 


солютно и имеют суммы, соответственно равные И и\, то 
ряд, составленный из всех произведений вида 


ик (К =1,2,...; [=1,2,...)}, 


затумерованных в каком угодно порядке, также сходится аб- 
солютино и его сумма равна (У. 
Доказательство. Обозначим через ил, 2, мз.... 


произведения вида ира: (Е =1,2,...:[=1,2,...), занумерован- 
[© © 

ные в каком угодно порядке. Докажем, что ряд > |их| сходится. 
1 


Пусть © — п-я частичная сумма этого ряда. Сумма © состоит 
из членов вида |и;|. Среди индексов К и [ таких членов, вхо- 
дящих в сумму оп, найдется наибольший индекс, который мы 
обозначим через т. 

Тогда во всяком случае 


ба < (ма + м2 +... + Шт) (+ |921 +...+ |). (13.75) 


В правой части неравенства (13.75) стоит произведение э-х ча» 
стичных сумм рядов У. ик] и > _ 91|. В силу сходимости указан- 
ных рядов с положительными членами все их частичные суммы 
(а стало быть, и их произведение) ограничетия. Поэтому ограни- 
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чена и последовательность частичных сумм {5}, а это и до- 
казывает сходимость ряда >» › ||, т. е. абсолютиную сходимость 
ряда У` их. 

Остается доказать, что последний ряд имеет сумму 5, рав- 
ную ОУ. Так как этот ряд сходится абсолютно, то в силу тео- 
ремы 13.11 его сумма © не зависит от порядка, в котором мы 
его суммируем. Какую бы мы ни взяли последовательность (а 


стало быть, и подпоследовательность`)) частичных сумм этого 


ряда, она сходится к числу ©. Но в таком случае сумма 5 ряда 
со 


»` и; заведомо равна (У, ибо именно к этому числу сходится 
1=1 
подпоследовательность И’ частичных сумм этого ряда вида 


И = (щи +... + ит) (9 + 12+... +). 


Теорема 13.13 доказана. 
Замечание. Произведение рядов 
оо оо 


ЧЕ И Ге, 


К=1 К=1 
Для многих пелей удобно записывать в виде 


со со 
р Ге, ее 
&—=1 1 


= 1 + (192 + и21) +... + (акт +... + чи +... 


Отметим без доказательства, что ряд, полученный почленным 
перемножением двух рядов указанным специальным образом, 
сходится и в случае, когда только один из двух перемножае- 
мых рядов сходится абсолютно (а другой ряд может при этом 
сходиться только условно). В случае, когда оба ряда, сходятся 
условно, почленное перемножение их даже по этому правилу 
приводит, вообще говоря, к расходящемуся ряду. 


$ 5. Признаки сходимости произвольных рядов 


В $ 2 мы установили ряд признаков сходимости для рядов 
с положительными членами. В этом параграфе мы изучим во- 
прос о признаках сходимости для рядов с членами любого знака. 
Итак, пусть 


У ок (13.76) 


1) В силу пн. 15 4 та. 3. 
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— ряд, члены которого имеют какие угодно знаки. Прежде всего, 
заметим, что для установления абсолютной сходимости этого 
ряда, т. е. для установления сходимости ряда с положительными 


членами со 
| 
к=1 


можно применять любой из признаков $ 2 (признак Лаламбе- 
ра, Коши, Раабе или интегральный признак). Однако ни один 
из указанных признаков не дает возможности выяснить более 


тонкий вопрос об условной сходимости ряда (13.76) '). 

Ниже мы и займемся отысканием более тонких признаков, 
позволяющих устанавливать сходимость ряда (13.76) и в тех слу- 
чаях, когда этот ряд не является абсолютно сходящимся. 

1. Признак Лейбница. Признак Лейбница относится к 
весьма, распространенному частному виду ряда (13.76), к так 
называемому знакочередующемуся ряду. Ряд называется зна- 
кочередующимся, если члены этого ряда поочередно имеют то 
положительный, то отрицательный знаки. Знакочередующийся 
ряд удобно записывать так, чтобы были выявлены знаки всех 
его членов, т. е. в виде 


фа — р-р -—...-+ ([—19^ р» +..., (13.77) 


где все р» 2 0. 

Теорема 13.14 (признак Лейбница). Если члены знако- 
чередующегося ряда, будучи взяты по модулю, образуют, невоз- 
растающую бесконечно малую последовательность, то этот 
ряд стодится. 

Замечание 1. Ряд, удовлетворяющий условиям теоремы 
13.14, часто называют рядом Лейбница. 


1) Заметим, впрочем, что признаки Даламбера и Коши можно приме- 
нять для установления растодимости ряда с членами любого знака (13.76). 
В самом деле, всякий раз, когда признак Даламбера или Коши констати- 


со 
рует расходимость ряда из модулей »` |и»|, К-й член ряда (13.76) ик не 
К=1 
стремится к нулю при К -» оо, т. е. ряд (13.76) расходится. В качестве 
примера установим, что ряд У К! (=) расходится для любого фиксиро- 
&=1 К 
ванного значения х, удовлетворяющего неравенству |х| > е. Подчеркнем, 
что непосредственная проверка того, что А-й член рассматриваемого ряда 
не стремится к нулю при # -} со, является затруднительной. Применим к 
рассматриваемому ряду признак Даламбера. Обозначая Ё-й член этого ря- 


авт = м -, откуда Ши [ак] = Е > 1. 
ак 1+.) ко |@к| е 
Г 


да через ак, будем иметь 


Расходимость ряда доказана. 
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Доказательство теоремы 13.14. Пусть дан 
ряд (13.77) и известно, что последовательность {рь} является 
невозрастающей и бесконечно малой. Частичную сумму этого 
ряда четного порядка 62„ можно записать в виде 


52 = (р1 — р2) + (рз — Р4) +... + (р21-1 — Рэп). (13.78) 


Так как каждая круглая скобка в (13.78) неотрицательна Г), то 
ясно, что при возрастании п последовательность 152! не убы- 
вает. 

С другой стороны, 52, можно переписать в виде 


бои, = Ра — (2 -— рз) — (р4— 5) —...- (21-2 — Рэи—1) — Рэп, 


откуда очевидно, что для любого номера п будет 552 < р1. Та: 
ким образом, последовательность четных частичных сумм 692% 
не убывает и ограничена сверху. В силу теоремы 3.15 эта, после- 
довательность сходится к некоторому числу ©, т.е. Ша 652% =5. 


П—со 
Из очевидного равенства 52„_1 = 02, + рэп и из того, что 
[11 р2„ = 0, вытекает, что и последовательность нечетных 
И—со 
частичных сумм 152„_1}! сходится к тому же числу 5, т. е. 
Ни 652„_1 = 9. Таким образом, вся последовательность {5} 
"о ® 


сходится к о. 

Замечание 2. При доказательстве теоремы 13.14 мы 
обнаружили, что последовательность четных частичных сумм 
{52} сходится к пределу 5 не убывая. Аналогично из равенства 


5211 = 1 — (р2 — рз) — (р4 — 5) -...-— (р2и—2 — Р2т—1) 
вытекает, что последовательность нечетных частичных сумм 
{52„_1} сходится к пределу 5 не возрастая. 

Таким образом, для любого номера п 


50% < © < 51. (13.79) 
Поскольку 52и_1 — 52, = рэ» из неравенств (13.79) вытекает, 
ЧТО © — 021 < ржи 521 _1-Ю <Х рр < р2„_1. Тем самым мы 
получаем, что для любого номера п справедливо неравенство 


5 — 5 < Ри. (13.80) 


Неравенство (13.80) широко используется для приближенных 
вычислений с помошью рядов. 

В качестве примера рассмотрим уже неоднократно фигури- 
ровавший выше ряд 


(1-1 ттт (—1)^' 
ЕЕ -а +. Ч... (13.81) 
К=1 


1) Вследствие того, что {рь} не возрастает, т. е. рь > рьза. 
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Заметим, что ряд (13.81) является рядом Лейбница, а поэто- 
му сходимость его вытекает из теоремы 13.14. Пусть, например, 
нужно вычислить сумму ряда (13.81), т. е. число №12, с точно- 


1 ., 
СТЬЮ ДО ти. В силу оценки (13.80) эта сумма с требуемой точ- 
1 


1 1 1 
ностью совпалает с 61 ТРЕЕ... — —. 
о 10 оз де 10” 


2. Признак Дирихле-Абеля. Для установления еще одно- 
го тонкого признака сходимости рядов выведем одно интересное 
тождество, представляющее собой аналог формулы интегриро- 
вания по частям. Пусть ит, 42, 43,... ‚ ®т, 02, 103,... — совершенно 
произвольные числа, © = 1 -+и2+...-+ и, пир — любые но- 
мера. Тогда справедливо следующее тождество: 


п--р и-р—1 
У. ик®ь = У. (ик — бит) + Эррои-р — 9и—. (13.82) 


К=п К=п 


Тождество (13.82) обычно называют тождеством Абеля '). 

Вывод тождества Абеля. Учтем, что их = 
= 5, — бк_1, и подставим это значение ид в левую часть (13.82). 
Получим 


п-Ер п-Ер п-Ер 
кок — ок — о 10к. 
К=п К=п К=п 


В последней сумме уменьшим на единицу индекс суммирова- 
ния К. Получим 


и-р и-Ер п-р—1 
› иБок = › Экок — , Ека = 
п--р-1 п-р-1 
— › бок + билрбтьр — > ЗЕЕ — би-1 0 = 
Ап К=п 
в-р—1 
— , Бе (ок — ка) б-р п--р — бп И, 
к=п 


1) Если равенство (13.82) переписать в виде 


ъ-р ъ-р—1 
) ик (бк — 1) = бир п-р — Эт — > бе (кт — 9%), 
&=—п &-—п 


то становится очевидным, что преобразование Абеля является по существу 
формулой суммирования по частям, представляющей собою разностный 
аналог формулы интегрирования по частям. 
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Мы получили выражение, совпадающее с правой частью (13.82). 
Тем самым тождество Абеля доказано. 

Теорема 13.15 (признак Дирихле-Абеля). Пусть дан 
ряд 


со 


У ироь. (13.83) 


к=1 


Этот ряд сходится, если выполнены следующие два условил: 
1) последовательность {0%} является невозрастающей и 


бесконечно малой; 
оо 


2) ряд >. ик имеет ограниченную последовательность ча- 


&—=1 
стичных сумм. 


Доказательство. Обозначим 5, п-ю частичную 
оо 


сумму ряда »^ ик. По условию существует такое число М > 
&=1 

> 0, что |5» < М для всех номеров 1. В силу критерия Коши 

достаточно доказать, что для любого = > 0 найдется номер № 

такой, что при п > М и для любого натурального р 


п-Ер 
У икиь| <. (13.84) 


К=п 


Пусть дано любое = > 0. Так как последовательность {0%} явля- 
ется бесконечно малой и не возрастает, то для положительного 
= 


числа 5 найдется номер № такой, что 
О< в < 5т (при п > М). (13.85) 


Применим теперь для оценки величины, стоящей в левой части 
(13.84), тождество Абеля (13.82). Учитывая, что модуль суммы 
нескольких величин не превосходит суммы их модулей, модуль 
произведения равен произведению модулей и что р > к-т, по- 
лучим 


вр и-р—1 
Уоикь < У. |9 (вк ов) + [ао бир [5и—т. (13.86) 


К=п К=п 


В правой части (13.86) воспользуемся неравенством |5»| < М, 
справедливым для всех номеров %. Получим 


вр и-р—1 
У оикь < М4 > (ка) Нар р + Ме. (13.87) 
&=—п 


К—п 
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Далее, заметим, что сумма, стоящая в фигурных скобках, точно 
равна %„. В таком случае неравенство (13.87) принимает вид 


п-Ер 
У ивок| < 2Моь. (13.88) 


К=п 


Теперь, если в правой части (13.88) воспользоваться неравен- 


ством (13.85), получим, что при ® > М и для любого натураль- 

ного р справедливо неравенство (13.84). Теорема доказана. 
Замечание. Теорема 13.14 (признак Лейбница) является 

частным случаем теоремы 13.15 при!) ик = (—1)^7". 
Примеры. 1. Исследовать на сходимость следующий 

ряд: 

1 1 2 


то Г 31°“. 


2 
Е... 


уд) = —. 141 = 1, 2 =— 1, 143 =— —2, А = 1, 45 — 1, 46 = —2, воза 


оо 
Очевидно, что: 1) ряд »` ик обладает ограниченной последовал 
К=1 
тельностью частичных сумм: 51 = 1, 52 = 2, 653 = 0, 654 = 1. 
55 =2, 56 =0,...;2) последовательность {0%} не возрастает и 
является бесконечно малой. По теореме 13.15 рассматриваемый 
ряд сходится. 5 
с0$ Кх 


2. Выясним вопрос о сходимости ряда > —. ‚Где т — неко- 
&—=1 
торое фиксированное вешественное число. Пользуясь обозначе- 


ниями теоремы 13.15, положим ик = с0зАх, ок = 1/Ё. Оценим 
ФФ 


последовательность частичных сумм 6, ряда »` ик. Поскольку 
&—1 
для любого номера А 


. 1 . 1 . 
зт(к - 5) — чт(к — 5) = 25 5 с03 КТ, 


то, суммируя это соотношение по А от 1 до п, получим 


7 
. 1 . 1 . . т 
чт (в 52 — зтоз = 255 > сов Кр = 29, зщ 5. 
&= 


Со Со 
1) Очевидно, что ряд У‘ и, = У`(-1)*-' =1-1+1-1+... имеет 
ограниченную последовательность частичных сумм. 
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Отсюда 


зат ( +5} т 
ша - -)х— чт — 
Е 


_ д 
2 чи — 
2 


Таким образом, для любого т, не кратного 2п, последователь- 
ность частичных сумм © ограничена: 


5% < 


а 


По теореме 13.15 рассматриваемый ряд сходится для любого 
значения т, не кратного 2п. Если же т кратно 2п, то рассма- 
триваемый ряд преврашается в гармонический и, как доказано 
выше, растодится. 


$6. Бесконечные произведения 


1. Основные понятия. К понятию числового ряда близко 
примыкает понятие бесконечного числового произведения. Пусть 


дана бесконечная числовая последовательность %1,12,... ,%%,... 
Записанное формально выражение вида 
ФФ 

010203...01... = Г (13.89) 
К=1 


принято называть бесконечным произведением. Отдельные эле- 
менты 9, принято называть членами данного бесконечного про- 
изведения. Произведение первых п членов данного бесконечного 
произведения принято называть пй-м частичным произведением 
и обозначать символом Рь: 


Рь = 1102... = По. 


Бесконечное произведение (13.89) называют сходящимся, если 
последовательность частичных произведений Р, имеет конеч- 


ный предел Р, отличный от нуля'). В случае сходимости бес- 
конечного произведения (13.89) указанный предел Р называют 
значением этого бесконечного произведения, т. е. пишут 


ФФ 
Р= | %. (13.90) 
Е—=1 


1) Тот факт, что при Р = 0 бесконечное произведение принято считать 
растодящимся, хотя и носит условный характер, но, как мы увидим ниже, 
позволяет провести четкую аналогию между сходимостью рядов и беско- 
нечных произведений. 
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Подчеркнем, что равенство (13.90) имеет смысл лишь для 
сходящегося бесконечного произведения. Ясно, что рассмо- 
трение бесконечных произведений по сушеству представляет 
собой новую форму изучения числовых последовательностей, 
ибо каждому данному бесконечному произведению однозначно 
соответствует последовательность его частичных произведений 
и каждой числовой последовательности {РР}, все элементы ко- 
торой отличны от нуля, однозначно соответствует бесконечное 
произведение, для которого эта последовательность является 
последовательностью частичных произведений (достаточно 
Рь 

Рь-1 


положить члены бесконечного произведения равными % = 


при > 1из1 = Р)). 

Теорема 13.16. Необтодимый условием сходимости беско- 
нечного произведения (13.89) является стремление к единице 
его К-го члена при К — со. 

Локазательство. Пусть бесконечное произведение 
(13.89) сходится и имеет значение Р, отличное от нуля. Тогда 


—“, то По 
Рь_т’ К—>со й 


т: Р,_1 = т: Р, = Р = 0. Поскольку %х = 


боствует и равен единице. 

Заметим, что на сходимость бесконечного произведения не 
влияет удаление любого конечного числа членов этого произ- 
ведения (если, конечно, среди этих членов нет равных нулю). 
Поскольку бесконечное произведение, у которого хотя бы один 
член равен нулю, согласно принятому выше определению, счи- 
тается растодящимся, то мы в дальнейшем вообще исключим из 
рассмотрения бесконечные произведения, у которых тотя бы 
один член равен нулю. 

Примеры бесконечных произведений. 


Ф® 
1. [| [сз -х = с085 сов... 08 5р... 13.91 
2 2 4 2 } 


(% — любое фиксированное число). 
Докажем, что бесконечное произведение (13.91) сходится и 


Ш 
имеет значение —. Подсчитаем п-е частичное произведение 
НЯ 
д д НЯ ‹ 
Р, = с08 = с08 ->...608 г. (13.92) 
2 2 2 
$ ы НЯ 
Умножая обе части (13.92) на, т 5" И последовательно исполь- 
зуя формулу для синуса двойного угла зш2у = 251 ус08 у, по- 


лучим 


. ХТ 1. 
Ру зш — = — зшх. 
2% 2% 
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Из последней формулы ') 


ий 

Р.— Ш х от, 
п — х 
т эт (| — 


Поскольку выражение в фигурных скобках стремится к единице 


при п —* со (в силу первого замечательного предела), то Ша Р, 
| —_ п—>со 


Ш т 
существует и равен ——. Тем самым доказано, что бесконечное 
т, 


пх 


$1 
произведение (13.91) сходится и имеет значение 


т 2 ]_Т| (&-0®+2 _ 
> И - кто! - Ц СЫ — 


&=2 
— 1.4.2.5 (-Ю 2) 
а И (13.93) 


Докажем, что бесконечное произведение (13.93) сходится и име- 


1 
ет значение 5. Подсчитаем частичное произведение Р): 


12 3 п-т 45 6 в? 1 п-2 
РГ, = и 


234‘ тп 34’ ПЕ тп 3 
После этого очевидно, что Пт Р‚, = Шо сушествует и 
| п—>со п—>со 


1 
оавен -. 
| 3 


2. Связь между сходимостью бесконечных произведе- 
ний и рядов. Если бесконечное произведение (13.89) сходится, 
то в силу теоремы 13.16 все члены его %», начиная с некоторого 


номера К, положительны 2). Поскольку конечное число первых 
членов вообще не влияет на сходимость бесконечного произве- 
дения, то при изучении вопроса, о сходимости бесконечных про- 
изведений мы, не ограничивая общности, можем рассматривать 
лишь такие бесконечные произведения, у которых все члены по- 
лосительны. 

Теорема 13.17. Для того чтобы бесконечное произведение 
(13.89) с положительными членами сходилосъ, необходимо и 
достаточно, чтобы сходился ряд 


оо 
Уши. (13.94) 
&—=1 


1) Мы считаем, что 1 = 0. Если д = 0, то все члены (13.91) и его значение 
равны единице. 


2) Ибо ши вк = 1. 
Е — со 
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В случае сходимости сумма 9 ряда (13.94) и значение Р про- 
изведения (13.89) связаны формулой 


Р=е?. (13.95) 


Доказательство. Обозначив через Р, п-е частичное 
произведение бесконечного произведения (13.89), а через 5 п-ю 
частичную сумму ряда (13.94), можем записать 


5, = ШВ», Р, = е” 


В силу непрерывности показательной функции для всех зна- 
чений аргумента и непрерывности логарифмической функции 
для всех положительных значений аргумента, последователь- 
ность Р‚ сходится тогда и только тогда, когда сходится 6, при- 


чем если Ци 5, = 5. то Ша Р, = е?. Теорема доказана. 
п—со | п—со 


При исследовании на сходимость бесконечного произведения 
оказывается очень удобным представить это бесконечное произ- 
ведение в виде 


со 


Па+ь) =а+щ)а +42)... а+ч)... (13.96) 
К—=1 


При этом, конечно, в соответствии с принятым выше предполо- 
жением, мы считаем, что все их > —1. 

Теорема 13.17 утверждает, что вопрос о сходимости произве- 
дения (13.96) эквивалентен вопросу о сходимости ряда 


оо 
У (1+ мл). (13.97) 
К—=1 


Теперь мы можем доказать еще одно утверждение. 

Теорема 13.18. Если все ик (по крайней мере начиная с 
некоторого номера К) сохраняют, один и тот же знак, то для 
сходимости бесконечного произведения (13.96) необходимо и д0- 
статочно, чтобы сходился ряд 


Уи, (13.98) 


К=1 
Доказательство. Поскольку условие Шиа ицр =0 яв- 

К —со 
ляется необходимым и для сходимости ряда (13.98), и для схо- 
димости произведения (13.96), мы можем считать это условие 
выполненным как при доказательстве необходимости, так и при 
доказательстве достаточности. Но из указанного условия и из 
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асимптотической формулы 1) 
ш (1+ и) = У-о(у) 
вытекает, что 


Бо В) | (13.99) 
Е —со ик 

И 
=]. (13.100) 


Е—>оо Ш (1 ь) — 


Поскольку по условию теоремы все члены рядов (13.97) и 
(13.98), начиная с некоторого номера К, сохраняют один и тот 
же знак, условия (13.99) и (13.100), в силу следствия из теоремы 
сравнения 13.3, позволяют утверждать, что ряд (13.98) сходит- 
ся тогда и только тогда, когда сходится ряд (13.97). Теорема 
доказана. 

Примеры. 1) Из расходимости гармонического ряда, и из 
теоремы 13.18 вытекает расходимость следующих бесконечных 
произведений: 


П@ +1) =а+5@+1)(+1)...@+'.... 


&=1 


П-=ы)=0-90-9.-@-=5)- 


ры 
„— 


Легко понять, что первое из указанных произведений расходит- 
ся к со, а второе к нулю. 

2) Из той же теоремы 13.18 и из сходимости ряда (13.33) при 
© > Т вытекает сходимость при а > 1 следующих бесконечных 
произведений: 

).. 


П@+1)=а+5@+2)6+2)...(+ 
Пат = (1 =) =) (17 ет) 


&=1 
Так же как и для рядов, для бесконечных произведений вво- 
дится понятие абсолютной и условной сходимости. Бесконечное 
произведение (13.96) называется абсолютно стодящимся в том 
и только том случае, когда сходится абсолютно ряд (13.97). Те- 
оремы Коши 13.11 и Римана 13.10 позволяют заключить, что 


1 
ра 


1) См. $ 7гл. 4. 
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абсолютно сходящееся произведение обладает переместитель- 
ным свойством, в то время как условно сходящееся произведение 
заведомо им не обладает. 

Справедливо следующее утверждение. 

Теорема 13.19. Бесконечное произведение (13.96) сходится 
абсоллотно тогда и только тогда, когда сходится абсолютно 
ряд (13.98). Для доказательства этой теоремы достаточно до- 


сходится тогда и только тогда, когда 
&—1 


сходится ряд »` | ш(1 - ик). Это последнее легко вытекает из 
&—=1 
существования пределов (13.99) и (13.100). Детали рассуждений 
предоставляем читателю. 
В заключение рассмотрим еще несколько примеров. 
1°. Рассмотрим бесконечное произведение 


"Пе-Е) == - “(1 =) (1-5)... (13.101 


Так как ряд Ут сходится, то, в силу теорем 13.18 и 13.19, бес- 


К=1 | 
конечное произведение (13.101) сходится абсолютно для любого 
фиксированного значения т, отличного от {м (где [= 0, +1....). 


В дополнении 2 к этой главе мы докажем, что это произведение 
сходится к значению зш т. Тем самым будет обосновано разло- 
жение функции зш т в бесконечное произведение 


о 2 
, __ —_ т” 
зшх = "По 2). (13.102) 


2°. Из разложения (13.102) путем использования соотноше- 
911 25 


НИЯ ©0905 Х = 
ние: 


—— элементарно получается следующее разложе- 
эшх 


бо 


—_ — 45” | | 
с0$ х = | | [Е т. (13.103) 


Абсолютная сходимость произведения, стоящего в правой ча- 
сти (13.103), для любого т, отличного от 5 (21 (= 0, 


1, ь вытекает из теорем 13.18 и 13.19 и из сходимости ряда 


а о 


&=1 
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3°. Полагая в разложении (13.102) х = л/2, получим 


2 — 1 ГГ 4? —1 — 2Е-ПОЕ+1) 
по По =) — В 42 = | (26)? 


&=1 &=1 


Отаюда получается так называемая формула Валлиса ') 


— (2%)? 2244 к 2% | | 
- И 35. ... (13.104) 


2К-ПОЕ+НЬ — 2-1 1 


Путем несложных преобразований формулу Валлиса можно 
привести к виду 


2 
т 1 [2 (1)? 
т в | |“ (13.104*) 
Первоначально формулу  Валлиса использовали для приближен- 
ного вычисления числа л. В настоящее время для вычисления 
числа п существуют более эффективные методы. Формула Вал- 
лиса (13.104) представляет интерес для ряда теоретических ис- 
„2 
следований °). 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 
ВСПОМОГАТЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ п. 382 


Теорема 13.20. Пусть рк — какие угодно полоэжеительные числа. То- 
гда, если существует предел 


В РА = Г, (13.105) 
то существует и предел ша %рь, причем справедлива формула 
КЕ со 


Ба рр = Ви РА Г. (13.106) 


Доказательство. Прежде всего докажем следующее вспомога- 
м 
тельное утверждение“): если последовательность полоэюительных чисел 


а1, а2,... ак... сходится к некоторому числу Г, то к этому же чис- 
лу Г сходится и последовательность средних геометрических этих чи- 
сел 6, = \а1а2...ак. Для доказательства вспомогательного утверждения 


заметим, что в силу непрерывности логарифмической функции для 2 > 0 
бла шах = № С. (Последнее равенство формально справедливо и при Г, = 0, 
‚— со 


1) Джон Валлис — английский математик (1616-1703). 


2) В частности, она, может быть использована для установления так назы- 
ваемой формулы Стирлинга (см. часть 2 настоящего курса). Джемс Стир- 
линг — английский математик (1692—1770). 

3) Подчеркнем, что это утверждение имеет и самостоятельный интерес. 
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когда ш Г, = —с0.) Но тогда по теореме о пределе среднего арифметического 
(см. дополнение к гл. 3, пример 1) существует предел 


Ша + Ша>2+... + Шав 


Па ш Уата2...ак = Ша — ЩЕ ШД. 
(Последнее равенство справедливо и при Г = 0, когла шЁ = —со.) Из 


последнего равенства, в силу непрерывности показательной функции, по- 
лучим 


| С 
Но \а1а2...ак = Ша ехр(ш Уала2...аь) =е"” = Г. 


со со 


(Эти рассуждения справедливы и при Г, = 0.) 
Вспомогательное утверждение доказано. Применяя это утверждение к 
р2 РЗ РЕ 
—, аз = —,..., ав = ‚..., мы установим суше- 
рт р? Вк-1 | 
ствование предела а /рь и равенство (13.106). Теорема (13.20) доказана. 
‚— со 


числам ат = ру, а2 = 


ДОПОЛНЕНИЕ 2 


РАЗЛОЖЕНИЕ ФУНКЦИИ зшз В БЕСКОНЕЧНОЕ 
ПРОИЗВЕДЕНИЕ 


Ради удобства разобьем вывод формулы (13.102) на отдельные пункты. 
1°. Пусть т — любое положительное нечетное число: т = 2п + 1. 
Прежде всего докажем, что для любого отличного от Кл (К = 0,-1....) 


значения 9 ') справедлива следующая формула: 


ы ._ © ._ 9 ‚о 
зш 79 ] зш” 9 шт“ 9 ] зш” 9 т — 1 
= |... п = —_— 
Е от отл |; 
т зш 9 2 — 2 27 шт” — 2 
УИ тп УИ 
(13.107) 


Для установления формулы (13.107) будем исходить из формулы Муавра 
(см. 8 1 гл. 7) 

с03 79 + зщ т = (соз0 Е тзш 0)”. 
Расписывая правую часть этой формулы с помощью бинома Ньютона и 
сравнивая мнимые части, получим 


т(т — 1) (т — 2) 
1.2.3 © 
Учитывая, что т = 2п +1, будем иметь 
51 170 оп (т—1)(т-— 2). 
твтб ©” '- 1.2.3 ° 
В правой части (13.108) все показатели при косинусах и синусах четииме, так 
что если заменить с05” 9 на 1—1” 9, то в правой части (13.108) получится 


2 В 
многочлен стезени п относительно Эш 0. Положив 5 = зш 0, обозначим 
этот многочлен символом Е(=), а его корни символами 91, &@2,... ‚Ям. Так 


. — 1 . —_ 9 К» 
шт 720 = тсоз” `0эш0 — 05" “‘Озш”0 +... 


05°" “бзш” 0 -+... (13.108) 


1) Нас в дальнейшем будут интересовать значения 9 лишь из интервала 
0 < 10| < л. 
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‚о 
как 2 = зш” 9 — 0 при 9 — 0 и поскольку левая часть (13.108) стремится к 
единице при 9 > 0, многочлен Е(2) можно представить в виде 


т зш 9 и р —- 


Остается определить корни а1, а2,... ‚ ап. Замечая, что эти корни соответ- 
ствуют нулям функции $ш 7709, получим 


ол 2 21 о пл 
ол = Ш” —, @2 = 9” —,..., ав = 9" —. 
т т т 
Тем самым формула (13.107) установлена. 
2°. Положив в формуле (13.107) 9 = х/т и считая, что 0 < {| < лт, 
придадим этой формуле вид 


ох 
т яш” — 
эшх | 
> 1 т (13.109) 
т — К вт? —^ 
т т 


Фиксируем любое (отличное от нуля) значение х и возьмем два произ- 


т 
вольных натуральных числа р и п, удовлетворяющих неравенствам 2 < 
п 
т —1 | 
<р<п= 5. Тогда формулу (13.109) можно записать в виде 
р эт” — 
эшх | | 
— т 
—=|[|1 —" | В»ь(т), (13.110) 
трэш — &—1 т? —— 
т т 
где 
(ох 
Ш Ш” — 
В,(*) = || |1 т |. (13.111) 
(о АП 
К=р-1 эш” — 
т 
| | т —1 
Прежде всего оценим Н»(х). Поскольку 2— <р<птп= 5, То аргу- 


менты всех синусов, стоящих в формуле (13.111), принадлежат интервалу 
(-п/2, л/2). Кроме того, ясно, что для всех А, участвующих в этой формуле, 
|| < Кл/2 и, стало быть, 


х о дп 
шт“ — чи“ — 
0 < т < 27 1 < 1 
„ Кл о Ал > 2 
чи“ — и“ — 4 со? 
т т 2т 
| то Кл п › Ап 1 
ибо — < —, те. — < -, и поэтому со$” — > -}. Так как для любого 
т 2 т 4 т 2 


В из интервала, 0 < В < 1/2 справедливы неравенства 1 >1-—8> е`28 1). 


1) Правое из этих неравенств элементарно вытекает из формулы Макло- 
(28)” 


рена;: е`?8 =1-28 + 5 


1-—28+28” < 1- В, так как 28? < В. 
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то для всех номеров К, превосходящих р, 


т” — чт” — 
1>1 Пре 2 |. 13.112 
> ол ^ Р со АЛ ) 
т” — чи” — 
т т 
Почленно перемножая неравенства (13.112), записанные для значений А = 
=р-+1,р-+2, ..., п, получим следующую оценку для В»(х): 
х < 1 
1 : —2 т” — а, 13.113 
> В»(х) > ехр Ш = У. — т (13.113) 
Е=р-1 91“ — 
т 


Имея в виду, что аргумент Кл /т лежит в первой четверти и что для любо- 


2 
го 0 из первой четверти 1 > 8 > 1), получим 
, п 
1 < 1 тост | 1 : 
ом ^ оли 4 ^^ А ЕТ Ё 
эт? — 2 кт ыы Чт * 
т п т 
Таким образом, 
х < 1 
.ои 
е —2 п” — ——- 
Ср т >. „о КП 7 
Е=р-+1 Ш” — 
т 
2 со 2 
> ехр -®” зи? г У. | — ы — ехр И вт? г 
2 от и -1 № № т) 


Последнее неравенство позволяет следующим образом усилить оценку 
(13.113): 


2 
т’. 2 ХТ р 
1> А, (1) >ехр | -—зш’ —]. (13.114) 
2р т 
3°. Устремим теперь в формуле (13.110) число т к бесконечности, остав- 
ляя фиксированными значение х и номер р. Поскольку Ша тзш — =%, 
_ тс 7} | 
. 2. 2 А 22 | | .. | . 
Нш т эт” — = Кл, то существует предел левой части (13.110), рав- 
ут—} со 7 
р ЭШ — 
ный зш т/х, и предел конечного произведения 19 1 т ‚ равный 
о КП 
К шт? — 
т 
чш В 


{ 


1) Эти неравенства вытекают из того, что отношение при изменении 


Вот 0 до л/2 убывает от 1 до 2/т. Факт убывания функции зш 8/6 в свою 
т 0\’ _ с05В 
в) = 


очередь вытекает из того, что ( (8 — 148) < 0 всюду на 


интервале 0 < В < п/2. 
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р 2 

19 (1 — 5 ). Далее мы будем считать, что последний предел отличен от 

К—1 

нуля, ибо когда он равен нулю, зшх = 0 и разложение (13.102) установ- 

лено. Но тогда существует и предел Ша Н»,(х). Обозначим этот предел 
т—со 


через В»(х). Из неравенств (13.114), справедливых для любого номера т, 
и из теоремы 3.13 вытекает, что 


1> В, (2) 2е* /©Р. (13.115) 
Формула (13.110) в пределе при т — со дает 


=] (1 _ 22) В, (т). (13.116) 


4°. Остается, сохраняя фиксированным т, устремить в формуле (13.116) 
номер р к бесконечности. Поскольку левая часть (13.116) от р не зависит, а 


предел Шт В»(т), в силу неравенств (13.115) и теоремы 3.14, существует и 
> 
равен единице, то существует и предел 


Тем самым разложение для зшх (13.102) установлено. 

Замечание. В полной аналогии с разложениями (13.102) для зшх и 
(13.103) для с0$ х можно получить разложения в бесконечные произведения 
гиперболических функций 


— 12 — 45? 
ве =®[] (1+5) и сна = |] ен 


К—=1 


Заметим, что из разложений для зш т, созх, № т, сх немедленно получа- 
ются разложения в бесконечные произведения функций 4 т, сх и 1х, 
сх. 


ДОПОЛНЕНИЕЗ 


ОБОБЩЕННЫЕ МЕТОДЫ СУММИРОВАНИЯ 
РАСХОЛДЯШИХСЯ РЯДОВ 


Во всей гл. 13 мы называли суммой ряда 


У чк=ш и из +... +... (13.117) 
К 


предел 5 последовательности {5„} частичных сумм этого ряда (при усло- 
вии, что этот предел существует). 

В ряде задач математического анализа, представляющих как теорети- 
ческий, так и практический интерес, приходится оперировать с рядами, у 
которых последовательность частичных сумм не сходится и суммы в ука- 
занном в гл. 13 обычном смысле не существует. Естественно, возникает 
вопрос об обобщении понятия суммы ряда и о суммировании расходяще- 
гося в обычном смысле ряда (13.117) с помощью каких-либо обобщенных 


а | 
= 


ДОПОЛНЕНИЕ 3 И 


методов. В настоящем дополнении мы и остановимся на некоторых обоб- 
щенных методах суммирования расходящихся рядов. 

Прежде всего дадим общую характеристику тех метолов суммирова- 
ния, с которыми мы будем иметь дело. Разумно требовать, чтобы 0боб- 
шенное понятие суммы включало в себя обычное понятие суммы. Точнее, 
ряд, стодящийся в обычном смысле и имеющий обычную сумму 5, должен 
иметь обобщенную сумму, и притом такэюе равную 5. Метод суммирова- 
ния, обладающий указанным свойством, называется регулярным. 


Далее, естественно подчинить понятие обобщенной суммы слелующему 
со со 
условию: если ряд »` чь имеет обобщенную сумму 0, а ряд У` к имеет 


со 
обобщенную сумму У, то ряд У (Ацк + Въь), где А и В — любые посто- 
К=1 
яниые, имеет, обобщенную сумму (АП + ВУ). Метод суммирования, удо- 
влетворяющий указанному условию, называют линейным. В анализе и в 
его приложениях, как правило, имеют дело лишь с регулярными линейны- 
ми методами суммирования. Остановимся на двух методах обобщенного 
суммирования, представляющих особый интерес для приложений. 
1. Метод Чезаро 1) (или метод средних арифметических). Гово- 
рят, что ряд (13.117) суммируем методом Чезаро, если существует предел 
средних арифметических частичных сумм этого ряда 


+ о2-+... + ов 
Па 


п— со У? 


(13.118) 


При этом предел (13.118) называется обобщенной в смысле Чезаро суммой 
ряда (13.117). 

Линейность метода суммирования Чезаро очевидна. Регулярность ме- 
тода Чезаро вытекает из примера 1, рассмотренного в Дополнении 1 к гл. 3. 
В самом деле, из указанного примера вытекает, что если последователь- 
ность {5»„} частичных сумм ряда (13.117) сходится к числу 5, то предел 
(13.118) существует и также равен 5. 

Приведем примеры рядов, не сходящихся в обычном смысле, но сумми- 
руемых методом Чезаро. 

1) Рассмотрим заведомо расходящийся ряд 


со 

У (-1)°=1-1+1-1+... 

Е=1 
Поскольку все четиые частичные суммы 62, этого ряда равны нулю, а 
все нечетные частичные суммы 52„_1 равны единице, то предел (13.118) 
существует и равен 1/2. Таким образом, рассматриваемый ряд суммируем 
методом Чезаро и его сумма в смысле Чезаро равна 1/2. 

2) Считая, что х — любое фиксированное вещественное число из интер- 


вала 0 < х < 29%, рассмотрим заведомо расходящийся ^) ряд 


У созкх = с0$х + с0$ 25 + с0о83%-+... (13.119) 
К=1 


1) Эрнесто Чезаро — итальянский математик (1859—1906). 

2` : 

") Расходимость ряда (13.119) без труда усматривается из приведенного 
ниже выражения для его частичной суммы. 
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Частичная сумма этого ряда 5 уже подсчитана, нами в примере 2 в конипе 
55 

. 1 д 
шп - -— 5 — зш — 


5, = —_^. 
Эш — 
2 
Подсчитаем среднее арифметическое частичных сумм: 
5+ 55+...+5 1 —. 1 1 
ВОН У зш О о 
п 2 п зщ о = 2 2 
1 й ОИ 1 05% — с05(п + Т)х 1 
= У (соз тир — соз(т - 1)т)| — = = сова — сои + Из —-. 
Ат эт? 5 = 2 Ат эт? 5 2 


Отсюда очевидно, что 


. 51+ 52+... 5 1 
то —= 


п} со У? 2 | 


Таким образом, ряд (13.119) суммируем методом Чезаро и его сумма в смыс- 
ле Чезаро равна (—1/2). 

2. Метод суммирования Пуассона ')—Абеля. Этот метод суммиро- 
вания состоит в следующем. По данному ряду (13.117) составляется сте- 
пенной ряд 


со 


У очка" — и + м + из? ща +... (13.120) 
&—| 


Если указанный степенной ряд стодится для всех х из интервала 0 < 
< т <Ти если сумма 5(т) этого ряда имеет левое предельное значение 


Па „5 (2) в точке х =1, то говорят, что ряд (13.117) суммируем мето- 
2—1— 


дом Пуассона-Абеля. При этом указанное предельное значение называется 
суммой ряда (13.117) в смысле Пуассона-Абеля. 

Линейность метода суммирования Пуассона-Абеля не вызывает сомне- 
ний. Докажем регулярность этого метода. Пусть ряд (13.117) сходится в 
обычном смысле и имеет сумму, равную 5. Требуется доказать: 1} что ряд 
(13.120) сходится для любого х из интервала 0 < х < 1; 2) что сумма 5(х) 
ряда (13.120) имеет в точке х = 1 левое предельное значение, равное 5. 
Докажем сначала утверждение 1). Так как ряд (13. 17) сходится, то 
последовательность его членов является бесконечно малой и, стало быть, 
ограниченной, т. е. найдется такое число М, что для всех номеров А 


|мв| < М. (13.121) 


Используя неравенство (13.121), оценим модуль К-го члена ряда (13.120), 
считая, что х — любое число из интервала (0 < т < 1. Получим 


мк < М". 


1) Симон Дени Пуассон — французский математик (1781-1840). 
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со 
Так как || < 1, торяд У` |х|"-' сходится. Стало быть, в силу замечания 2 
&=1 


к теореме сравнения 13.3, сходится и ряд (13.120). 
Докажем теперь утверждение 2). Пусть 5 — п-я частичная сумма ряда 


(13.117), а 5 — его обычная сумма. С помощью преобразования Абеля‘) 
легко убедиться в том, что для любого х из интервала 0 < х < 1 справед- 


ливо тождество 
оо 


оо 
У очка" "= (1-2) У бы" т. (13.122) 
&—=1 Е —=1 

Вычтем тождество (13.122) из следующего очевидного тождества: 


5 = (1-— 2) 54" '. 
&—1 


При этом, обозначая т» А-й остаток ряда (13.117), будем иметь 


со со 

к—1 | к—1 

5 — > ик = (1-%) > ТЕ, 
К=1 К=1 


или 


5 —5(х) = (1-х) У па" ". (13.123) 
К=1 


Наша пель доказать, что для любого = > 0 найдется д > 0 такое, что левая 
часть (13.123) меньше = для всех х, удовлетворяющих неравенствам 1—0 < 
< т < 1. Так как остаток ть ряда (13.117) стремится к нулю при К - со, то 
для положительного числа =/2 найдется номер Ко такой, что гк < =&/2 при 
К > Ко. Таким образом, 


сх &—1 Е ‚к &—1 
(1-2) У ть <5 а-2) > 1 < 


&=Ко К=Ко 


| 


Остается доказать, что для х, достаточно близких к единице, 
Ко—1 


| ._ Е 
(1—х) У о пьа" ' < 5, 
1 


но это очевидно, ибо сумма, стоящая в последнем неравенстве, ограничена. 
Регулярность метода Пуассона-Абеля доказана. В качестве примера снова 
рассмотрим расходящийся ряд 

©. ©) 

У (-0=1-1+1-1+... (13.124) 

к=1 


Для этого ряда составим степенной ряд вида (13.120) 


со 


У (- а" Тая’. 


&=1 


') Преобразование Абеля (13.82) установлено нами в п. 2 $ 5. В рассма- 
триваемом случае следует положить в (13.82) п = 1, би-1 = 0 и затем 
устремить р к бесконечности. 
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Очевидно, что последний ряд сходится для всех т из интервала 0 < х<1 


и имеет сумму, равную 5(5) = ТЕ Так как 


о тт 
ро) = „Рота 


то ряд (13.124) суммируем методом Пуассона-Абеля и его сумма в смысле 
Пуассона-Абеля равна 1/2. 

Обратим внимание на то, что сумма ряда (13.124) в смысле Пуассона- 
Абеля совпадает с его суммой в смысле Чезаро. Этот факт не является слу- 
чайным: можно доказать, что если ряд суммируем методом Чезаро, то он 
суммируем и методом Пуассона-Абеля, причем сумма этого ряда в смысле 
Чезаро совпадает с его суммой в смысле Пуассона-—Абеля. Более того, суще- 
ствуют ряды, суммируемые методом Пуассона-—Абеля, но не суммируемые 
методом Чезаро '). Детальное изучение всевозможных методов обобщенно- 
го суммирования расходящихся рядов проводится в монографии Г. Харди 
«Расходлящиеся ряды» — М.: ИЛ, 1951 г. 


1) Таким образом, можно сказать, что метод Пуассона-Абеля является 
более «сильным» методом суммирования, чем метод Чезаро. 


ГЛАВА 14 


ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 


$ 1. Понятие функции нескольких переменных 


1. О функциональных зависимостях между несколь- 
кими переменными величинами. При изучении многих во- 
просов естествознания встречаются такие зависимости между 
несколькими переменными величинами, когда значения одной 
из этих переменных величин полностью определяются значе- 
ниями остальных переменных. Так, при рассмотрении каких- 
либо физических характеристик тела (например, его плотно- 
сти р или температуры Т’) нам приходится учитывать изменение 
этих характеристик при переходе от одной точки тела к другой. 
Поскольку каждая точка тела определяется тремя декартовы- 
ми координатами т, уи 2, то рассматриваемые характеристи- 
ки (плотность р или температура Т) определяются значениями 
трех переменных 21, Чи 2. 

При рассмотрении физических процессов, меняющихся во 
времени, значения физических характеристик определяются 
значениями четырех переменных: трех координат точки т, у, # 
и времени $. Например, при изучении звуковых колебаний газа, 
плотность р этого газа и давление р определяются значения- 
ми четырех переменных т, у, хи $. Для изучения такого рода 
зависимостей в этой главе вводится понятие функции несколь- 
ких переменных и развивается аппарат для исследования таких 
функций. 

В теории функций нескольких переменных удобно пользо- 
ваться геометрической терминологией. Непосредственно ясно, 
что областью задания функции двух (или трех) переменных 
является некоторое множество точек плоскости (или простран- 
ства). Для геометризации наптих представлений о функции 
т переменных удобно ввести понятие т-мерного простран- 
ства, обобщающее хоропто известные понятия двумерной плос- 
кости и трехмерного пространства. Наше последующее изложе- 
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ние мы начнем с выяснения необходимых нам геометрических 
понятий. 

2. Понятия евклидовой плоскости и евклидова про- 
странства. Известные из аналитической геометрии понятия ко- 
ординат точек на плоскости и в пространстве и формула для 
определения расстояния между двумя точками могут быть ис- 
пользованы для аналитического введения понятий плоскости и 
пространства. Множество всевозможных упорядоченных пар 
(х, у) вещественных чисел х цу называется координат- 
ной плоскостью. 

При этом каждую пару (5, у) мы будем называть точкой этой 
плоскости и обозначать одной буквой М. Числа т и у называ- 
ются координатами точки М. Запись М(х,у) означает, что точ- 
ка М имеет координаты 1 и у. 

Координатная плоскость называется евклидовой 
плоскостью, если между любыми двумя точками 
М" (ху) чМ"(х', у”) координатной плоскости определено рас- 
стояние р(М', М") по формуле 


р(м', М") = У" — #72 + (у — у). 


Совершенно аналогично вводится понятие координатного и ев- 
клидова пространств. Множество всевозможных упорядочен- 
ных троек (т, у,2) чисел т, у и = называется координат- 
ным пространством. При этом каждую тройку 
(х, у, 2) мы будем называть точкой этого пространства и обозна- 
чать одной буквой М. Числа т, уи х называются координатами 
точки М. Запись М(х,у,=) означает, что точка М имеет коор- 
динаты т, у и 2. 

Координатное пространство называется евклидовым 
пространством, если между любыми двумя точка- 
ми М'(т.у, 2) и М"(1",у’,2”) координатного пространства 
определено расстояние по формуле 


р(М', М") = \/(х" — 2)? + (у" — 2 + (2" = =. 


Введленные нами понятия координатной плоскости и коорди- 
натного пространства представляют собой аналоги числовой 
прямой, а евклидлова плоскость и евклидово пространство пред- 
ставляют собой аналоги евклидовой прямой, которую можно 
определить как числовую прямую, межлу любыми двумя точка- 
ми ти х” которой определено расстояние р(т’, г”) по формуле 
рага") = Убей В = а 

Рассмотрим некоторые множества {М} точек евклидовой 
плоскости и евклилова пространства. 

1°. Множество { М } точек евклидовой плоскости, координаты 


1 и у которых удовлетворяют неравенству (1 — а)*+(у-Ь)* < В?, 
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как известно, называется кругом радиуса В с центром в точке 
Мо(а.6). Если координаты 1 и у удовлетворяют строгому нера- 
венству (1 —а)? + (у-Ь)? < В?, то множество {М} называется 
открытиям кругом. В евклидовом пространстве множество 1 М} 
точек, координаты 15, у и 2 которых удовлетворяют неравенству 
(1— а)? +(у-6)?+ (2-— с)? < В?, как известно, называется ша- 
ром радиуса В с центром в точке Мо(а, 6, с). Если координаты г, 
уи х удовлетворяют соответствующему строгому неравенству, 
то множество {М} называется открытым шаром). 

2°. Множество 1 М} точек евклидовой плоскости (евклидова 
пространства), координаты х и у (т, уи 2) которых удовлетво- 
ряют неравенствам |5 —-а| < Чи и-Ь| < 4 (х-а < 4, 
9—6 < 2 и [2 -с < 03), называется координатиным пря- 
моугольником (координатилиям, параллелетитедом) с центром в 
точке №0(а,6) (в точке № (а, 6, с)). 

3. Понятие функции двух и трех переменных. Исполь- 
зуя геометрическую терминологию, можно следующим образом 
сформулировать уже известное нам понятие функции одной пе- 
ременной. 

Если каждой точке М из некоторого множества {М} то- 
чек евклидовой прямой ставится в соответствие по известно- 
му закону некоторое число и, то говорят, что на множестве 
{ М} задана функция и = и(М) или и = К(М). 

Введем теперь понятие функции двух переменных. 

Если каждой точке М из некоторого множества { М} то- 
чек евклидовой плоскости ставится в соответствие по из- 
вестному закону некоторое число и, то говорят, что на мно- 
окестве {М} задана функция и = ч(М) или и = КМ). 

Заметим, что понятие функции двух переменных отличает- 
ся от сформулированного выше понятия функции одной пере- 
менной липть тем, что вместо слов «евклидова прямая» исполь- 
зуется термин «евклидова плоскость». Совершенно аналогично 
вводится понятие функции трех переменных. Для этого вместо 
множества {М точек евклидовой плоскости нужно взять мно- 
жество { М} точек евклидова пространства. 

Так как точка М евклидовой плоскости определяется двумя 
координатами х и у, а точка М евклидова пространства, — тремя 
координатами 5, уи х, то для функций двух и трех переменных 
мы будем употреблять соответственно обозначение и = }(х, и) 
ии = {(1, 9,2). Если функция ц = }(М) задана на множестве 

М +, то это множество называется областью задания функиии 
и = }(М). Число и, соответствующее данной точке М из мно- 


1) Очевидно, круг и шар представляют собой множества {М} точек плос- 
кости и пространства, для которых р(М, Мо) < ЕВ. 
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жества {М}, будем называть частииям значением функиии в 
точке М. 

Совокупность {4} всех частных значений функции и = }(М) 
называется множеством значений этой функции. 

Для функции двух переменных можно ввести понятие гра- 
фика, именно: графиком функиии и = (ту) называется по- 
вертностьь, точки которой имеют, координаты (х, у, 1(х.у)). 

Рассмотрим примеры функций двух и трех переменных. 

1°. и = \/4 — 1? — у?. Областью задания этой функции явля- 
ется круг радиуса 2 с центром в начале координат, а множество 
значений представляет собой сегмент 0 < и<2. 

1 


29. и = —. Областью задания этой функции явля- 


ется множество точек, лежащих вне круга, радиуса, 2 с центром 
в начале координат, а множество значений представляет собой 
открытую полупрямую и > 0. 

3°. и = \/с03(17 + 92). Областью задания этой функции явля- 
ется множество {М} точек, координаты которых удовлетворя- 
ют неравенству соз(2? + у?) > 0. Это неравенство эквивалентно 
неравенствам 0 < 12 + 17 < 5, 2 — 5 < + 17 < 2%л + 5, 


Е = 12,... Таким об- 
разом, {М} состоит из 


круга радиуса \/л/2 с 
центром в точке О(0,0) 
и кольцеобразных обла- 
стей (рис. 14.1). 

4°. и = Шху2. Обла- 
стью задания этой функ- 
ции является множество 
{МТ точек, координаты 
которых удовлетворяют 
неравенству 24/2 > 0, а 
множеством значений — 
вся числовая прямая 
—©х < и< с. 

59 и = РУНА. 
Областью задания этой 
функции является все ев- 
клилово пространство, а Рис. 14.1 
множеством значений — 
полупрямая и > 0. 

4. Понятия т-мерного координатного пространства 
и т-мерного евклидова пространства. Множество всевоз- 
можниых упорядоченных совокупностей (ту, т2,...,Жт) Т чисел 
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21.22,....Хт называется т-мерным координатным 
пространством А". 
При этом каждую упорядоченную совокупность (51, 12, ... 
., Тт) мы будем называть точкой этого пространства и 


обозначать одной буквой Л. Числа 11,12,...,Хт называют- 
ся координатами точки М. Запись М(51,12,...,Хт) означает, 
что точка М имеет координаты #21,12,..., тт. Введем понятие 


т-мерного евклидова пространства. Координатное простран- 
ство АТ" называется т-мерным евклидовым 
пространством Е", если между любыми двумя точка- 
ми М'(, 12... бт) 9 М"(01,55,....2р) координатного про- 


странства А” определено расстояние) р(М', М") по формуле 


Введенные нами понятия т7-мерного координатного простран- 
ства А”'’ и т-мерного евклидова пространства В” представля- 


1) Евклидово т-мерное пространство прелставляет собой так назы- 
ваемое метрическое пространство. Произвольное множество {М}, эле- 
менты которого именуются точками, называется метрическим простран- 
ством, если существует правило, с помощью которого любым двум точкам 
М’и М” множества {М} ставится в соответствие некоторое число 
р(М’, М"), называемое расстоянием между этими точками. При этом ука- 
занное правило должно быть таким, чтобы выполнялись следующие ак- 
сиомы (аксиомы метрического пространства): 1) для любых М’ и М" 
р(М', М") = р(М", М’) (симметрия расстояния); 2) лля любых М’ и М" 
р(М', М") > 0, причем, если р(М', М”) = 0, то точки М’и М” совнпа- 
дают; 3) для любых трех точек М’, М” и М" выполняется неравенство 
РМ’, М") < М’, М") + р(М", м") (неравенство треугольника). 

Убедимся, что введенное нами евклидово 7т-мерное пространство дей- 
ствительно является метрическим пространством. В самом деле, справел- 
ливость первых двух аксиом метрического пространства очевидна (см. фор- 
мулу (14. 1). `Убедимся в справедливости третьей аксиомы. 

Пусть 2,, 2", х/’— координаты точек М’, М”, М”". Имеем р?(М’, М") = 


Евы ар = Ва’ -иу +2 ай ай в) 


1—1 


! ИЕР #! ! } 
—- у. (т'—а=')?. Полагая 2" —ж/ = аиз”-1, =, и используя неравенство 


Буняковского (см. неравенство (10.30) в Дополнении 1 к гл. 10), найдем, 


что (а а) 


2. Отсюда следует, 


что РСМ", М") < [УЗИ + [За 9) ] ве. р(М, М") < 


$=1 1—1 


< р(М', М") + р(М", М". 
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ют собой обобщения указанных выше понятий координатного 
пространства и евклидова пространства. 

5. Множества точек т-мерного евклидова простран- 
ства Е". Символом {М} мы будем обозначать некоторое мно- 
жество точек т-мерного евклидова пространства №". Рассмо- 
трим несколько примеров множеств в т-мерном евклидовом 
пространстве В”. 

1°. Множество {М} всевозможных точек, координаты 


о 
11,12,...,Жт которых удовлетворяют неравенству (21 — 1?) + 


2 2 2 
+ (12—29)? +...+(т-10)? < В*, называется т-мерным шаром 


радиуса В с центром в точке №0(20,19....,10.). Таким образом, 


т-мерный тар определяется как множество {1 М } всевозможных 
точек Л, расстояние р от каждой из которых до некоторой точ- 
ки Мо (центр шара) удовлетворяет неравенству р(М, Мо} < В. 
Если расстояние р(М, Мо) от каждой точки множества, { М} до 
точки Мо удовлетворяет строгому неравенству р(М, Мо) < В, 
то множество {М} называется открытым т-мерным. шаром. 

2°. Множество {М} точек, расстояние от каждой из ко- 
торых до некоторой точки Мо удовлетворяет соотношению 
р(М, Мо) = В, называется т-мерной сферой радиуса В с цен- 
тром в точке Ло. 

3°. Множество {М} точек, координаты 11,12,...,Жт кото- 
рых удовлетворяют неравенствам |1 — 20| < ат, |2 — 29] < 42,... 
... Шт — 20| < ат, называется т-мерным координатным, па- 


раллелепитедом. При этом точка Мо(120,19,...,10.) называет- 
ся центром этого т-мерного параллелепипеда. Если координа- 


ты 11,12,... , Хт точек множества, { М} удовлетворяют строгим 
неравенствам |571 —29| < а1, |12—43| < 42,...,т-10 | < 4м, то 
множество {М} называется отикръитиям. т-мерным. координат- 
ным параллелепитедом. 

Введем понятия -окрестности точки Мо евклидова 
т-мерного пространства и прямоугольной окрестности этой 


точки 44. Будем называть =-о крестностью точ 


ки М(10,20....,20) т-мерного евклидова пространства Е" 


открытый т-мерный шар радиуса = с центром в точке Мо. 
Прямоугольной окрестностью точки 


Мо (0, 22, ... 20.) т-мерного евклидова пространства называ- 
ется любой открытый т-мерный коофрдинатный параллелети- 
пед с центром в точке Мо. 

Справедливо следующее очевидное утверждение. 

Любая Е-окрестность точки Мо евклидова т-мерного проо- 
странства Е" содероюкит некоторую прямоугольную окрест- 
ность этой точки. Любая прямоугольная окрестность точ- 


ки Ло содерокит некоторую =-окрестность точки Мо. 
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Пусть {М} — некоторое множество точек евклидова 
т-мерного пространства №". Введем следующие понятия. 

Точка М множества {М} называется внутрен 
не й точкой этого множества, если существует некото- 
рая =-окрестность точки М, все точки которой принадлежат 
множеству 1 М}. 


Точка М `) называется граничной точкой множе- 
ства {М}, если любая в-окрестность этой точки содержит 
как точки, принадлежащие множеству {М}, так и не при- 
надлежащие ему. 

Множество {М} пространства Е" называется откры- 
тым множеством или областью, если любая 
точка этого множества внутренняя. 

Если каждая граничная точка множества {М} является 
точкой этого множества, то множество {М} называется 
замкнут ы м. 

Если множество { М} представляет собой область, то множе- 


ство { М}, полученное присоединением к {М} всех граничных 
точек этого множества, называется замкнутой областью. 

Отметим, что если все точки области {1 М} находятся внутри 
некоторого шара, то эта область называется ограничен- 
оц. 

В дальнейшем нам понадобится понятие связного множе- 
ства. Предварительно мы введем понятие непрерывной кривой 
в многомерном пространстве №”. 

Непрерывной кривой [ в пространстве Е" мы будем назы- 
вать множество { М} точек этого пространства, координаты 
21.12.... , т Которых представляют собой непрерывные функ- 
ции параметра 1: 


21 = ф1 (В, 02 = 4Ф2(1,... ‚Тт = Фт(®), а<е< р. (14.2) 


Мы будем говорить, что точки М’, 12,... 9) и 


М" (71, 12....,Жт) пространства Е" можно соединить непре- 


рывной кривой Г, если существует такая непрерывная кривая [/,, 
определяемая параметрическими уравнениями (14.2), что 


| = Ф2(а), "о ти = Фт(а), 
ал = $1(В). 12 = $2(В), ..., = Фт(В). 


Сформулируем понятие связного множества. Множество {М} 
пространства Е” называется связным, если две любые 


1) Отметим, что при этом точка М может не принадлежать множе- 


ству {М}. 


16 В.А. Ильин, Э.Г. Позняк, часть Т 


482 ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ ГЛ. 14 


его точки можно соединить непрерывной кривой, все точки 
которой принадлежат этому множеству. 

Замечание. Отметим, что иногда областью называют 
открытое и связное, а не просто открытое множество. 

Рассмотрим следующий пример. 

Множество { М} точек Ё”", определяемое уравнением 


2 2 
НЫ... + = 1, (14.3) 
а1 а5 От | | 

называется т-мерным эллипсоидом. Точки т-мерного эллипсо- 

ида являются граничными точками множества {М } точек М, 

координаты которых удовлетворяют неравенству 


72 12 12 
1 2 


Это множество является множеством внутренних точек т- 
мерного эллипсоида. 

Читатель легко убедится сам, что множество внутренних то- 
чек 7п-мерного эллипсоида является открытым и связным мно- 
жеством. Отметим, что т-мерный эллипсоид, определяемый со- 
отношением (14.3), представляет собой замкнутое множество. 

Область задания функции 


и = \/с03(12 + 92) 


представляет собой несвязное множество (см. пример 3° п. Зи 
рис. 14.1). 

В заключение договоримся называть окрестностью 
точки М любое открытое связное множество, содержащее М. 

6. Понятие функции т-переменных. Введем понятие 
функции т переменных. 

Если каждой точке М из множества {М} точек т- 
мерного евклидова пространства Е” ставится в соответ- 
ствие по известному закону некоторое число и, то 2ово- 
рят, что на множестве {М} задана функция и = и(М) или 
и = (М). При этом, множество {М} называется областью за- 
дания функции и = (М 

Число и, соответствующее данной точке М из множества 
{ МЪ будем называть частииям, значением функиии в точке М. 
Совокупность {и} всех частных значений функции и = }(М) 
называется множеством значений этой функции. Так как точ- 


ка М определяется координатами 51,12,...,Тт, то для функ- 
ции и = } (М) т переменных используется также обозначение 
и = }(т1,12,...,Тт). 


Рассмотрим примеры функций т переменных. 


2 2 
1°. Пусть и = \/1-21-—15-...-12,. Областью задания 
этой функции служит, очевидно, Т-мерный шар радиуса 1 с 
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центром в точке 0(0,0,... ,0). Множеством значений рассма- 
триваемой функции является сегмент [0,1]. 
1 
2”. Пусть и = Областью задания 
К 
а — @5 ат 


функции является множество { М} внутренних точек т-мерного 
эллипсоида. Множеством значений этой функции является по- 
лупрямая и > 1. 


$2. Предельное значение функции нескольких 
переменных 


1. Сходящиеся последовательности точек в т-мерном 
евклидовом пространстве Е". Критерий Коши сходимо- 
сти последовательности. Рассмотрим в т-мерном евклилдо- 


вом пространстве ЕЁ" последовательность точек {М} '). Сфор- 
мулируем следующее определение. 

Последовательность {М} точек евклидова пространст- 
ва Е" называется стодящейся, если существует такая 
точка А, что для любого положительного числа = можно ука- 


зать номер №?) такой, что при п > М выполняется неравен- 
ство р(Мь, А) < Е. При этом точка А называется пред-- 
лом последовательности {М»}. Для обозначения предела А 
последовательности {1 Ми} используется следующая символика: 


[а ЛМ, = А, или М, -} А при п - сю. 


п—>оо 


Докажем следующую лемму. 
Лемма 1. Пусть последовательность {М} точек евкли- 
дова пространства Е” сходится к точке А. Тогда последова- 


тельности {= у. 2 у. И а} координат точек Ми 
сходятся к соответствующим координатам @1,а2,... @т 


п 
точки А, и наоборот, если последовательности 311 у. 


1) Понятие последовательности точек в евклидовом пространстве Е" 
определяется слелующим образом. Пусть каждому числу п натурально- 
го ряда чисел 1,2,...,п,... ставится в соответствие точка \М„ евклидова 
пространства Е”. Возникающий при этом ряд точек М1, /2,...,Мь,..., 
рассматриваемый в указанном порядке, называется последовательностью 
точек евклидова пространства Е”. Мы будем кратко обозначать эту после- 
довательность символом {Ми}. 

*) Так как номер М№ зависит, вообще говоря, от =, то иногда пишут 


№ = №(=). 


16* 
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42 а .... Де координат точек М» сходятся соответ- 


ственно к числам ат, 42,... ат, то последовательность 1 Ми} 
сходится к точке А с координатами ал, а2,... ‚ат. 

Доказательство. Докажем первую часть леммы. Ес- 
ли последовательность {4 М» } сходится к точке А, то для любого 
= > 0 можно указать номер М такой, что при п > № выполняется 


() (п) '} — коорди- 


| т 

. бо я Не) 
наты точки Ми, а (а1, а2,... ат) — координаты точки А. Тогда 
неравенство р( М», А) < Е можно записать следующим образом: 


неравенство р(М», А) < в. Пусть (2 


(=) — а) + (20 — оз). НН... (=) — “„) <=. (14.4) 


Отсюда следует, что при п > № выполняются неравенства 


= а < Е, = — 42] <&, ..., о ат < =. 


Иными словами, последовательности 4 и 4 и и: Де 


координат точек ЛМ» сходятся соответственно к числам 
а, @2,... ‚ат. Докажем теперь обратное утверждение. Предно- 
ложим, что указанные последовательности координат точек Мы 
сходятся соответственно к числам а1,а2,... ‚ат. Тогда для лю- 
бого = > 0 можно указать номера №, №,... ‚ № такие, что при 
> М, п > №,..., п > № соответственно выполняются нера- 
венства 


(п) 


< (") —а>2 < 


И’ ут‘? 


Отсюда следует, что при п 2 М = шах{ М1, №,... ‚ Мю! выпол- 
няется неравенство (14.4). Иными словами, при п 2 № выпол- 
няется неравенство р(Мь, А) < Е, где А — точка Е” с коорди- 
натами @1, а2,... ат. Таким образом, последовательность {1 М, } 
сходится к точке А. Лемма доказана. 

Сформулируем определение фундаментальной последова: 
тельности точек в 771-мерном евклидовом пространстве. Последо- 
вательность 1М»ь} точек т-мерного евклидова пространства 
называется фундаментальной или последова- 
тельностью Коши, если для любого полоэжительного числа Е 
можно указать такой номер №, что при п > М и для ллюбо- 
го натурального р выполняется неравенство р(Миь, Мо) < =. 
Справедлив следующий критерий сходимости последовательно- 
сти (критерий Коши). 
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Для того чтобы последовательность 41 Ми} точек т-мерного 
евклидова пространства была сходящейся, необходимо и доста- 
точно, чтобы она была фундаментальной. Чтобы убедиться в 
справедливости сформулированного критерия, достаточно заг 
метить, что из условия фундаментальности последовательно- 


сти {М»} следует, что последовательности {а И {= й ... 


ое | координат точек М,„ также фундаментальны, и на- 


оборот, если указанные последовательности координат фунда- 
ментальны, то фундаментальной будет и последовательность 
{Ми}, и затем применить критерий Коти для числовых после- 
довательностей к последовательностям координат точек 4 Ми} и 
лемму 1 этого пункта. 

2. Некоторые свойства ограниченных последователь- 
ностей точек в т-мерном евклидовом пространстве. 
Введем понятие ограниченной последовательности точек в т- 
мерном евклидовом пространстве. Последовательность 1 Мь} 
точек т-мерного евклидова пространства называется огра- 
ниченной, если существует, такое число а > 0, что для 
всех п выполняется неравенство р(О, Мь) < а, где О — точка, 
все координаты которой равны нулю. Иными словами, последо- 
вательность { М} является ограниченной, если все точки {1 М } 
этой последовательности находятся внутри или на границе неко 
торого шара, с центром в начале координат. 


Справедлива, следующая основная теорема. 


Теорема 14.1 (теорема Больиано-Вейериитрасса). 
Из любой ограниченной последовательности 41 Му} точек т- 
мерного евклидова пространства можно выделить стодяшуюся 
подпоследовательностть. 


Локазательство. Убедимся, во-первых, 


но по (ао, во, АР коорди 
довательности +11 'р, 3140 р, ..., 3 Хт коорди 


нат точек Л» являются ограниченными. Действительно, так 
как последовательность { М»! ограничена, то для всех п вы- 


полняется неравенство р(О, М») < а. Поскольку р(О, М») = 


2 (т)? 
+... ГТтж , ТО отсюда следует, что для всех 


(п) 


т 
т 


п выполняются неравенства = ' За, 2 ' За, ..., < а. 


Иными словами, последовательности 4 } ь {= } ь . о | 


коорлинат точек Л ограничены. В силу теоремы Больцано- 
Вейерштрасса для числовых последовательностей (см. п. 48 4 


> 
гл. 3) из последовательности 4 й можно выделить последова- 
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(тк) 
тельность вы ' >, сходящуюся к некоторому числу а1. Рассмо- 


(ть. ) 


т 
трим соответствующую подпоследовательность {2 после- 


довательности вторых координат точек {М}. В силу той же 

теоремы из подпоследовательности А можно выделить 

подпоследовательность Ви ь сходящуюся к некоторому чис- 
(пк) 


лу а2. Заметим, что подпоследовательность Е | последо- 


Пет) 


( 
валельности а сходится к числу а1. Итак, подпоследова- 


(п 


во) (пк) 
тельности ей 2 | И {2 2 | сходятся к числам а1 и а2 со- 
ответственно. Очевидно, что если мы из подпоследовательности 


(ко) 
42 *`› последовательности третьих координат точек М», выде- 
лим сходяшуюся к некоторому числу аз подпоследовательность 


Ва то подпоследовательности Ва и а 


сходятся соответственно к числам ат, а5, аз. Продолжая эти рас- 
суждения, мы, наконец, получим сходящуюся к некоторому чис- 


лу ат нодпоследовательность о кт) | последовательности т-х 
я. 
координат точек Л, причем подпоследовательности 4 кт ь 


42 и ...) фо сходятся к числам а1, а2....,@ат С00т- 


ветственно. Но тогда, в силу леммы 1, подпоследовательность 
М», } последовалельности точек {М»} сходится к точке А с 
коорлинатами а1,а2,... ат. Теорема доказана. 

Замечание. Предел А последовательности {1 М» } точек, 
принадлежащих замкнутому множеству 1 М}, также принадле- 
жит этому множеству. Чтобы убедиться в этом, достаточно за- 
метить, что в любой =-окрестности точки А имеются точки Мы, 
т. е. точки множества {М}, и поэтому точка А является либо 
внутренней, либо граничной точкой {М}, а следовательно, при- 
надлежит 1 М}. 

3. Понятие предельного значения функции несколь- 
ких переменных. Рассмотрим функцию и = }(М), опреде- 
ленную на множестве {1 М} т-мерного евклидова пространства, 
и точку А этого множества, быть может, и не принадлежащую 
множеству {М}, но обладающую тем свойством, что в любой 
=-окрестности этой точки содержится хотя бы одна точка мно- 
жества {1 М}, отличная от А. 

Определение 1. Число 6 называется п ре дел -- 
ным значением функции и = ИМ) в 
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точке А (ии пределом функции при 
М > А), если для любой сходящейся к А последовательности 
Мт, М5,... „Мы точек множества {М}, элементы М», ко- 


торой отличны от АТ) (М» # А), соответствующая после- 


о... 
довательность (Му), 1(М>),... ‚Р(Мь),... значений функции 
сходится к 6. 

Приведенное определение называется определением предель- 
ного значения функции с помощью последовательностей. Сфор- 
мулируем другое определение предельного значения функции, 
используя «=—д»-терминологию. 

Определение 2. Число 6 называется предельным значением 
функции и = (М) в точке А, если для любого полоэеитель- 
ного числа & можно указать такое положительное число д, 
ч’по для всех точек М из области задания функции, удовле- 
творяющих условию 0 < р(М,А) < 09, выполняется неравен- 
ство |}(М)-6| <=. 

Замечание. Определения 1 и 2 предельного значения 
функции эквивалентны. Справедливость этого утверждения мо- 
жет быть доказана точно так же, как и эквивалентность двух 
определений предельного значения функции одной переменной. 
Для обозначения предельного значения 6 функции и = }(М) в 
точке А используется следующая символика: 


Ви (М) =6, или Пт 1(71,12,....Тт) =, 
МА т1—а1, 
Х2—>а2, 
Тт —?@т 
где а1,а2,... ‚ат — координаты точки А. 


Сформулируем определение предельного значения функции 
при стремлении точки М к бесконечности. 

Определение 9. Число 6 называется предельным 
значением функции и = КМ) при М + © (или 
пределом функиици при М > 5}, если для ллюбого по- 
лоэжжительного числа & можно указать такое положительное 
число а, что для всех М из области задания функции, удовле- 
творяющих условию р(О, М) > а, выполняется неравенство 
(М) -6| < =. 

Арифметические операции над функциями т переменных, 
имеющими предельное значение в точке А, приводят к функ- 
циям, также имеющим предельное значение в точке А. Именно, 
справедливо следующее утверждение. 

Пусть функиии (М) и (М) имеют в точке А предельные 
значения 6 и с. Тогда функиии (М)+=(М), (М)-в(мМ), КМ). 


') Это требование объясняется, в частности, тем, что функция и = /(М) 
может быть не определена в точке А. 
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.“(М) {7 Г имеют, в точке А предельные значения (частное 
Ь 


при условии с = 0), равные соответственно 9+ с, 6-с, 6. с, -. 
| С 


Доказательство этого утверждения совершенно аналогично 
доказательству теоремы 4.1. 

4. Бесконечно малые функции. Функция и = (М) на- 
зывается бесконечно малой в точке А (при М -— А), если 


| М) = 0. 
ми РМ = 


Легко убедиться, что функция /(М) = (1 - а)” +... 
..- (тт — ат)”, где т,... Пт — положительные числа, яв- 
ляется бесконечно малой в точке А(а1, а2,... ат) '). 


Если функция и = (М) имеет равное 6 предельное значение 

в точке А, то функция (М) = (М) — 6 является бесконечно 

малой в точке А. Действительно, Пт а(М) = Ша (М) - 
_ МЬ->А МЬ—>А 


—6) = Па }(М)-— По 6 = 0. Используя этот результат, мы по- 
М—>А М> А | 


лучим специальное представление для функции, имеющей рав- 
ное 6 предельное значение в точке Д: 


(М) =Б+а(М), где Па а(М) =0. 
МЬ—>А 


Сравнение бесконечно малых функций нескольких переменных 
производится точно так же, как это указано в п. 332 гл. 4 для 
бесконечно малых функций одной переменной. Отметим, что, 
как и в случае одной переменной, под символом 0(8) мы будем 
понимать любую бесконечно малую в данной точке А функцию 
более высокого порядка малости, чем бесконечно малая в данной 
точке А функция В(М). 

5. Необходимое и достаточное условие существования 
предельного значения функции (критерий Коши). Будем 
говорить, что функция /(М) удовлетворяет в точке М = А 
условию Коши, если для любого положительного числа = най- 
дется положительное число д такое, что, каковы бы ни были две 
точки М’ и М” из области задания функции /(М), удовлетво- 
ряющие неравенствам 0 < р(М’, А) < д, 0 < р(М", А) < 05, для 
соответствующих значений функций справедливо неравенство 


9(М') — 1(М")| < =. 


Справедлива следующая основная теорема 
Теорема 14.2 (критерий Коши). Для того чтобы функ- 
ция (М) имела конечное предельное значение в точке М = А, 


1) Достаточно учесть, что каждая из функций олной переменной }(ть) = 
= (ть — ак)”* является бесконечно малой в точке хь = ах. 
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необходимо и достииточно, чтобы функция (М) удовлетворя- 
ла в этой точке условию "Коиии, Доказательство этой теоремы 
совершенно аналогично доказательству теоремы 8.2 и получает- 
ся из него путем замены букв х и а на буквы М и А и замены 
выражений типа |5 — а| на символ р(М, А). 


6. Повторные предельные значения. Для функции и = 
= /(х1,12,..., Хи) нескольких переменных можно определить понятие пре- 
дельного значения по одной из переменных хь при фиксированных значе- 
ниях остальных переменных. В связи с этим возникает понятие повторного 
предельного значения. Уясним это понятие на примере функции и = }(х,у) 
двух переменных д и у. Пусть функция и = {(х, у) задана в некоторой пря- 
моугольной окрестности | — 20| < а1, у-—ш| < 42 точки Мо(хо, уо), за 
исключением, быть может, самой точки Мо. Пусть для каждого фиксиро- 
ванного у, удовлетворяющего условию 0 < у — | < 42, существует пре- 
дельное значение функции и = }(х, у) одной переменной х в точке х = то: 


Ш (хи) = Ф(и), 


Хо 
у—фикс 


и пусть, кроме того, существует предельное значение Ь функции (у) в 
точке у = 0: 
Ва Ф(у) =Ь. 
У—и0 
В этом случае говорят, что существует повторное предельное значение в 
для функции и = {}(х,9) в точке Мо, которое обозначается следующим 
образом: 
а В (ту) =Ь. 
У—0 2—0 


Аналогично определяется повторное предельное значение 


бо Ио У (2, у). 

Установим достаточные условия равенства двух введенных повторных 
прелельных значений. 

Теорема 14.3. Пусть функция и = К(т,у) определена в некоторой 
прямоугольной окрестности |х — хо| < 41, у-— | < 42 точки Мо(хо, уо) 
и имеет в этой точке предельное значение 6. Пусть, кроме того, для лю- 
бого фиксированного х, 0 < |х — то| < 41, существует предельное значение 
д(х) = то Т(х, у) и для любого фиксированного у, 0 < |у-—у| < 42, суще- 

у— 0 


ствует, предельное значение ф(у) = бо. (хх, у). Тогда повторные предель- 


ные значения Ша Пт (ту) ц о. а Г(х, у) существуют и равны В. 
®—то и 0 у—>0 2—5 


Доказательство. Так как функция и = Г(х, у) имеет в Мо(хто, уо) 
предельное значение 6, то для любого = > 0 можно указать такое д > 0, что 
при |1 — | <ди|у-—%| < д выполняется неравенство |} (5,9) —В| < =. Та- 
ким образом, в прямоугольной окрестности |х — 20| <ди|у-%| < д точки 
Мо значения функции {(х, у) отличаются от 6 не больше чем на =. Но тогда 
предельные значения {(х) и р(х), указанные в формулировке теоремы при 
т и у, удовлетворяющих неравенствам |5 — 50| < ди у- | < 0, также 
отличаются от 6 не больше чем на =. Следовательно, и предельные значе- 
ния этих функций в точках хо и уо соответственно существуют и равны 5. 
Теорема доказана. 
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Можно определить понятие повторного предела для так называемых 
двойных последовательностей {а»п!, элементы ат» которых определяют- 


ся двумя индексами т и п. Именно, символ Пш Пш ал означает, что 
пою т со | 


сначала определяется последовательность {6}, 6» = Ши апп, а затем на- 
т—>со 


ходится предел этой последовательности {6 }. 
Рассмотрим, например, двойную последовательность {атп }, где атп = 
= с05"" 2л!х, х- фиксированное число. Докажем, что 


я 1, если х — рапиональное число, 
бп Ш с08” 2ли!х = 
п? оо т оо 0, если х — иррациональное число. 


В самом деле, если х = р/4, гдер и 4 — целые числа, то при п > 4 имеем 
со 2лп!х = 1, и поэтому Ша со” 2ли!х = 1. Иными словами, если х — 
9 —оо 
п24 


рациональное число, то ша Шш с05” 2лтх = 1. Если же х — иррацио- 
| в—} со т—со 


нальное число, то при любом п справедливо неравенство | соз2ли!х| <1 и 


поэтому ша с03” 2ллих = 0, т.е. ша Ша с0о5” 2лих = 0. 
п— со | ь—со т-—со 
Замечание. Используя полученный результат, мы можем аналити- 


ческим способом задать функцию Дирихле (см. п. 1 $8 1 гл. 4) как повторный 


предел ша Ш с08” 2лиих. 
со тс 


$ 3. Непрерывные функции нескольких переменных 


1. Определение непрерывности функции несколь- 
ких переменных. Пусть точка А принадлежит области за- 
дания функции и = }(М) нескольких переменных и любая =5- 
окрестность точки А содержит отличные от А точки области 
задания этой функции. 

Определение 1. Функция и = (М) называется непр-- 
рывной в точке А, если предельное значение этой 
функции в точке А существует и равно частному значенлио 


7(А). Отметим, что так как А = Пт М, то условие непрерыв- 
| М>А = 


ности функции можно записаль в следующей форме: 


И АСМ) = ( м). 
М 


Точки, в которых функция не обладает свойством непрерывно- 
сти, называются точками разрыва этой функции. 

Сформулируем определение непрерывности функции, ис- 
пользуя определение предельного значения функции с помошью 
ид. 

Определение 2. Функция и = (М) называется непрерыв- 
ной в точке А, если для любого положительного числа Е мож- 
но указать такое положительное число д, что для всех то- 
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чек М из области задания функции, ори условию 
(М, А) < 6, выполняется неравенство |}(М) — (А) <= 
Определение 3. Функция и = (М) называется непр-е- 
рывной на множестве {М} если она непрерывна 
в каждой точке этого множества. 
Назовем приращением или полным приращением функции 
= (М) в точке А функишо Ди, определяемую формулой 


— к. 

Ди = (М) - ДА), (14.5) 

гле М — любая точка из области задания функции. Пусть точ- 

ки А и М имеют соответственно координаты а, @2,... Чат И 
11.212,....,Хт. Обозначим т1-—а1 = Ах1, х2—а2 = Ал, 


., Тт—@ат = Атт. Используя эти я обозначения, получим для 
приращения Функции Ац, соответствующего прирашениям ар- 
гументов Ат1.... ‚ Ах, следующее выражение: 


Ди = К(а1 + Ах, а2 + Ало,... ат + Атт) — (а, а2,... ат). 
(14.6) 


Очевидно, для непрерывности функции и = (М) в точке А 
необтодимо и достаточно, чтобы ее приращение Аи предста- 
вляло собой бесконечно малую в точке А функцию, т. е. необхо- 
димо и достаточно, чтобы 


| = 1 ) — #(4)) =Оили Ц = 0. Г 
ит, Аи Иша (70) Т(А)) =0 или о, Ач 0. (14.7) 


Условие (14.7) мы будем называть разностной формой условия 
непрерывности функции и = (М) в точке А. 

Для функции и = 1[(11,12,...,Тт) нескольких перемен- 
ных можно определить понятие непрерывности по одной из пе- 
ременных при фиксированных значениях остальных перемен- 
ных. Для определения этого понятия рассмотрим так называ- 
емые частные приращения функции и = }(т1,т2,...,Хт) в 
точке М(т1,12,...,Хт), принадлежалцей области определения 
функции. Зафиксируем все аргументы, кроме первого, а пер- 
вому аргументу придадим произвольное прирашение Ах1 та- 
кое, чтобы точка с координатами 11 + Ат1,12,... ‚ Тт находи- 
лась в области задания функции. Соответствующее приращение 
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функции называется часпииям приралцением 1) функции в точке 
М(т1,т2,...,Хт), соответствующим прирашению Ах аргумен- 
та, т1 и обозначается Ах. и. Таким образом, 


Ач = (тт + Ат. 12,... ‚Жт) — (тт, т, ... ‚Фт). (14.8) 


Аналогично определяются частные приращения Функции, соот- 
ветствующие приращениям других аргументов: 


ДА. ч = (71, 72 + Ато, тз,... Ст) — (т, тэ, ... ‚т. 
(14.9) 


Дим = 7 (11, 12,... ‚Тт—1, т + Атт) -— 1(21,12,... ‚Тт). 


Введем теперь понятие непрерывности функции и = } (11,12, ... 
.,Тт) по одной из переменных. 

Функция и = [(11,12,...,Тт) называется непрерывной в 
точке М (71, т2,...,Хт) по переменной ть, если частное при- 
ращение Д’,и этой функции в точке М представляет собой 
бесконечно малую функцию от Ату, т. е. если 


[о Аа = 0. (14.10) 


Дхь-— 


При фиксированных значениях всех переменных, кроме пере- 
менной т, функция и = [(11,12,...,Тт) представляет собой 
функцию одной этой переменной. Отметим, что непрерывность 
функции по переменной т» означает непрерывность указанной 
функции одной переменной. Очевидно, из условия непрерывно- 
сти функции и = }(11,12,...,Хт) в данной точке М вытека- 
ет непрерывность этой функции в точке М по каждой из пе- 
ременных 21,12,...,Хт. Однако из непрерывности функции в 
точке М по каждой из переменных 11,12,... Хэш не вытекает, 
вообще говоря, непрерывность функции в этой точке. Чтобы 
убедиться в этом, рассмотрим следующие примеры: 

1°. Мы будем говорить, что функция и = (М) = 1(т, у) 
непрерывна в точке М на некоторой прямой, проходящей через 
эту точку, если для любой последовательности точек {1 Ми} этой 
прямой, сходящейся к точке М, соответствующая последова- 
тельность 1 }(М»)} значений функции имеет пределом частное 
значение }(М) функции в точке М. Так как на прямой функ- 
ция и = }(т,у) представляет собой функцию одной перемен- 
ной, то понятие непрерывности функции на прямой совпадает, 
очевидно, с понятием непрерывности указанной функции одной 


') Термин «частное прирашение» употребляется лля того, чтобы от- 
личить это приращение от полного приращения (14.6), соответствую- 
щего произвольным приращшениям Ах1, Ах2,...,Ахи всех аргументов 
2... фт. 
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переменной. В частности, непрерывность функции в точке М 
по отдельным переменным 5 и у представляет собой непрерыв- 
ность ее на прямых, проходящих через точку М и параллельных 
координатным осям. Докажем, что функция 


У | 2 2 
о) т при 2+“ = 0, 


0 при 4+9 =0 


непрерывна в точке (0,0) по каждой из переменных х и у, т. е. 
непрерывна на каждой из координатных осей, но не является 
непрерывной на всех остальных прямых, проходящих через эту 
точку, и поэтому не является непрерывной в точке О. Каждая 
прямая, отличная от координатных осей и проходящая через 
точку (0,0), может быть представлена уравнением у = Ах, где 
К = 0. Очевидно, на такой прямой все значения функции посто- 


янны и равны Поэтому, если последовательность {М} 


ТА? 
отличных от О точек такой прямой сходится к точке (), то соот- 
ветствующая последовательность значений функции имеет пре- 


дел Так как при К 2 0 этот предел отличен от нуля и не 


К 
т+ А? 
совпадает с частным значением функции в точке (), то функция 
разрывна в этой точке на рассматриваемой прямой. Непрерыв- 
ность функции на координатных осях вытекает из того, что ее 
значения на этих осях равны нулю. 

Может сложиться впечатление, что если функция двух пере- 
менных непрерывна на любой прямой, проходящей через дан- 
ную точку, то эта функция непрерывна в указанной точке. Сле- 
дующий пример показывает, что это, вообще говоря, не так. 


2°. Рассмотрим функцию 


при +” 0, 
0 при + у’=0. 


Докажем, что, хотя указанная функция непрерывна на любой прямой, про- 
ходящей через точку О(0, 0), она не является непрерывной в этой точке. В 


самом деле, значения функции на прямой у = Ах равны ую, и поэтому 
при д $ Оби > 0. Непрерывность этой функции на оси Оу вытекает из 
того, что ее значения на этой оси равны нулю. С другой стороны, значения 


функции на параболе у = рх? постоянны и равны и поэтому пре- 


1+ р?’ 


дельное значение функции при стремлении точки М к точке О по указанной 


параболе также равно Так как при р = 0 этот предел отличен от 


1 + р? 
нуля и не совпадает с частным значением функции в точке О, то функция 
разрывна в этой точке. 
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2. Основные свойства непрерывных Функций нес- 
кольких переменных. В этом пункте мы перечислим основ- 
ные свойства непрерывных функций нескольких переменных. 
Поскольку доказательства этих свойств в основном аналогич- 
ны доказательствам соответствующих свойств функций одной 
переменной, то, как правило, мы будем давать лишь краткие 
пояснения, предоставляя детали доказательств читателю. 

Г. Арифметические операции над не 
прерывными функциями. Справедливо следующее 
утверждение. 

Пусть функции (М) и (М) непрерывны в точке А. Тогда 
функции {(М)+8(М), ИМ) 8 (М), КМ)-в(М) и Гар) непре- 
рывны в точке А (частное при условии = (А) = 0}. Доказатель- 
ство этого утверждения совершенно аналогично доказательству 
теоремы 4.2. 

2. Непрерывность сложной функции. Вве- 
дем понятие сложной функции нескольких переменных. Пусть 


функции 


© — ФН, 9, ... 1), 


1:2 = ф(Н,В.... ‚6:), (14 11) 


7т = Фт(Н,12,... в) 


заданы на множестве {№} евклидова пространства Е 
(+1,12,...,В — координаты точек в этом пространстве). Тогда 
кажлой точке М(Н,12,...,) из множества {1 №} ставится в со- 
ответствие с помощью формул (14.11) точка М (51, 12,... т) 
евклидова пространства Е”. Обозначим через {М} множе- 
ство всех таких точек. Пусть и = }(151,12,...,тт) — функ- 
ция 77-переменных, заданная на указанном множестве {1 М}. В 
этом случае мы будем говорить, что на множестве {№} ев- 


клидова пространства Е^ определена сложная функция и = 
= 7 (11,12,... т), где 11,12,...,тт являются функциями пе- 
ременных #1,Р,... ‚ &, причем эти функции определяются соот- 
ношениями (14.11). Справедливо следующее утверждение. 


Пусть 1 — ФН, В, ... ‚1,), Фо  — 42(Н,12,... ‚1,), 


.,Ят = Фт(Н,Ю,..., 4) непрерывны в точке А(ал, а2,..., ав), 
а функция и = }(11,12,... фт) непрерывна в точке В(61,65,... 
- бт), где & = (а, а2,... ав), * = 12,..., т. Тог- 
да сложная функция и = {(11,12,... фт), 296 21,12,... т 


представляют собой определенные выше функции аргумен- 
тов Н,Р,... 1, непрерывна в точке А(а,а2,... ак). Наме- 
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тим основные этапы доказательства этого утверждения. Пусть 
{ №1, № = А, — произвольная сходящаяся к А последователь. 
ность точек из области {№} задания функций ф;(Н,№,...,%), 
а { М»: — соответствующая последовательность точек, коорди- 


(п) (п) (п) 


наты 1; ” которых равны Е”, № ’,... и ). В силу непрерыв- 
ности функций ф; в точке А, последовательность { М» } сходится 
к точке В(61,62,... бт) (не исключена возможность совпадения 
точек М» с точкой В). В силу непрерывности в точке В функ- 
ции и = }(11,12,...,Хт), последовательность {1 1(М»)} сходится 
к /(В). Но эта последовательность представляет собой после- 
довательность значений сложной функции, отвечающую сходя- 
шейся к А последовательности {№} точек области ее задания. 
Так как мы убедились, что последовательность {1(М»)} схо- 
дится к частному значению }(В), то тем самым непрерывность 
сложной функции доказана. 

Замечание. Приведенное здесь доказательство представ- 
ляет собой обобщение на случай нескольких переменных доказа- 
тельства теоремы 4.5 о непрерывности сложной функции одной 
переменной. 

3°. Теорема об устойчивости знака 
непрерывной функции. 

Теорема 14.4. Если функция и = (М) непрерывна в точ- 
ке А евклидова пространства Е" и если (А) = 0, то суще- 
ствует такая д-окрестность точки А, в пределах которой во 
всет точках области своего задания (М) не обращается в нуль 
и имеет, знак, совпадающий со знаком (М). Справедливость 
этой теоремы непосредственно вытекает из определения непре- 
рывности функции в терминах «Е — д». 

4°. Теорема о прохождении непрерывной 
функции через любое промежуточное 
значение. 

Теорема 14.5. Пусть функция и = КМ) непрерывна во 
всех точках связного множества {М} евклидова простран- 
ства Е", причем (А) и }(В) — значения этой функции в точ- 
ках А и В этого множества. Пусть, далее, С’ — любое число, 
заключенное между 1(А) и (В). Тогда на любой непрерывной 
кривой Г, соединяющей точки А и В и целиком располагающей- 
ся в (М. найдется точка № такая, что (№) = С. 

Локазательство. Пусть 


1 = Ф1 (И, 1:2 = ф2(®, -..; т = Фт (О, а < ЕС В, 


— уравнения непрерывной кривой Г, соединяющей точки Аи В 
множества { М} и целиком располагающейся в {М} (см. п.5$1). 
На сегменте [< В определена сложная функция и = }(т1,12,... 

.,Жт), где д; = ФИ, 1 = 1,2,...,т а << В. Очевидно, 
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значения этой функции на сегменте |, В] совпадают со значе- 
ниями функции и = {(М) на кривой Г. Указанная сложная 
функция одной переменной $, в силу утверждения раздела 2° 
этого пункта, непрерывна на сегменте |<, В] и, согласно теореме 
8.6, в некоторой точке & сегмента |а, В] принимает значение С. 
Поэтому в точке М кривой Ё с координатами ф1(&), 02(5), 

., Фт(&) справедливо равенство }(№) = С. Теорема доказана. 

Ограниченность функции, непрерывной 
на замкнутом ограниченном множестве. 

Теорема 14.6 (первая теорема Вейериитрасса). Ес- 
ли функция и = (М) непрерывна на замкнутом ограничен- 
ном множестве {М }, то она ограничена, на этом множестве. 
Остановимся на доказательстве ограниченности и = (М) свер- 
ху. Предположим, что и = }(М) не ограничена сверху на {М}. 
Выделим (как и в доказательстве аналогичной теоремы 8.7) 
последовательность { М» } точек множества {М}, для которых 
7(М») > п. В силу теоремы Больцано-Вейерштрасса (см. п. 2 
$ 2) из {Ми} можно выделить сходящуюся подпоследователь- 
ность {Мь,}, предел М которой, в силу замечания к теореме 
Больцано-Вейерштрасса, принадлежит множеству {М}. Оче- 
видно, последовательность 1}(Мь,)} бесконечно большая. С 
другой стороны, в силу непрерывности функции в точке М, эта, 
последовательность {1 }(Мь,)} должна сходиться к }(М). Полу- 
ченное противоречие доказывает теорему. 

Достижение функцией, непрерывной 
на замкнутом ограниченном множестве, 
своих точных граней. 

Теорема 14.7 (вторая теорема Вейершитрасса). Если 
функция и = (М) непрерывна на замкнутом ограниченном 
множестве {М} то она достигает, на этом множестве своих 
точных вертней и нижней граней. Доказательство этой теоре- 
мы совершенно аналогично доказательству теоремы 8.8 (вторая 
теорема Вейерштрасса для функции одной переменной). 

7’. Понятие равномерной непрерывности 
функции нескольких переменных. Функция 
и = (М) называется равномерно непрерыв- 


ной на множестве {М} ') евклидова пространства Е”, ес- 
ли для любого положительного числа Е можно указать такое 
полоэюительное д, зависящее только от =, что для любых двух 
точек М' и М" множества {М\, удовлетворяющих условию 
р(М', М") < 5, выполняется неравенство |1(М") — (М'| < в. 
Имеет место следующая теорема. 


1) При этом предполагается, что множество {М} плотно в себе, т. е. в 
любой =-окрестности каждой точки М этого множества имеются отличные 
от М точки множества {М }. 
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Теорема 14.8 (теорема о равномерной непрерывно- 
сти). Непрерывная на замкнутом ограниченном множестве 
{ М} функция равномерно непрерывна на этом множестве. До- 
казательство этой теоремы совершенно аналогично доказатель- 
ству теоремы 10.2 и получается из него путем замены термина 
«сегмент [а,6 |» термином «множество {М}», замены буквы т 
на букву М и замены выражений типа |5” — х| на символ 
р(М', М"). 

Замечание. Назовем диаметром ограниченного 
множества {М} точную верхнюю грань чисел р(М’, М"), где 
М' и М" — всевозможные точки множества {М}. Исполь- 
зуя понятие диаметра множества, отметим следующее свойство 
непрерывных на замкнутых ограниченных множествах функ- 
ций. Пусть функция и = (М) непрерывна на замкнутом огра- 
ниченном множестве {М }. Тогда для любого положительного 
числа = можно указать такое д > 0, что на каждом принадле- 


жащем множеству {1 М} замкнутом подмноэжестве {М }, диа- 


метр которого меньше 6, колебание и) функции (М) мень- 
ше =. Локазательство этого свойства совершенно аналогично 
доказательству следствия из теоремы 10.2. 


$ 4. Производные и дифференциалы функции 
нескольких переменных 


1. Частные производные функции нескольких пере- 


менных. Пусть точка М(71,12,...,Хт) является внутренней 
точкой области задания функции и = }(11,12,... тт). Рассмо- 
трим в данной фиксированной точке М (51, 12,...,Хт)} отноше- 


ние частного приращения Ах, и (см. п. 18 3, формулы (14.8) и 
(14.9)) к соответствующему прирашению Алу, аргумента ть: 


Аи _ }(71,12,... Тк Жк Ахь, ЖЕ,... т) — 1(%1,12,... т) 
Ахь Ать 


(14.12) 


Отношение (14.12) представляет собой функцию от Ахх, опреде- 
ленную для всех, отличных от нуля значений Ать, для которых 
точка М(51,12,... Тьет. Жк + Ать, ть+т.....Хт) принадлежит 
области задания функции и. 

Определение. Если существует предел отношения (14.12) 
частного приралцения Аз, и функции в точке М(11,12,... т) 


') Колебанием &х функции }(М) на множестве {М} называется разность 
меж точной верхней и точной нижней гранями нкпии М) на этом 
ду ункц 
множестве. 
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к соответствующему приращению Алть аргумента ть при 
Дть —} 0, то этот предел называется частной про- 
изводной функции и = Ё(1т1,12,...,Тт} в точке М по 
аргументи) хь и обозначается одним из следующих символов: 
Ои О} ! р 


(Я ь,* 
ть’ ть’ Тк’ ть 


Таким образом, 

ди Ди | 

— = Ша м. (14.13) 

ть ЛАлх,—>0 Ать 
Отметим, что частная производная функции и = 1(11,12.... 

.,Жт) по аргументу ху представляет собой обыкновенную про- 

изводную функции одной переменной хь при фиксированных 
значениях остальных переменных. Поэтому вычисление част- 
ных производных производится по обычным правилам вычис- 
ления производных функций одной переменной. 


Примеры. 
Г. и = агсве —. ди ЕЛИ ди _ = 
у’д чу’ ду + 
2 | ди , 1 
2°. и — де” ш р — ря — = е9® НИ 
+ № (#-у- 2), 5- ЕТ 
. ] р 
ОИ = ее — би — пуе" + 
3° и = $6 \/ 12 — уз бы _ 
? От РтИамут-7 
Ои ди 


ду отли \/х 2—2. 0= — Е \/х 2 
Замечание 1. Из существования у функции в данной 


точке всех частных производных, вообще говоря, не вытекает 
непрерывность функции в этой точке. Мы уже убедились, что 


функция 


©у 2 2 
—^_ при 5-0 
и = т + у“ р у 


0 при 2+9? =0 


не является непрерывной в точке 0(0,0) (см. пример 1? п. 1 
$ 3). Однако в этой точке указанная функция имеет частные 
производные по хи у. Это следует из того, что }(1,0) = О и 
(0. у) =0, и поэтому 

д д 

7 0 7 


— и — —= 
0% | (0,0) ду | (0,0) 


Замечание 2. Мы определили понятие частных 
производных для внутренних точек области задания функции. 
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Для граничных точек области задания данное нами определение 
частных производных является, вообще говоря, непригодным. 
В частности, это связано с тем, что 
в граничных точках области задания 
функции не всегда можно вычислить 
частные приращения этой функции 
(так, например, обстоит дело с гранич- 
ной точкой Мо области, изображенной 
на рис. 14.2). Поэтому обычно част- 
ные производные в граничных точках 
области задания функции определя- 
ются как предельные значения этих 


Мо(5хо, 90) 


производных. о 20 т 
2. Понятие длифференцируемо- 

сти функции нескольких пере- 

менных. Напомним, что приращени- Рис. 14.2 

ем (или полным приращением) функции и = 1(11,12,...,Жт) в 

точке №М(51,12,...,Жт), соответствующим прирашениям Ахт, 

Дт2,..., Ати аргументов, называется выражение 


Ди = {1 (51 + Ахтт, 42 + Ато,... тт + Атт) — 1(11,12,... ,Хт). 


Определение. Функция и = 1(11,12,...,Фт) называется 
дифференцируемой в данной точке М (51,12.... т). 
если ее полное приращение в этой точке может быть пред- 
ставлено в виде 


Аи = А. Ат + А-Алр+... 
. - А»жАхи, + а Алх1 + а2Ато+...ЁатАхтт, (14.14) 


где Ат, А2,..., Ат — некоторые не зависящие от Алу, Ато.... 

., Атт числа, а от. @а2, ..., ат — бесконечно малые при 
Дт — 0, Ду. > 0...., Ати — 0 функции, равные нулю 
при Аз: = Ато =... = Ахи, = 0. Соотношение (14.14) назы- 


вается условием дифферениируемости функции в данной точ- 
ке М. Условие (14.14) дифференцируемости функции можно за- 
писать также в иной форме. Для этого рассмотрим бесконечно 


малую при Ахт| -$ 0, Ал > 0,..., Атт -} 0 функцию р = 
= \/Азл + Аз +...+ Ал, 1) и отметим, что эта функция обра- 
шается в нуль лишь при Ах1 = Аз =... = Ахт = 0. Убедимся 


теперь, что входящая в правую часть соотношения (14.14) сум- 
ма а@1Ах1 + а2А1з2+...+атжАхтт представляет собой бесконеч- 
но малую более высокого порядка функцию по сравнению с р. 


1) Геометрически эта функция представляет собой расстояние между точ- 
унк 
ками М(71,42,...,Хт) и М (5х: + Алу, 42 + А12,..., бт + Ахю). 
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Иными словами, убедимся, что эта сумма представляет собой 


| Ах 
выражение о0(р). В самом деле, при р = 0 справедливо [Аа] < 1, 
р 
и поэтому 


1 Аз -- @2Аз2 +... + отАтт| < 
о а + О 
< Ца | + [а2| +... + а |}р = о(р). 


Таким образом, условие (14.14) дифференцируемости функции 
может быть записано в следующей форме: 


Ди = А1 Ах: + А›Азо +...+ АжАхтт + о(р). (14.15) 


При этом величину 0(р} мы считаем равной нулю при р = 0. 
Чтобы доказать, что условие (14.15) эквивалентно условию 

(14.14), нужно убедиться, что из представления (14.15) в свою 

очередь вытекает представление (14.14). Для этой цели, считая, 


что не все Дл, Ало,..., Али равны нулю '), представим о(р) 
в виде 
о(р) р’ _ о(р) Ая + Аз +... Ажт _ 
о(р) = = = 
р Р р р 
д; Дт Атт 
| 2: | Аа | | г? | Аа -...+ | ы | Ат. 
р р р р р р 
о(р) Ат, 
Полагая — = а; и учитывая, что ©; является бесконечно 


р 
малой при р -> 0 (а стало быть, и при Ах -$ 0, Дл > 0, ... 
‚, Ат — 0) функцией, мы придем к представлению (14.14). 

Итак, условие лифференцируемости функции можно запи- 
сать как в виде (14.14), так и в виде (14.15). 

Если хотя бы одно из чисел Ат, А2,..., Ат отлично от ну- 
ля, то сумма А Ах! + 42А12+...+ Аим Ахтт представляет со- 
бой главную, линейную относительно приращений аргументов 
часть приращения дифференцируемой функции. Отметим, что 
при определении понятия дифференцируемости функции мы не 
исключали возможности обращения всех чисел А1, 42,..., Ат 
в нуль, и поэтому, если приращение Аи функции может быть 
представлено в виде (14.14) или (14.15) при А: = 42 = 

= А» = 0, то функция дифференцируема в данной точке. 

Справедлива следующая теорема. 


1) Если все Ах, равны нулю, то все члены в правой части формул (14.14) 
и (14.15) равны нулю. 
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Теорема 14.9. Если функция и = }(11,12,....,бт) дифде- 
ренцируема в точке М (11, 12,... тт), то в этой точке су 
ществуют частные производные по всем аргументам, причем 
ди 
От. 


дифференцируемости функици. 
Доказательство. Из условия (14.14) дифферен- 


цируемости функции в точке М (11, 12,...,Тт) вытекает, что ее 
частное приращение А’ и в этой точке равно Ари = А;Аж; + 


= А,, где А; определяются из условия (14.14) или (14.15) 


2. Ц 


= А; + а;, и поэтому, так 


_ . Ди _ ди _ п 
как ©; —* 0 при Ах; -* 0, ИИ д = р = А;. 
Следствие 1. Условие (14.15) дифференцируемости функ- 


ции в данной точке М можно записать в следующей форме: 


- а;Ах;. Отсюда вытекает, что 


ди 


_ ил. 0. 
Аи = р -- 5 


“До +... 5 Ат + о(р) '). (14.16) 


у 


Следствие 2. Если функция и = }(11,12,... т) 9ид- 
ференцируема в точке М (11,12,...,т), то представление ее 
приращения Аи в форме (14.14) или (14.15) единственно. В са- 
мом деле, коэффициенты А; этих представлений равны частным 


производным в данной точке М и поэтому определяются 


НЙ. 
елинственным образом. 


Убедимся в справедливости следующего важного свойства 
дифференцируемых функций. 

Если функция и = }(11,12,...,Жт) дифференцируема в точ- 
ке М(т1,12,...,Хт), то она и непрерывна в этой точке. В са- 
мом деле, из условия (14.14) дифференцируемости функции в 


точке вытекает, что Шт Дц = 0, а это и означает, что функ- 
Ат: -0, 
ДАт2-0, 


ция непрерывна в точке М (см. п. 18 3, формула (14.7)). 

В случае функции и = }(х, у) двух переменных условие диф- 
ференцируемости может быть иллюстрировано геометрически. 
Введем понятие касательной плоскости к поверхности в точ- 
ке №. Плоскость п, проходящая через точку № поверхности, 
называется касательной плоскостью вэтой точ- 
ке, если угол между этой плоскостью и секущей, проходящей 
через точку № и любую точку М№ поверхности, стремится к 
нулю, когда точка № стремится к № (рис. 14.3). 


91 ‹ 
берутся в данной точке М. 


Ох, 


1) Здесь все частные производные 
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Если в точке № существует касательная плоскость, то очевид- 
но, что касательная в точке № к любой кривой, расположенной 
на поверхности и про- 
ходящей через №, ле- 
жит в указанной плос- 
кости. 

Убедимся, что из 
условия дифференци- 
руемости функции и = 
= /(т,у) в данной точ- 
ке (710,40) вытека- 
ет существование ка- 
сательной плоскости к 
графику © этой функ- 
ции в точке №(50, 0, 
20}. Положим Ах = 
= т - 10, Ау = Уу- 
— 10, Аи = и-ш 

Рис. 14.3 где 69 — 1 (го, уо), и = 

= (ту). Очевидно, 

условие (14.14) длифференцируемости в рассматриваемом случае 
можно записать следующим образом: 


и — щ = А(5 — 20) + В(у— 0) + аДх + ВДу = 
= А(1 — 10) + В(у-— 0) + о(р), 


Ои ди 
где Ди В — постоянные, равные частным производным И 5, 
» ду 


в точке №4, ами 6 — бесконечно малые при Ах и Ду-0 


функции, р = \/ Ат? + Дуг. 


Рассмотрим следующее уравнение: 
(И — ш = А(х — 10) + Ву-). 


Из аналитической геометрии известно, что это уравнение 
определяет в декартовой системе координат (т, у,() некоторую 
плоскость п, проходящую через точку №(50, у0, чо) и имеющую 
нормальный вектор п = {А,В,-} 1. 

Докажем, что эта плоскость л является касательной плоско- 
стью в точке № поверхности ©. Для этого достаточно убедить- 
ся, что: 1) плоскость л проходит через точку № поверхности 5 
и 2) угол ф между нормалью п к этой плоскости и любой се- 
кушей №№ стремится к л/2, когда точка № поверхности 5 
стремится к точке №. Утверждение 1) очевидно. Перейдем к 


1) Нормальным вектором плоскости называется любой ненулевой вектор 
п, перпендикулярный к этой плоскости. 
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доказательству утверждения 2). Вычислим косинус угла ф, вос- 
пользовавшись известной формулой для косинуса угла между 
двумя векторами. Так как координаты вектора п равны А, В, 


—1, а координаты вектора №1 секушей равны 5 — 10, У-— 10, 
и — 0 (см. рис. 14.3), то 

А(х — то) + В(у-— у) — (и) 
У А? + В? +1 (т — то)? + (у- у)? + (и- чо)? 


08 ф = 


Из условия дифференцируемости функции и = } (5.9) выте- 
кает, что 


А(1 — 10) + В(у- 0) — (ищо) = о(р). 


Поэтому 
| с08 ф < |о(р) — (р 
М (2 — то)? + (у- №)? р 
Из этой формулы вытекает, что Шт созф = 0, т.е. Шаф =л/2. 
р—0 р—0 


Утверждение 2} доказано. 

Таким образом, дифференцируемость функция и = }(х, у) 
в точке №М0(10, 0) с геометрической точки зрения означает на- 
личие касательной плоскости к графику функции и = }(т.у) в 
точке № (10, /0, чо). 

Так как коэффициенты Аи В равны соответственно частным 
производным, вычисленным в точке (50, у0}, то уравнение ка- 
сательной плоскости может быть записано в виде 


Ои | Ои | 
(Г — ш = —(т-т (и — . 14.17 
0 5 ( о) + би 90) ( ) 
., Ои Ди ., 
Нормальный вектор п = р —1% касательной плоскости 
х’ду' 


принято называть нормалью к поверхности и = }(%,у) в точке 
№ (50, 90; ио). 

Выясним достаточные условия лифференцируемости функ- 
ции нескольких переменных. 

Теорема 14.10. Если функция и = }(т1,12,...,Жт) имеет 
частице производные по всем аргументам в некоторой окрест- 


ности точки Мо(ал. о ... т). причем все эти частные про- 
изводные непрерывны в самой точке Мо, то указанная функция 
дифферениируема в точке Мб. 

Доказательство. Для сокрашения записи проведем до- 
казательство для функции двух переменных и = { (т, у). Итак, 
пусть обе частные производные }/ и й, существуют в окрестно- 


сти точки А0(10, 90) и непрерывны в этой точке. Дадим аргу- 
ментам хи у столь малые прирашения Ах и Ду, чтобы точка 


504 ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ ГЛ. 14 


М (х0 + Ах, уо + Ау) не выходила за пределы указанной окрест- 
ности точки №9. Полное приращение Ац = }(50+Ах, у--Ау)- 
— / (50,40) можно записать в виде 


Ди = [1 (10 + Ах, у + Ду) — } (то, у + Ду] + 
+ [1 (50, у0 + Ау) — Г (то, 40). 


Выражение |[{ (10 - Ах, у + Ау) — } (то, у + Ау)| можно рассма- 
тривать как приращение функции }(т, у - Ау) одной перемен- 
ной 1 на сегменте [50,20 + Ах|. Поскольку функция и = } (5,9) 
имеет частные производные, указанная функция (5, 40 + Ау) 
дифференцируема и ее производная по т представляет собой 
частную производную }. Применяя к указанному приращению 
формулу Лагранжа, найдем такое 91 из интервала 0 < 61 < 1, что 


[1 (г. + Ах, %-+Ау) — 7 (хо, %+Ду)] = 1, (50 +01. Ах, у-+ Ау)Дх. 


Рассуждая совершенно аналогично, получим, что для неко- 
торого 95 из интервала 0 < 65 < 1, 


[4 (го, уо + Ду) — 1 (50, 0)] = Л, (50, о + 6 Ау)Ау. 


Так как производные }, и Л, непрерывны в точке Мо, то 
/ / 
1» (то + Ах, у + Ду) = 1, (10,40) + а, 


(10, 0 — 9. Ду) — {, (хо, Уо) - б, 


где хи б — бесконечные малые при Ах > 0и Ау -} 0 функции. 
Отсюда, учитывая приведенные выражения для 


|1 (50 + Ат, у + Ду) — 1(хо, 5+ Ду)| и [1 (50, у + Ау) — 1(510, 50] 


и выражение для Аи, найдем 
Ди = }, (50,0) Дх + }, (то, уу) Ду + аДх + ВДу. 


Следовательно, функция и = }(х, у) дифференцируема в точ- 
ке Ло. В случае функции т переменных и = }(11,12,...,Хт) 
рассуждения проводятся аналогично, только полное прираще- 
ние Аи этой функции следует представить в виде суммы 

©) 


Ан = (тт +Ахт, ... ‚ 27 +Атт,) — 1 (т, ... ‚т, — 


7 


о о о о о 
— > Е ее у -СК-Т, ФЕ +-Ать, ФЕ +Ать+т, 5: 2% +Ахт,) — 
К=1 


©) [© ©) [© ©) 
— (т. АТ, ФК, РК +-Атьт, 90 т +Ахт,).. 


Теорема доказана. 
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3. Понятие дифференциала функции нескольких пе- 
ременных. 

Определение. Дифференииалом ди дифференииру- 
емой в точке М(т1,12,...,Тт) функции и = }(т1,12,... ТЖтъ 
называется главная линейная относительно приращений аргу- 
ментов часть приращения этой функции в точке М. Если все 
коэффициенты А; в представлении (14.14) приращения диффе- 
рениируемой функиии равны нулю, то дифференииал 4и функ- 
ции в точке М считается равным нулю. 

Таким образом, дифференциалом Аи дифференцируемой в 
точке М функции и = {(51,12,...,Хт) называется выражение 


аи = А Ах: + А-Алзр+...+ Ар Ахти. (14.18) 


Используя теорему 14.9, мы можем, очевидно, переписать выра- 
жение (14.18) для дифференциала фи следующим образом: 

ди = Ви Аа Ал... +9 Ди, (14.19) 

От От2 Отт 

Введем понятие дифференииала ат; независимой переменной ху. 
Под лифференциалом ат; независимой переменной т; можно по- 
нимать любое (не зависящее от 11,12,...,Хи) число. Догово- 
римся в дальнейшем брать это число равным приращению Ах; 
независимой переменной 42. Эта договоренность позволяет нам 
переписать формулу (14.19) в виде 


ди ди ди 
фи = — ат1-+ — 412 +...+ —— атъю. (14.20) 

От От2 Отт 
Подчеркнем, что формула (14.20) установлена нами лишь для 
случая, когда аргументы 11,12,...,Хт являются независимы- 


ми переменными. Однако ниже, в п. 5 этого параграфа, мы до- 
кажем, что формула (14.20) остается справедливой и для слу- 
чая, когда аргументы 11,12,...,Тт не являются независимыми 
переменными, а сами представляют собой дифференцируемые 
функции некоторых новых переменных. 

4. Лифференцирование сложной функции. В этом 
пункте мы рассмотрим вопрос о дифференцировании сложной 
функции вида и = }(11,12,..., тт), где 


1 — Фт(Н, В, ... 1), 
фо — фо $1, 12 ... бк 
(и, И»), (14.21) 
бт, — Фт(Н, 12,... ‚%%). 
Мы докажем, что при определенных условиях эта сложная 
функция является лифференцируемой функцией своих аргу- 
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ментов Я, 12,... , . При этом частные производные указанной 
сложной функции по аргументам Н,№,... выражаются че- 
рез частные производные функции и = 1 (11,12,... тт) и через 
частные производные функций (14.21) по следующим форму- 
лам: 


ди — ди ди: | ди 072 | ди 0ат 

о От ОЁ От ОЁ 17° От Он’ 

ди _ ди 0х: ди 0х2 О Отт 

д = дал 0% "баз 0ь ^^^ бен д (14.22) 
ди _ ду дл Ои 012 Оч Отт 

9, — бет 9, (баз 0ь ``" бе д, 


Докажем следующую основную теорему. 
Теорема 14.11. Пусть функции (14.21) дифференциру- 


© © © 
емы в некоторой точке М(Н,1,....в), а функция и = 
= }(11,712,... , Хю) дифференицируема в соответствующей точ- 
© © ©) о о о |®) . 
ке №(11,12,...,Тт), где = ФИН, №,... Ш) = 12,...,т. 
Тогда сложная функция и = 1(11,12,... т), 2де 11,19... т 


определяются соотношениями (14.21), дифферениируема в 
точке М. При этом частные производные этой сложной функ- 
ции в точке М определяются формулами (14.22), в которых 


ди ди ди | 
все частные производные и: берутся в точке №, 
Ох’ 0х2. Отт 

От; | 

а все частные производные 5, функции (14.21) по аргументам 
й 
$1, 22,... ‚к берутся в точке М. 

Доказательство. Придадим аргументам 

© © © 
Н,,.... в точке М(Н,№,...,) произвольные прираще- 
ния АН, ДЬ,..., АВ, не равные одновременно нулю. Этим 
приращениям соответствуют приращения Ат1, А12,..., Атт 


функций (14.21) в точке М. Приращениям Ахт, А12,..., Ахт 
в свою очередь соответствует приращение Аи функции 
и = }(т1,1т2,....Хт)} в точке № Поскольку функция и = 
= }(%1,12,...,5тр) предполагается дифференцируемой в точ- 
ке М, указанное прирашение Ац этой функции может быть за- 
писано в виде 


Ди = дд + бло... +9 Др, + 
От От2 Отт 
+ от Ах1 + а2Ало +...+отАтт, (14.23) 
где частные производны ди ди ди. берутся в точке № 
де ” р р д / Эх’ 0х2’ ` ’Оть ру ’ ) 


а, от, @2,... ‚@т — бесконечно малые при Ат1 -} 0, Ал > 0..., 
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.. Ат» -— 0 функции, равные нулю при Ах! = Ал =... 
... = Атт = 0. Подчеркнем, что в соотношении (14.23) Аз, 
Дт2, ..., Ахтт представляют собой прирашения функций 
(14.21), отвечающие выбранным приращениям Ай, ДЪ,...,А&, 
аргументов этих функций. В силу лифференцируемости функ- 


. о о о 
ций (14.21) в точке М (#1, #2,...,) указанные приращения Ал, 
можно записать в слелующей форме: 


От От 
Ат; — $ $ 


От, 
5 + эн +... 


ДВ, + о(р), (14.24) 
ОЕ, 


$ =1,2,... т, 


От, дх Ох 
—* -....——^ берутся в точке М. а 
дн’ 0’ ” ОЕ, ру 


р = у(АН)" + (ДЬ)?-...- (АВ,)". 

Мы должны Убедиться | в том, что после подстановки в правую 
часть (14.23) выражений (14. 24) приращение Аи может быть 
приведено к виду 


где частные производные 


где 
‚ _ ди 041 ‚ ди 012 Ои Отт (_ | 
Е аси, #=1,2,...,й. (14.26) 


Тем самым доказательство теоремы будет завершено, ибо фор- 
мула (14.25) устанавливает факт дифференцируемости сложной 
функции, а выражение (14.26) представляет собой частную про- 
изводную указанной сложной функции (см. теорему 14.9). 

При подстановке в правую часть (14.23) выражений (14.24), 
кроме группы слагаемых А1 АН + А2АЬ+...-+ А, ДЕ, мы полу- 
чим и другие группы слагаемых. Нам нужно убедиться в том, 
что все другие группы слагаемых представляют собой величи- 
ну 0(р). Это вытекает из следующих соображений: 

1°. Все частные производные = в формуле (14.23) берут- 

й 
ся в точке №, т. е. представляют собой постоянные числа, 
которые при умножении на о(р) дают снова величину о(р). 


2°. Все Аж; (1 = 1,2,...,т) удовлетворяют неравенству 
Ах; < с0п%р. Это ‘непосредственно вытекает из формул 
(14.24). 


3°. Все аз в формуле (14.23) представляют, собой бесконечно 
малые при р — 0 функици. В самом деле, все о; являются бес- 
конечно малыми при Ах1 -} 0, Ал -}0,..., Ахт -} 0. Но все 
функции (14.21) лифференцируемы, а стало быть, и непрерыв- 
ны в точке М, и поэтому Ат, Ат2...., Ахт стремятся к нулю 
при р — 0. 
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4°. Каждое произведение Ат; представляет, собой величи- 
ну о(р). Это непосредственно вытекает из пп. 2° и 3°. Теорема 
доказана. 

Замечание. Рассмотрим важный частный случай, когда 
функции (14.21) зависят от одного аргумента $. Тогда мы имеем 
сложную функцию одной переменной # и = ] (%1, 12, ... ‚Жт), 


и .. .. 
где 1; = ф;(®. Производная эр Этой сложной функции опреде- 
ляется следующей формулой: 


Чи _ ди ах Ои 412 Оч Чт 
а да * Эш и ТТ р и 


(14.27) 


Применим формулу (14.27) для доказательства теоремы 
Эйлера об однородных функциях. 

Функция и = }(11,12,...,Хт), заданная на множестве 1 М}, 
называется однородной функцией степени р на этом множестве, 
если для каждой точки М (51,12,... тт) множества 1 М} и для 
каждого числа $ для которого точка №(1,852,...,Ет) при- 
надлежит множеству 1 М} выполняется равенство 


(тт, 52,... т) = #1, т2,... т). (14.28) 


Теорема 14.12 (теорема Эйлера об однородных функ- 
иияхт). Если и = }(11,12,...,Тт) является в некоторой обла- 
сти {М} дифферениируемой однородной функцией степени р, 
то в каждой точке М (51,12,...,Тт) области 4 М} справедли- 
во равенство 


ди ди ди 


Тт = ри. (14.29) 


о 


© © 
Доказательство. Пусть Мо(11,712,...,Тт) 
произвольная точка области 1 М}. Рассмотрим сложную функ- 


о , 

цию и = 1(11,12,...,Тт), где ад = $1 (1 = 1,2,...,т), те. 
о © о 

функцию и = }(#11,#12,...,ЁТт). Так как при ф = 1 функции 


© 
т; = т, дифференцируемы и функция и = }(11,12,... ,Хт) 
дифференцируема в соответствующей точке Ао, то, согласно те- 
ореме 14.11 и замечанию к этой теореме, мы можем вычислить 


Чи .. ., 
производную -, указанной сложной функции в точке $ = 1 по 


формуле (14.27). Так как е =, то 
аи ди о ди 5 ди 
рт  — да 21 Те {2 -- за -- ру т (14.30) 
ди 


где производные берутся в точке №. С другой стороны, 


От, 
в силу (14.28) рассматриваемая сложная функция может быть 
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представлена следующим образом: 


и = 1 (111,112,..., т) = #71 (51,12,... бт). (14.31) 
Из (14.31) вытекает, что и = ро (1, 2, ... т), т. е. 
и 
|= р!(а1, 22... т) = ри. (14.32) 


Сравнивая (14.30) и 4. 32), мы получим соотношение (14.29) 
для точки Ло. Так как точка №5 — произвольная точка области 
{ М}, то теорема доказана. 

5. Инвариантность формы первого дифференциала. 
В п. 3. мы ввели понятие первого дифференциала и функ- 
ции нескольких переменных и установили, что когда аргументы 


71.12,... ‚Хт являются независимыми переменными, то диффе- 
ренциал Аи можно представить в виде 
Ои Ои Ои 
Чи —_——— Чт —- пи 12 —- ооо — —— Чт. (14.20) 
Отт От2 Эх 


В этом пункте мы докажем, что формула (14.20) является уни- 
версальной и справедлива, также и в том случае, когда аргумен- 
Ты 11,12,... ‚ Хт сами являются дифференцируемыми функни- 
ями новых переменных #1 ,,... &. Указанное свойство первого 
дифференциала обычно называют свойством инвариантности 
его фофмы. 
Пусть аргументы 21,12,...,Хт функции и = [(11,12,... 
..,Тт) представляют собой дифференцируемые в точке 


А(11, #2,...,) функции 24 = ФИН,Ь,..., В), а сама функ- 


© © 
ция и = }(51,12,... , Хт) дифференцируема в точке В(11,12,... 
о ) о о ©) 
‚,Тт), где = ФИН, ,... ,%). В таком случае мы можем рас- 
сматривать и как сложную функцию аргументов #1,1,...,&, 


которая, в силу теоремы 14.11, является дифференцируемой 
в точке А. Поэтому дифференциал (и этой сложной функции 


можно представить В виде 
ыы > 
аи = 


ог. ЧИ + о. 4+... +5 (14.33) 
| 


ди .. | ди 
где ;„ определяются из соотношений (14.22). Подставляя из 
7 


я 


(14.22) в (14.33) и собирая коэффициенты при в получим 


ди = (5 ан +" г та +. но ав.) +. 
Отт ОН 
+ ди фо тира 46+. + д1т и, ). 
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Остается заметить, что в последнем соотношении коэффициент 
при с равен дифференциалу 41; функции ж; = ФИИ,Ь.... 

‚:). Мы получим для дифференциала 4и сложной функ- 
ции формулу (14.20), в которой дифференциалы 41; будут диф- 
ференциалами функций 1; = ф;(Н,№....,#). Инвариантность 
формы первого дифференциала, установлена. 

Свойство инвариантности формы первого дифференциала 
позволяет установить следующие правила дифференцирования. 
Пусть ци ио — дифференцпируемые функции каких-либо пере- 
менных. Тогда 


(си) = сами (с = соп8®), 


Ч(и о) = ди Е 4, 4(щ%) = и4ао + о аи, 4(*) очи си, 


(В последней из написанных формул % не обращается в нуль). 

Докажем, например, справедливость третьей из указанных 
формул. Рассмотрим функцию и = о двух переменных и иф. 
Лифференциал этой функции 4 равен 


Ч — и Чи +5 Ои; г. 


О’ О’ 
Так как д = из, = 1, 1о фи = ца + чац. В силу инва- 
уг? 1) 


риантности формы первого дифференциала выражение и а + 
- с аи будет лифференциалом функции 0 и в случае, когда и 
и о сами являются лифференцируемыми функциями каких-либо 
переменных. 

6. Производная по направлению. Градиент. Пусть 
функция и = { (т, 9,2) трех переменных 5х, уи 2 задана в неко- 
торой окрестности точки Мо(10, уо, 20}. Рассмотрим некоторое 
направление, определяемое елиничным вектором а с координа- 
тами соз а, с0$ В, с0$5 1). Проведем через точку № ось 1, на- 
правление которой совпадает с направлением вектора а, возь- 
мем на этой оси произвольную точку М(т, 9,2) и обозначим че- 


рез [ величину направленного отрезка Ми М указанной оси”). 
Из аналитической геометрии известно, что координаты т, 9, 2 
точки М определяются равенствами 


= %о + [с0за, у=щ-1[с088В, = д -1[с0$. — (14.34) 


1) Из аналитической геометрии известно, что если единичный вектор а 
составляет с осями координат углы а, В, 77, то координаты этого вектора 
равны со$ ©, с0$ В, со. 

) Величиной [ направленного отрезка Мо М оси 1 называется число, рав- 
ное его длине, взятой со знаком плюс, если направление этого отрезка сов- 
падает с направлением оси 1, и со знаком минус, если направление этого 
отрезка противоположно направлению оси 1. 
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На указанной оси 1 функция и = }(т, 9,2), очевидно, являет- 
ся сложной функцией одной переменной величины [. Если эта 
функиия имеет в точке [ = 0 производную по переменной 1, то 
эта производная называется производной по на 
правлению Тот функции и = | (т,у,2) в точке Мо и обо- 


4 
значается символом -5г. Согласно замечанию к теореме 14.11, 


в случае дифференцируемости функции и = { (т, 9,2) в точке М0 


ди — 
производная =’ может быть вычислена по формуле (14.27), в 


которой аргумент $ нужно заменить на [. Таким образом, 


о 9 + 5% 


О От д: а! ` 
ах ау 4; . 
Так как -т = 608а, 3, = 60$ В, -т = 60$, то из последней 
формулы находим | | 
ди ди ди 
эт = 5. 608 а +9 058 + 9% ©0857. (14.35) 


Введем понятие градиента дифференцируемой в точке Мо(55, 
/о, 20) функции и = 1 (5, у,2 


Градиентом функции и = ЕКт,у,2) в точке Мо 
называется вектор, обозначаемый символом ста и и имеющий 
| ди ди ди 
координаты, соответственно равные производным 57? 9.’ 92; 
взятым в точке Мо. Таким образом, 

ди ди Е 
гаи = 5%. 14.36 
5 де’ ди’ 92 (14.36) 


Используя понятие градиента функции и учитывая, что век- 
тор а, определяющий направление оси 1, имеет координаты 
с0$ ©, с03 В, с03^/, представим выражение (14.35) для производ- 


. ди 
НоОиИ ЭТ ПО направлению 1 В виде скалярного произведения век- 


торов отаа и и а: 
ди 


91 
Покажем, что градиент функиии и = 1(т,4,2) в точке Мо 
тарактеризует направление и величину максимального роста 
этой функиии в точке Мо. Именно, убедимся, что производная 


= арта и '). (14.37) 


1) Напомним, что скалярное произведение двух векторов, определяемое 
как произведение модулей (длин) векторов на косинус угла между ними, 
в случае, когда векторы заданы координатами, равно сумме произведений 
одноименных координат этих векторов. 
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функции и в точке Мо по направлению, определяемому гради- 
ентом этой функции в указанной точке, имеет максимальное 
значение по сравнению с производной по любому другому на- 
правлению в точке Ао, а значение указанной производной равно 
| ста и|, т. е. длине вектора, ста и. Перепишем формулу (14.37) 


в виде 


ди _ | 
эт = |а| | ста и| со$ф, 


где ф — угол между векторами а и ста и. Так как 
|а| = 1, то — = | ста и] со8 ф. 


Из последней формулы вытекает, что максимальное значение 
ди .. 
(> производной по направлению будет при с0о$ф = 1, т. е. 
шах 
когда направление вектора а совпадает с направлением ста и, 


ди 
при этом (5) = | ста ц|. 


Для выяснения геометрического смысла вектора ста и введем понятие 
поверхности уровня функции и = (5, у, 5). 

Назовем поверхностью уровня функции и = }(х,у,2) каждую поверх- 
ность, на которой функция и = }(х,у,2) сохраняет постоянное значение, 
(у, 2) = с = с01$%. 

Нетрудно убедиться в том, что вектор ота@и в данной точке 
Мо(то, уо, 20) ортогонален к той поверхности уровня функции и = {(х, 9,2), 
которая проходит через данную точку Л. 


Замечание. В случае функции и = }(т, у) двух пере- 
менных 5 и уединичный вектор а, определяющий направление в 
точке Ло, имеет координаты со$ © и зш а. Поэтому в указанном 
случае формула (14.35) принимает вид 
ди _ 0 СО8 © ОИ эт а. 

91 0 ду 
Отметим, что в случае функции двух переменных градиент диф- 
ференцируемой функции и(т, у) определяется как вектор, имею- 


ди _ ди 
щий координаты 5. И ди Формула (14.37), очевидно, справед- 
ИЯ у 


лива, и в случае двух переменных. Для функции и = } (11, т2,... 
‚,Тт) т переменных 11,22,... ‚ Хт производная по направле- 
нию и градиент определяются аналогично. Именно, производ- 


Ои [© [© [© 
ная ЭТ в точке Мо(т1, 72, че ‚Тт) ПО направлению 1, которое 


задается единичным вектором а = {с0$ 01, 08 @2,... ‚ с08ат\ 


1) В аналитической геометрии т-мерного евклидова пространства еди- 
ничный вектор а определяется как вектор с координатами со0$ от, с08 @2,... 
., СОЗ Я, где с05? от + с08? а2 +... - ©08? ат = 1. 
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определяется как производная по [ сложной функции и = 
о о 
= /(51,12,... т), где 51 =21 + [с03 @1, 12 = + [1608 95, ... 


© 
..., Хт= т - 1608 ат. В случае, если и = }(т1,12,...,Жт) — 
дифференцируемая функция, для производной по направлению 
имеет место формула 
ди ди 


ди 
э= ое 0801 т у, 6082 т... т 


Ои 


Отт 


с0$ От. 


|) о о 

Градиентом функции в данной точке /Л4(71,72,...,Хт) назы- 
вается вектор, обозначаемый символом ста и и имеющий коор- 

и ди ди 

От’ 012’ ``’ дат 

рутся в точке А4о. Лля производной по направлению дифферен- 
цируемой функции и = }(т71,12,...,Хт)} справедлива формула 
(14.37). 


динаты ‚ причем указанные производные бе- 


$ 5. Частные производные и дифференциалы высших 
порядков 
1. Частные производные высших порядков. Пусть 


частная производная по аргументу 2; функции и = 


От, 
= /(51,12,...,Тт), определенной в области {М}, существу- 
ет в каждой точке области {М}. В этом случае указанная 
частная производная представляет собой функцию переменных 
11, 12,...,Жт, также определенную в области 1 М}. Может слу- 


чиИтТься, ЧТО Эта функция имеет частную производную по 


у 
От. 
аргументу ть в некоторой точке М области 1 М}. Тогда указан- 
ную частную производную по аргументу х, называют второй 
частной производной или частной производной второго порядка 
функции и = }(т1,12,...,Хт) в точке М сначала по аргумен- 
ту т; а затем по аргументу ть и обозначают одним из следую- 
ших символов: 

би +2) 
дак: Тть? ИЧать` 
2 


ди 
При этом, если 1 = К, то частная производная 5—9 НАзыва- 
Тк Я: 


ется смешанной частной производной второго порядка. После 
того как введено понятие второй частной производной, мож- 
но последовательно ввести понятие третьей частной производ- 
ной, затем четвертой и т. д. Если предположить, что нами 
уже введено понятие (п — 1)-й частной производной функции 
и = }(11,12,...,Тт) по аргументам хи, 24.,....т,_: (отдель- 
ные или даже все номера которых могут совпадать) и что 


17 В.А. Ильин, Э.Г. Позняк, часть 1 
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эта, (% — 1)-я частная производная имеет в точке М частную 
производную по аргументу т;,, то указанную частную произ- 
водную называют 7-й частной производной (или частной про- 
изводной п-го порядка) функции и= }(71,12,...,Жт) В ТОЧ- 
ке М по аргументам хи, ть,....Ть_..Жу. Таким образом, мы 
вводим понятие п-й частной производной индуктивно, перехо- 
дя от первой частной производной к последующим. Соотноше- 
ние, определяющее п-ю частную производную по аргументам 
7, 142,..: 4, 1,Фр,, Имеет вид 


ти д 91 и 
дт.,дт,, | ...0.0т, 0х. \ дл. ...беьдти 
Если не все индексы 11,12,..., совпадают между собой, 
7% 
46 ., 
то частная производная ——— называется смешанночц 
От.,...ОтОти 


частной производной п-го порядка. Так как частная производ- 
ная функции по аргументу х; определяется как обыкновенная 
производная функции одной переменной т; при фиксирован- 
ных значениях остальных переменных, то методика вычисления 
частных производных высших порядков предполагает умение 
вычислять только обыкновенные производные первого поряд- 
ка. В качестве примера вычислим частные производные второго 


д 
порядка функции и = агсёе —. Имеем 
У 


ди _ 3 ди 

д +’ бу 2 у? у 
0’и _ _ 2% би _ Р-Уу 
д? , у ") ?’ дхду 2 + 92)? 
би _ — у" д?и _ 25у 
ду дт С. +?) д (а +р 


В рассмотренном примере смешанные частные производные 
ди И ди 

дудх дгтдиу 
шанных производных зависят от порядка, в котором произво- 
дятся последовательные лифференцирования. Убедимся, напри- 


равны друг другу. Вообще говоря, значения сме- 


92. ди 
мер, что смешанные частные производные —— И НЫЙ функции 
дудхт деду 
2 2 
У 2 2 
при 17“ - 0 
и у зу? ПР у” 2 0. 
0 при 1+ =0 


в точке (0,0) существуют, но не равны друг другу. Действитель- 
НО, 


4 _ „4 4. 2.2 
Ш. ИУ У) при 224/220, 
” 0 при 2+4” =0. 
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Поэтому 
ди ди 
2 ный и ооооононтния 
О^и — т 9х ®=0, у50 9х =0, у=0 __ —1 
дудх 1—0, и=0  и-0 у 
2, 
Проводя аналогичные вычисления, получим = ]. 
, , ‚9 
д?и д?и 


Таким образом, в точке (0,0) Выясним до- 


9х ду 7 дудх. 
сталочные условия независимости значений смешанных про- 
изводных от порядка, в котором производятся последователь- 
ные лифференцирования. Предварительно введем понятие и раз 
дифференцируемой функции нескольких переменных. Функция 
и = | 1.12,... тт) называется п раз дидффе 


О 


ренцируемой в тоще Мо(&1, 22... ‚7т), ес- 
ли все частные производные (п — Т)-го порядка этой функ- 
ции являются дифферениируемыми функциями в точке Мо. 
Отметим следующее утверждение. Для того чтобы функция 
и = 1(51,12,...,Тт) была п раз дифференцируемой в точке 


Мо(#1, 22. ... т), достаточно, чтобы все ее частные произ- 
водные п-го порядка были непрерывными в точке Мо. Справед- 
ливость этого утверждения вытекает из определения дифферен- 
пируемости функции и теоремы 14.10 о достаточных условиях 
дифференцируемости. 

Теорема 14.13. Пусть функция и = Е(х,у) дважды диф- 
ференцируема в точне Мо(то, 90). Тогда в этой точке частные 


производные С) и #2) равны. 

Доказательство. Так как функция и = }(т,у) 
дважды дифференцируема в точке №0(т0, 90), то частные про- 
изводные }, и Л, определены в некоторой окрестности точки 


Мо и представляют собой дифференцируемые функции в этой 
точке. Рассмотрим выражение 


Ф = { (20 А, 0+ Р) — 1(50 + №, %0) — (то, уу + №) + 1 (10, 0), 
(14.38) 


где А — любое столь малое число, что точка, М (50 + В, у +В) на- 
ходится в указанной окрестности точки Мо. Выражение Ф мож- 
но рассматривать как приращение Аф = ф(то + 1) — (10) диф- 
ференцируемой на сегменте |210, хо +Ё] функции ф(х) = 1 (т, у -+ 
+^) — 1 (5, уд) одной переменной 5. Поэтому по формуле Лагран- 
жа, обозначая через 9 некоторое число из интервала 0<0< 1, 


17* 
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можем записать 
Ф =Др=ф (120+ 9В)В = [1 (20+ 09%, и-) — 1, (то + 0А, ув = 
— (о + 9Р, 90 +) — 1. (то, о) —_ [1.(50 +9, уо) — 1. (то, 0) } 1. 
(14.39) 
Так как частная производная }/ является дифференцируемой в 
точке /4о функцией, то 


[4.(то + 9№, уо + №) — }, (10, у0)] = | 
— (2) (хо, уо)9№ — #0) (хо, Уо) № — ото - В1№, 


[1 (по + 9, у0) — 1+(20, 40] = Ла (го, уо)0Ь + аз 0. 
где от, б1 и а> — бесконечно малые при Й -} 0 функции. Подста- 
вляя найденные выражения для | {, (50 + 0А, фр + №) — 1. (50,0) 
и [1 (20 + 0%, о) — (20, уо)] в формулу (14.39), получим 


Ф = [17 (20, у) +а!, (14.40) 


где а = а109 + В1 — а20 — бесконечно малая при Й -} 0 функция. 
С другой стороны, выражение Ф, определяемое (14.38), можно 


рассматривать как приращение Аф = (у +1) — (10) диф- 
ференцируемой на, сегменте [уо, уо - В] функции (у) = }(50 + 
+А, у) — 1 (то, 9). Применяя формулу Лагранжа и учитывая диф- 
ференцируемость частной производной {, в точке Мо, мы полу- 
чим совершенно аналогично предыдущему следующее выраже- 
ние для Ф: 


— [1 (то, /о) + В]. (14.41) 


гле 2 — бесконечно малая при № -} 0 функция. Приравнивая 
правые части соотношений (14.40) и (14.41) и сокращая обе чал 


сти полученного равенства на /^, найдем, что ЕС) (20, у0) + а = 
<), 
= = 22 (10, 40) В. Так как а и В — бесконечно малые ‚три й 0 
Функции, то из последнего равенства следует, что ЕС) (10, \0} = 
= = 22 (20. у0}. Теорема доказана. 
Замечание. Теорема 14.13 утверждает, что в данной 
, (2) _ +(2) то 
точке М0(70, у) имеет место равенство у = р’, если в этой 
точке дифференцируемы }, и },. Из дифференцируемости }, и 
й, в точке № вытекает существование в этой точке всех част- 


й й 
ных производных второго порядка. Однако равенство #0) = #0 
имеет место и при условии существования лишь производных 


2) 
т С И #2) ‚ но при дополнительном требовании непрерывности 
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этих производных в рассматриваемой точке. Именно, справед- 
ливо следующее утверждение. 
Пусть в некоторой окрестности точки Мо(то, чо) функция 


| 2) „(2 
и = (5х, у) имеет частные производные }», },, #0) #0. Пусть, 
2 2 
кроме того, производные #0) и #0) непрерывны в точке Мб. 
. (2) _ +(2) 
Тогда в этой точке [зу = ух. 


Для доказательства воспользуемся выражением Ф, определенным соот- 
ношением (14.38). Из (14.39) вытекает, что Ф представляет собой умножен- 
ную на Й разность значений функции }(т,у) в точках (то + 9А, чо + №) 
и (то -- 9№, 0). Применяя к этой разности формулу Лагранжа конечных 
приращений по переменной у на сегменте [уо, уо + #], получим 


Ф = [> (хо + 0А, о + 01 В)”, тле 0<01 < 1. 


>. 
В силу непрерывности Е : в точке Мо(то, уо) 
лучаем 


‚ из последнего равенства по- 


Ф = | (то, о) +а(®) | №, 


где а(№) > 0 при В -— 0. 

С другой стороны, эта же величина Ф представляет собой умножен- 
ную на А разность значений функции },(х, у) в точках (то + №, у + 951) и 
(то, уо + 921). Применяя к этой разности формулу Лагранжа конечных при- 
рашений по переменной 5 на сегменте [50, хо + #] и учитывая непрерывность 


5. 
Е в точке /4о(х0, у0), получим 


Ф = и (то, у0) + 8(») р”, 


где (1) > 0 при В - 0. 

Приравнивая последние два выражения для Ф и рассуждая так же, как 
и в конце доказательства теоремы 14.13, мы убедимся в справедливости 
нужного нам равенства 


о (то, уо) — 12 (то, ус). 


Докажем теперь теорему о независимости значения любой смешанной 
частной производной п-го порядка от порядка, в котором производятся по- 
следовательные дифференцирования. 

Теорема 14.14. Пусть функция и = }(т1,12,...,5т) п раз дифферен- 


о 


цируема в точке Мо(#1, 22, ... ‚Фт). Тогда в этой точке значение ллюбой 
смешанной частной производной п-го порядка не зависит от порядка, в 
котором производятся последовательные дифференицирования. 

Локазательство. Очевидно, достаточно доказать независи- 
мость значения любой п-й смешанной производной от порядка проведения 
двух последовательных лифференцирований. Иными словами, достаточно 
доказать равенство 


0" 1 0" 17) 


= 14.42 
От, ... Оф. ОХа, ...0ти Охты ...Ота, От... ди } 
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1) 


От... Он 
жды дифференцируемую функцию переменных т, ит.,.,. Поэтому, в силу 
теоремы 14.13, 


Рассмотрим функцию . Эта функция представляет собой два- 


9+1, ии 


От, От, От, ...Оба От, 0х. 0х, ...дти 
Отсюда и вытекает справедливость равенства (14.42). Теорема, доказана. 


Отметим, что в случае п раз лифференцируемой в точке Л 


функции и = {(71,12,...,Тт) любую ее частную производную 
п-го порядка можно записать в виде 
"и 
дт11055?...дхт”” 
где о, а2,...,@т — целые числа, удовлетворяющие условиям 


О < а; < п, м -+а2+... фат =п. 
2. Лифференциалы высших порядков. Выше мы 
использовали для обозначения дифференциалов аргументов 


функции и = }(71,72,...,Жт) и для обозначения дифферен- 
циала самой этой функции символы 411, 412,..., Ат и аи со- 
ответственно. 


Теперь нам придется использовать для обозначения диф- 
ференциалов аргументов указанной функции и дифференциа- 
ла самой этой функции и другие символы. В частности, мы 
будем обозначать дифференциалы аргументов функции ци = 
= /(11,12,...,Жт) и дифференциал самой этой функции симво- 
лами 011,0412,... От и ди соответственно. В этих обозначениях 
инвариантное по форме выражение для первого дифференциала 
этой функции (14.20) (см. п. 534) будет иметь вид 
ди ди 

Возвращаясь к прежним обозначениям, рассмотрим выраже- 
ние (14.20) для первого дифференциала дифференцируемой в 


данной точке М (11, 12,...,Тт) функции и = 1 (11,12,...,Тт): 
ди ди ди 

ди = — ат -+ — алт2+...-+ тт. (14.20) 

От1 От2 Отт | 

Предположим, что величина, стоящая в правой части (14.20), 

представляет собой функцию аргументов #11,212,... , Хт, диффе- 

ренцируемую в данной точке М(т1,72,... тт). Для этого до- 

статочно потребовать, чтобы функция и = }(51,12,...,Тт) бы- 

ла два раза дифференцируема, в данной точке М (51, 12,...,Жт), 

а аргументы 21,12,...,%Жж являлись либо независимыми пере- 


менными, либо два раза дифференцируемыми функциями неко- 
торых независимых переменных. 
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При этих предположениях мы можем рассмотреть диффе- 
ренциал 


9(4и) =9 У. — ть 
К=1 


от величины (14.20). 
Определение 1. Значение 9(4и) дифференциала от первого 
дифференциала (14.20), взятое при 9х1 = ат, 92 = 422, 
., Тт = АХт, называепся вторым дифферею- 
циалом функции и = [т1,12,... тт) (в данной точке 


М (11, 12,...,1т)) ц обозначается символом Аи. 


Итак, по определению 1) 


т 
2 —_ ди 

Фи = д (аи) баз, = 40 > 9. Ч ааа, * 

д%2= 412, к— дт2= 412, 

бли= ати, бет аж 


Лифференциал и любого порядка п введем по индук 
ции. 
Предположим, что уже введен дифференциал ци поряд- 


ка п —Ти что функция и = [(11,12,...,Хт) п раз диффе- 
ренцируема в данной точке М(т1,т2,... тт), а ее аргументы 
71.12,...,Жт являются либо независимыми переменными, ли- 


бо ® раз дифференцируемыми функциями некоторых независи- 
мых переменных $1,$2,... 1%. 
Определение 2. Значение 9(4’`1и) дифференциала, от (п — 


— 1)-го дифференциала 4” 'и, взятое при 9х1 = ат, 92 = 
= 412, ..., дТт = Атт, называется п-м диф фере+н- 
циалом функции и = 4(51,12,....,7т) (в данной точке 
М(51,12,...,7т)) ч обозначается символом 4. 
Итак, по определению 
в, кт 
Фи = 94 и) | аа, 
дт2= 412, 
бтт= Ат 
При вычислении второго и последующих дифференциалов 
приходится существенно различать два случая: 1) случай, ко- 
гда аргументы 11,12,...,Жт являются независимыми перемен- 
ными; 2) случай, когда аргументы 11, 12,... ,Хт являются соот- 


1 
) Символ | } бт1=атт1, обозначает, что в выражении, заключенном в 
0х2= 4х, 


52 т = Чт 
фигурные скобки, следует положить ддт: = 451, д%2 = 412,..., дхт = 4ахт. 
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ветствующее число раз дифференцируемыми функциями неко- 
торых независимых переменных 11,12,... 1%. 

Рассмотрим сначала первый случай. Если 11,12,...,ТХт ЯВ- 
ляются независимыми переменными, то мы имеем право 
считать, что 471, 412,... ‚ АХт не зависят от 11,22,... т. 

Каждый дифференциал Ать мы можем взять равным одному 
и тому же приращению Ахь для всех точек М(11,12,...,Хт). 
При этом мы получим, что 

77 


9(ать) — У. ть) = 0. 


От, 
1=1 


Последнее соотношение и правила лифференцирования, уста- 
новленные в конце п. 5 $ 4, позволяют нам записать для 
два раза дифференцируемой в данной точке М функции и = 


=/ (71, 22.... ‚Жт) следующую цепочку равенств: 
тп 
2 — — 
Фи = 9(4и) |; ав, #9 У. 9. ть = 
ооо &—1 0х1 = а21, 


—_ ди —_ , ди 
= >65 42| бал = фа, = У аа 5(5,-)+ 


— о ини 


Ои с, —_ —_ 
+ 6(@ть) бж1= аа, -У (2) — 


ие. . —1 дт1 = а21, 


бти= ат 
ди к д?и 
— > > —  дт..-ат —= > > — ат; аль. 
— От.Оть 1 К - От,Охь у к 


(14.43) 
(Мы воспользовались еще и тем, что для два раза длифферен- 
цируемой функции смешанные производные второго порядка не 
зависят от того, в какой последовательности производится диф- 
ференцирование.) 

Итак, мы получаем, что в случае, когда аргументы 
21,12,... .Жт являются независимыми переменными, для второ- 
го дифференциала, два раза дифференцируемой в данной точке 
функции и = }(11,12,... и) справедливо представление: 


2, , 
Фи = У. У. и ах; ать. (14.44) 
.Оть 
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Замечание 1. Функция т переменных ВН ,12,... ви вида 
77 77 
Ф = >. > ак в, где ак — постоянные вещественные числа, 
1=1 А=1 
называется квадратичной формой от переменных 
1, 12.... Вл, а числа ак — ее коэффициентами. 

Квадратичная форма называется симметричной, если ее ко- 
эффициенты удовлетворяют условию алк = ав (для всех 1 = 
= 1,2,... 7; =1,2,...,тТ). 

Полученное нами выражение (14.44) позволяет утверждать, 
что для случая, когда аргументы #1,12,...,Хт являются 
независимыми переменными, второй дифференциал два ра- 
за дифференцируемой в данной точке М функции и = 
= /(121,12,...,Жт) представляет собой симметричную '), ква- 
дратичную форму от переменных 411, 412,... ‚Ахт, коэффици- 
енты которой равны соответствующим частным производным 
второго порядка функции и = }(51,12,...,Тт), взятым в дан- 
ной точке М. 

Отметим, что полученное нами выражение для дифференци- 
ала второго порядка (14.44) можно переписать и в другом виде, 
используя оральны символ 


= ал + +... те (14.45) 


С помощью этого символа выражение (14.44) может быть пе- 
реписано в виде 


2 
0 -+ = те) и. (14.46) 


Фи = (ат + 425 

По индукции легко 7 бедитькя в том, что в случае, когда, ар- 

гументы 51, 12.... ‚ Хт п раз дифференцируемой в данной точке 

М (11,12,...,Тт)} функции и = }(51,12,...  Хт)} являются неза- 

висимыми переменными, для п-го дифференциала этой функ- 
ции справедливо представление 


Фи = хз у. у а 5 — Чт Ала... АТд,. 


11=1 12=1 Фи —=1 


Это представление с помошью формального символа (14.45) 
может быть переписано в виде 


д 


д ть 
+. тре} и. (14.47) 


фи = (415 + 412 
От1 


1) Симметричность этой квадратичной формы вытекает из равенства 
9? и д? и 
От.Оть Отьдт, 
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Совершенно другой вид имеют представления для второ- 
го и последующих дифференциалов в случае, когда аргументы 


71, 12,..., тт функции и = #(11,12,...,Тт) являются соответ- 
ствующее число раз дифференцируемыми функциями некото- 
рых независимых переменных $1,12.... 6%. 


Обращаясь к этому случаю, установим выражение для вто- 
рого дифференциала, два раза дифференцируемой в данной точ- 
ке М(71,12,..., тт) функции и = {(11,12,... ,Тт), аргументы 
Т1,12,... ‚Тт Которой являются два раза дифференцируемыми 
функциями некоторых независимых переменных Н,ю,...,%. 

Повторяя рассуждения из цепочки (14.43), мы на этот раз 
получим 


7 ТИ, 
__ О [| ди Ои с 
=>. оз дух, (5,82 — + Ан: 5(ать) } 9%1= 41, 


Заметим, что в силу определения второго дифференциала 
функции и = ть (где К — любой из номеров 1,2,... ‚ т) 


__ 12 
ба1= ат, = а Тк. 


Учитывая это соотношение, мы приходим к следующему 
представлению для второго дифференциала: 


и = ух ат; ды 


&—=1 1—1 


или (с использованием символа (14.45)) 


и = (а „т 9) 
и = | 421 5— +4 +... + 4ту и-+ 


Ои 
Отт 


Сравнивая полученное нами представление (14.48) с пред- 
ставлением (14.46), мы убедимся в том, что (в отличие от пер- 
вого дифференциала) второй дифференциал уже не обладает 
свойством инвариантности формы. 

Тем более не обладают свойством инвариантности формы все 
последующие дифференциалы. 


- (о. тр - о а? |... ти. (14.48) 
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Замечание 2. Укажем важный частный случай, когда 
второй и последующие дифференциалы функции т, от перемен- 
ных и = 1(11,12,...,Тт) все же обладают инвариантностью 
формы и определяются той самой формулой (14.47), что и для 
случая независимых переменных 11,22,...,Жт. 

Будем говорить, что переменные 11,12,...,Жт являются 
линейными функциями независимых перемен- 
ных $1,22,... ‚к, если они определяются равенствами 


м = аи тали Тарр +... Там (1 — 1,2,... ‚ т), 


в которых через ад, ал.... ‚ к обозначены некоторые постоян- 
ные. 

Заметим, что если функция и = 1(11,12,...,Жт) являет- 
ся п раз дифференцируемой в данной точке М (5х1,12,... т). 
а ее аргументы х1,12,...,Тт являются линейными функция- 
ми независимых переменных Н,№,... 1, то п-й дифферении- 
ал функции и = 1(11,12,...,Жт) определяется той же самой 
формулой (14.47), что и для случая независимых переменных 
Р-р... От. 

Чтобы убедиться в этом, заметим, что поскольку Н,№,... 
являются независимыми переменными, то п-й диффе- 
ренциал т; как функций аргументов #1,,... ‚ & определяется 
равенством типа (14.47), а точнее равенством 


ИИ 2). 
Шт; = (465 -- 42-9 эн + .. | 4% 5.) 25. 


Но любая частная производная выше первого порядка от ли- 
нейной функции 1; равна нулю. 

Стало быть, 4; = 0, 4; =0,..., ах; = 0. 

Равенство 4х; = 0 (при всех # = 1,2,...,т) и представ- 
ление (14.48) дают право заключить, что 4?и определяется ра- 
венством (14.46). Совершенно аналогично, используя соотноше- 


ния 45; = 0, ..., ал; = 0, мы по индукции докажем, что 
@и, Фи,... ‚ 4'и определяются равенством (14.47). 


Замечание 3. При проведении вычислений иногда требуется 
расшифровать равенство (14.47) и, учитывая, что в этом равенстве имеют- 
ся совпалающие члены, выписать все различные члены этого равенства со 
стоящими перед ними коэффипиентами. 

Для этой цели может быть использована формула полинома 
Ньютона, имеющая вид 


] 
п (м + а2 +... Нат)! а о 
(ат +а2+... Чат) = О ... ат 
У1:02:... От: 
ат фар... Наль =% т 
05а, <п 
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(суммирование в правой части этой формулы идет по всем целочисленным 


индексам @1, @2.,...,@и,, каждый из которых удовлетворяет неравенствам 
0 < а. < п при условии, что сумма всех этих индексов а1 + а2 +... + ат 
равна п). 


Формулу (14.49) нетрудно установить по индукции. В самом деле, при 
т = 2 и при любом натуральном п эта формула заведомо справедлива, ибо 
она переходит в известную формулу бинома Ньютона. 

Предположим, что эта формула справедлива для некоторого номера 
т > 2 и любого натурального п, и проверим, что в таком случае она спра- 
ведлива и для номера т -+ 1 и любого натурального п. 


Представив (а1 + а2 +... + ат + ат-а)” в виде 
(а1 + а2-+... фату)” = (а. +а2+... Нат) +атч+и”, 


полсчитаем с помошью  бинома Ньютона коэффициент при 
СТ _@2 [ Отт 1 , , , , —_ 

@1 @2”...@т’ ата. В силу равенства о: + а2 +... фата = №, форму- 

лы бинома Ньютона и предположения о справедливости формулы (14.49) 


для номера т и любого натурального п, этот коэффициент равен ') 


Сота (о а +... ат)! —_ 


— (м + а2-... фа + ата) (1 фаз +... тат)! _ 
(ата)! (от + а +... ат) (а) (а2)!... (ат)! 
— (1 + а2 +... + ат + ата)! 
(ат)! (ат)! ... (ат) (ата)! 


; , 91 Оо [в Оп --1 
Полученное выражение для коэффициента при а1 ‘45°... ат” ‘ата 


в точности совпадает с тем выражением, которое получится из формулы 
(14.49), если в этой формуле заменить номер т на т + 1. 

Индукция завершена, и формула (14.49) доказана. 

Формула (14.49) дает нам право переписать выражение (14.47) для п-го 
дифференциала, в следующем виде: 


им) = >  ууторая брат (М) (Чаи) (аз) “(ат)”. 


ат--а2 +... +ат-=п 
О<а,<и 


3. Формула Тейлора для функции тпеременных с 
остаточным членом в форме Лагранжа. Мы будем обозна- 
чать дифференциал А-го порядка функции и = }(51,12,...,Жт) 
в точке М символом аи м. Докажем следующую теорему. 


т 


К!(п — К)! 


| К 
1) Мы учитываем, что С = и потому 


Сот+1 — О 1 — (ат - (2 -... + Оу -- Ят-т)! 
п от -На2-+... Кат (ата) (а Ч а 1 ау рт ар)! . 
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Теорема 14.15. Пусть функция и = КМ) = Из, то.... 


о 
...Жт) задана в некоторой =-окрестности!) точки Мо(т1, 
о 


22,... т) ип- 1 раз дифферениируема в указанной в-окрест- 
ности. Тогда полное приращение Аи = (М) - КМ) этой 
функиии в точке Мо для любой точки М из указанной в-ок- 
рестностми может быль представлено в следующей форме: 


Ди = Чи) + Фи Е и т ‚ (14.50) 
Мо 2! Мо т Мо (В+И! м 


при этом М№М — некоторая точка указанной =-окрестности, за- 
висящая, вообще говоря, от М (71, т2,... тт), а дифференииа- 


лы ат; переменных лу, входящие в выражения и му и а’ им, 


равны Ат; = х;— т. Формула (14.50) называется формулой Тей- 
лора для функции и = }(М) с центром разложения в точке Л. 

Доказательство. Для сокращения записи проведем 
рассуждения для функции и = }{(х,у) двух переменных хи у. 
Предварительно запишем в спепиальной форме формулу Тей- 
лора для п + 1 раз лифференцируемой в некоторой окрестно- 
сти точки ® функции и = Е(®) одной переменной $. Напомним, 
что формула Тейлора с центром разложения в В для функции 
и = Е(ф) одной переменной имеет следующий вид (остаточный 
член взят в форме Лагранжа): 


Е (В) = Ею) + Ри) - в) + Ею) -ю +... 


1 И 7}, 1 т п 
Ее)" + ЕЕ +9 в) в)", 
0<0< 1. (14.51) 


Так как аргумент $ является независимой переменной, то при- 
ращение Аф = ф — Ц представляет собой дифференциал (& неза- 
висимой переменной $. Поэтому 


Е (в) в)" = Е® (в) = &Е(ю) = и, 
И 


ЕТ (в + 0 — в) (Е в = и). (14.52) 


Если мы обозначим разность Е (+?) — Р(Ю) через Аи, то, согласно 


(14.52), формулу Тейлора (14.51) можно записать в следующей 


*) Вместо =-окрестности точки Мо можно взять так называемую звезд- 
ную окрестность этой точки, которая определяется как такая 
окрестность точки №0, которая вместе с каждой своей точкой М целиком 
содержит отрезок № М. 
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специальной форме: 


Ач = 4и 


аи +... аи + аи | 
о 2! т! во (® + 1)! Ф0-0(1—0) 
(14.53) 
Рассмотрим теперь в =-окрестности точки Л0(т0, у0) произволь- 
ную точку М (50 - Ах, и-+Ау) и соединим точки № и М прямой 
линией. Очевидно, координаты 1 и у точек указанной прямой 
представляют собой следующие линейные функиии новой пере- 


менной $: 


10 


т = то + Ах, и = чо + Е Ау: (14.54) 


при этом координаты точек отрезка МоьМ соответствуют зна- 
чениям переменной # из сегмента [0,1]. Отметим, что значению 
+ = 0 отвечает точка Л4д, а значению $ = 1 — точка М. Так 
как по условию функция и = }{(х,у) двух переменных хиув 
рассматриваемой окрестности точки Му п +1 раз дифферен- 
цируема, то из формул (14.54) вытекает, что на прямой № М 
эта, функция является сложной функцией переменной &, (п + 1) 
раз лифференцируемой по крайней мере для всех значений $ 
из сегмента, [0,1]. Обозначим эту сложную функцию через Е(т) 
и запишем для нее формулу Тейлора с центром разложения в 
точке & = 0 в специальной форме (14.53) при 


Ди = Е (1) — Е(0) = /(М) — (Мо). 


Фигурирующие в формуле (14.53) лифференциалы различных 
порядков представляют собой дифференциалы сложной функ- 
ции и = [(х, и), где х и у являются линейными функция- 
ми (14.54). Согласно замечанию предыдущего пункта при этих 
условиях дифференциалы любого порядка функции и = { (1,9) 
могут быть записаны в форме (14.47). Поэтому 


К 
аи = (22424 5.42) и = и 
фо=0 Ох ду Мо(хо,у0) Мо. 
1 д 9”! 
Ти _ (5- ав 9 4) х (1455) 
ю0-0(#—ю) ‘От ду 
хи] = им, 
№ (хо-+8 Ах, чз 9 Ду) | 


причем в формулах (14.55) 4х и 4у находятся из соотношений 
(14.54) при & = Ар = 1-0 = 1. Таким образом, в формулах 
(14.55) 

4х = (Ах =Ах и ау=%Ау= Ау. (14.56) 
Подставляя к и и ое) из (14.55) в формулу (14.53) 
и учитывая соотношения (14.56), мы получим формулу Тейлора 


(14.50). Теорема, доказана. 
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Приведем развернутое выражение формулы Тейлора (14.50) 


для функции и = #(11,12,...,Тт): 
(ал, 12, ... ‚т, — 1 (т1, 22, ... ‚Тт,) - 

1 О о о 

+ нае — 20 + ди; (2 — 2) + 
К=1 
д о К о о о 
— р. (т т) (11, 12, ‚т + 
1 д о д [© 9 о й-Е1 

+ СОТ 5 - 11) + 9. (72— 12) т... эт ги) х 


ж [1 + 0(21—21), 22 0(22—22)....,тт+0(тт-тт)|. (14.57) 
4. Формула Тейлора с остаточным членом в форме 
Пеано. 
Теорема 14.15*. Пусть п 21 — целое число, функция и = 
= (М) = 7(11,12,...,Хт) задана и (п —Т) раз дифференциру- 


о о о 
ема в -окрестности точки Мо(т1,12,...,Хт) и п раз дифде- 
/ ой 2 Я |Й 
ениируема в самой точке Мо 1). Тогда для любой точки М из 


указанной =-окрестности Му справедлива следующая формула: 


__ 1 1 р Т т п 
Ем) = ИИМо) т 4и | +4 и. и 0"), 


(14.58) 
в которой через р обозначено расстояние р(Мо, М), а символ 
о(р”) обозначает, бесконечно малую при р— 0 (или при М — Мо) 
функцию более высокого порядка малости, чем рп. 
Формула (14.58) называется формулой Тейлора (с 
центром в точке Ло) с остаточным членом в форме Пеано. 
Замечание. В более подробной записи формула Тейлора 
(14.58) имеет вид: 


0 


О О О 


1(51,12,... ‚Рт) — (1, 12,... ‚Жт) + 
п 
1 од од] 


О О О ‚ 
х /(%1,72,...,Тт)- о(р"). (14.59) 
Заметим, что в правой части (14.59) стоит сумма многочлена 


степени п от т переменных +51,152,....Фт И остаточного члена 
(р”) | 

о(р”). 
1) При п = 1 следует требовать, чтобы функция и = #(11,22,...,Жт) 


была только задана в &-окрестности точки Мо и лифференцируема в самой 
точке Ло. 
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Обозначим А„1(М) разность между }(М) и указанным мно- 
гочленом, т. е. положим 


Ви (М) = АМ) — Мо) — 


п , о тя 
Ули) +... + те и) | ИМО. (4.60) 
К=1 


Отт 


Теорема, 14.15* будет доказана, если мы установим, что при 
выполнении условий этой теоремы А„41(М) = о(р”). 

Доказательству теоремы 14.15* предпошлем две леммы. 

Лемма 1. Если функция (М) = 1(т1,12,...,тт) п раз 


о 


дифферениируема в точке Мо(#1, 22... ‚2т) то как сама 
функиия В„1(М), определяемая равенством (14.60), так и все 
ее частные производные по любым переменным 11,12... т 
до порядка п включительно обращаются в нуль в точке Мо. 

ДЛоказательство. Прип = 1 функция (14.60) 
принимает вид 


вь(м) = КМ) — Мо) — 1-2) АМ... 


т) (Мо). 


..— (Жт-— тт), | 


и равенства А2 (Мо) = 0, и (Мо) =0 (при всех 1 =1,2,... ‚ т) 
проверяются элементарно. ^" 

Для проведения индукции предположим, что лемма справед- 
лива для некоторого номера п > 1, и докажем, что в таком слу- 
чае она справедлива и для номера п + 1. 

Пусть функция (М) (п + 1) раз дифференцируема в точке 
Мои 


Ви2(М) = (М) — (Мо) — 
в-1 


1 о д о д 
— У - 71)5— -... + (тт— Тт) 
1 


Отт 


[Гм (14.61) 


Равенство А„+2(М0) = 0 проверяется элементарно (достаточ- 


о ‚ 
но учесть, что каждая круглая скобка (1;— 141) в (14.61) обра- 
шается в нуль в точке Л). 
Нам остается доказать, что для любого 1 = 1,2,... ‚т сама 


ОВ и-2 ВВ 
функция (М )} и все частные производные этой функции 


до порядка п включительно обращаются в нуль в точке М0, а 
для этого в силу сделанного нами предположения о справедли- 
вости леммы для номера п достаточно доказать, что функция 
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Рена (М) определяется равенством типа (14.60), а точнее ра- 


венством 


ЭВ, — д _ д _ 
9 (М) = э, (М) 9. (М0) 


п 
1 о д о [в] А О} 1, 


Так как все переменные 4; (1 = 1,2,... ,‚т) равноправны и 
входят в выражение для Пи+2(М) симметрично, то достаточно 
доказать равенство (14.62) для 1 = 1, т. е. доказать равенство 


9-2 (м) — 9 


= (м) - А (Мо) - 


Отт 


Уве +... (и 2.) 52—[ВАСМЬ). (14.63) 


Из (14.61) очевидно, что для доказательства (14.63) доста- 


точно убедиться, что для каждого номера К = 1,2,...,п-1 при 
фиксированных 12,13,... ,Жт 
а о о. д 9 
дат [1 от + (2 22) 9; +... (то т). | ИМО) = 
о о д о д — О} 
= --. — --. —— (Л). 
К Обо 22) и, (т т) | дз (Мо) 
(14.64) 
Так как при дифференцировании по 51 переменные 
22, Тз,...,Тт Фиксированы, то величину 
о, д о 9 
р — (12— 72) —- ... —- (*т-— т) — 


при дифференцировании по 11 можно рассматривать как посто- 


; д 
янную. К этому следует добавить, что поскольку символы 5 
Ри 
д 


бт ‘''› де используются для образования частных производ- 


ных функции в фиксированной точке Л, то 
при дифференцировании по 11 указанные символы также нуж- 
но рассматривать как постоянные величины. 

В силу сказанного для доказательства равенства (14.64) до- 
статочно убедиться в справедливости равенства 


| д 


^. (14.65) 


а д 
Чт (2) +] ЕК (1 21) +В Эр, 


От! 
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К 
о. д 
Дифференцируя функцию (а 21) 5— — р по т1 как 
т, 
сложную и учитывая отмеченную выше независимость от 21 


символов /[) и э_› Мы получим равенство (14.65). Индукция за- 
21 


вершена. 

Лемма 1 локазана. 

Лемма 2. Пусть В(М) = В(11,12,...,Хт) — произвольная 
функция, удовлетворяющая двум требованиям: 

1) (М) п раз дифференцируема в точке Мо(а1, о... Тт): 

2) сама функция В(М)} и все ее частичные производные по лю- 
бым из переменных 11,12,...,Хт 90 порядка п включительно 
обращаются в нуль в указанной точке Мо. Тогда для функиии 
В(М) справедлива оценка 


В(М) = о(р"), (14.66) 


где буквой р обозначено расстояние р(Мо, М) между точками 
М чм. 
Доказательство. При п = 1 утверждение леммы 


вытекает из условия дифференцируемости !) функции В(М)в 
точке /№о, которое имеет вид: 


7 


ВМ) — Мо) = > (Мок ть) + о(р). 


Учитывая, что (10) = 0, ы (№0) = 0 для всех К = 1,2,... ‚т, 


мы и получим, что В (М) = о(р). 

Для проведения индукции предположим, что лемма 2 спра- 
ведлива для некоторого номера п > 1, и докажем, что в таком 
случае она справедлива и для номера т + 1. 

Пусть функция А(М) удовлетворяет двум требованиям лем- 
мы 2 для номера п-1. Тогда, очевидно, любая част- 

. ЭВ | 
ная производная этой функции первого порядка ‚(М ) (А = 
= 1,2,...,т) будет удовлетворять двум требованиям леммы 2 
для номера », а потому (в силу сделанного нами предно- 
ложения о справедливости леммы 2 для номера п) будет спра- 
ведлива оценка 


ОР (М) = о(р”). (14.66*) 

Заметим теперь, что поскольку п 2 1, ттп-+1 >22 и функция 
В(М), удовлетворяющая двум требованиям леммы 2 для номера 
п — 1, во всяком случае один раз лифференцируема в окрестно- 


1) См. соотношение (14.16) из нп. 2 8 4 этой главы. 
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сти точки /Л4о. Поэтому для этой функции выполнены условия 
теоремы 14.15 для номера п = 0. Согласно указанной теореме 
для любой точки М из достаточно малой Е-окрестности точки 
Мо на отрезке ММ найдется точка М такая, что справедлива 
формула, 
7 
в(м) = (Мо) + ту (ак- 24)5, (№). (14.67) 
^К=1 


Заметим теперь, что поскольку точка № лежит между точ- 
ками № и М, ар — расстояние между точками №0 и М, то 
(№, Мо) < р, и потому из (14.66*) вытекает, что 

ОВ 
—(М№) =о(р”). 
ОИ (м) = о") 


Подставляя последнюю оценку в (14.67) и учитывая, что 
В (Мо) = 0, получим, что 


7 


В(М) = о(р") У ак в |. 


&=1 


о 
Так как ть 2ь | р, то окончательно полу- 


чим, что (М) = о(р"). 

Индукция завершена. Лемма 2 доказана. 

Доказательство теоремы 14.15* легко проводится 
с помошью лемм Ти 2. 

В самом деле, выше уже отмечалось, что для доказатель- 
ства теоремы 14.15* достаточно установить, что при выполнении 
условий этой теоремы для функции (14.60) справедлива, оценка 


Вии (М) = ор’). 


В силу леммы 1 сама функция (14.60) и все ее частные произ- 
водные по любым переменным 11, 12,...,Хт до порядка п вклю- 
чительно обрашаются в нуль в точке Му. Но тогда в силу лем- 
мы 2 для функции (14.60) справедлива оценка Ви+1(М) = о(р”). 

Теорема, 14.15* доказана. 


$ 6. Локальный экстремум функции т переменных 


1. Понятие экстремума функции т переменных. 
Необходимые условия локального экстремума. Пусть 
функция т переменных и = }(М) = {(51,12,... , Хт) определе- 


о о о 
на в некоторой окрестности точки Мо(т1, 72,... ,Тт) простран- 
ства В”. 
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Определение 1. Будем говорить, что функция и = (М) 
имеет в точке Мо локальный максимум (локалъ- 
ный минимум), если найдется такая д-окрестностьь точ- 
ки Мо, в пределах которой значение (Мо) является наиболу- 
шим (наименьшим) среди всех значений (М) этой функции. 

Определение 9. Будем говорить, что функция и = К 
имеет в точке М локальный экстремум, 
если она имеет в этой точке либо локальный максимум, либо 
локальный минимум. 

Установим необходимые условия локального экстремума 
функции и = }(М), обладающей в данной точке Мо частны- 
ми производными первого порядка по всем переменным. 

Докажем слелдующее утверждение: если функиия 
и = (М) = 1(51,12,....Жт) обладает в точке Мо(#1, 22... 

Фт) частными производными первого порядка по всем пе- 
ременным т1,12,...,Тт и цмеет в этой точке локальный экс- 
тремум, то все частные производные первого порядка обраша- 
ются в точке Мо в и т. е. справедливы равенства: 


ди и 
— (140) =0, 5" (Мо) = = 0. (Мь) = 0. (14.68) 

От ’ Отт 
Доказательство. Установим справедливость первого 
равенства (14.68). Фиксируем у функции и = 1(11,12,...,Тт) 
аргументы 12,13,....Хт, положив их равными „оответотвую 
шим координатам точки Ло, т. е. положив 252 2, 13 = 7з, ... 


- Жт = п. При этом мы получим функцию 1 и =] (21, и ... 
о 


..Хт) одной переменной т1. Производная этой функции ол- 
О 


ной переменной в точке 51 =х1 совпадает с частной производной 
ди 
—— (Ло). 
9 (М0) 

Так как функция тт переменных и = (М) имеет локальный 
экстремум в точке ЛМ, то указанная функция одной перемен- 


о 


|) 
ной и = }(11,12,...,Тт) имеет локальной экстремум в точке 
|) ‚ 
71 =21, и поэтому (в силу результатов п. 2 $ 7 гл. 8) производная 
о 

этой функции одной переменной в точке 11 = 11, совпадающая 

Ои 
с частной производной эт (0), равна, нулю. 

д, 
_ Первое равенство (14.68) доказано. Остальные равенства 
(14.68) локазываются аналогично. | 

Подчеркнем, что равенства (14.68) (т. е. обращение в нуль в 

данной точке №0 всех частных производных первого порядка) 
являются лишь необходимыми и не являются достаточными усло- 
виями локального экстремума функции и = #(М) в точке Мо. 
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Например, у функции двух переменных и = 1 обе частные 
ди ди 
производные — и — обращаются в нуль в точке (0,0), но 
От ду 
никакого экстремума в этой точке №0(0,0) указанная функция 
не имеет, ибо эта функция и = ху равна нулю в самой точке 
Мо (0,0), ав как угодно малой д-окрестности этой точки прини- 
мает как положительные, так и отрицательные значения. 

Точки, в которых обращаются в нуль все частные производ- 
ные первого порядка функции и = #(М), называются точка- 
ми возможного экстремума этой функции. 

В каждой точке возможного экстремума у функции и = }(М) 
может быть локальный экстремум, однако наличие этого экс- 
тремума можно установить лишь с помощью достаточных усло- 
вий локального экстремума, выяснению которых будет посвя- 
щен следующий пункт. 

Из доказанного выше утверждения вытекает и другая форма 
необходимых условий локального экстремума: 

если функиия и={(М) дифференицируема в точке Мо и 
имеет в этой точке локальный экстремум, то дифферен- 
циал Чи му этой функции в точке Мо равен нулю тожде- 
ственно относительно дифференциалов независимых перемен- 
ных ат, 4152,... Ат. 

В самом деле, поскольку 


_ Оч Ои Ои 
Чи мо = ‚6 М0) Ча + ру (Мь) Чо +... + д, (Мо) ЧТ, 
то из равенств (14.68) вытекает, что при любых ат, 4т2,... фт 


справедливо равенство 4и|му = 0. 

2. Лостаточные условия локального экстремума. При 
формулировке достаточных условий локального экстремума 
функции т переменных и = }(М) важную роль будет играть 
второй дифференциал этой функции в обследуемой точке Мб. 

В п. 255 этой главы мы убедились в том, что для случая, ко- 
гда аргументы 11, 12,... ‚ Хт два раза дифференцируемой функ- 
ции и= {(11,12,...,Хт) являются либо независимыми пере- 
менными, либо линейными функциями некоторых независимых 
переменных, второй дифференциал этой функции в данной точ- 
ке Ло представляет собой квадратичную форму относитель- 


но лифференниалов аргументов @хт, 412,... ‚Атт следующего 
вида: 
77 77 
Фи м. — У. У. ОЕ т; ЧТь. (14.69) 
1=1 А=1 
где 


5 


у 


д 
а = ам = о (Мо). (14.70) 
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Для формулировки достаточных условий локального экстре- 
мума нам понадобятся некоторые сведения из теории квадра- 
тичных форм, которые мы для удобства читателя приводим 
ниже '). 

Квалдратичная форма относительно переменных Й1, Й>, 


® ы у ТИ 


Ф(®,1>,... т) = У У ай (14.71) 
1=1 К=1 


называется положительно определенной 
(отрицательно определенной), если для 
любых значений Ву, №2, ..., Ат, одновременно не равных ну- 
лю, эта форма принимает строго положительные (строго отри- 
цательные) значения. 

Квадратичная форма (14.71) называется знакоопред-е- 
ленной, если она является либо положительно определенной, 
либо отрипательно определенной. 

Квадратичная форма (14.71) называется знакопер = 
менной, если она принимает как строго положительные, так 
и строго отрипательные значения. 

Квадратичная форма (14.71) называется квазизнако- 
определенной, если она принимает либо только неотрица- 
тельные, либо только неположительные значения, но при этом 
обралцается в нуль для значений Ру, №2, ..., Ви, одновременно 
не равных нулю. 

Сформулируем так называемый критерий Сильвестра зна- 
коопределенности квадратичной формы 2). 

Назовем матрицей квадратичной формы (14.71) следующую 
матрицу: 


3 


(411 (12 ... От 

(21 022 ... @2т _ 
А = (14.72) 

тт Чт? ... @тт 


Если все элементы матрицы А удовлетворяют условию 
ик = ав (1=1,2,...,п; К =1,2,... , т), то указанная матрица 
называется симметричной. 


') Все приводимые здесь определения и утверждения можно найти, на- 
пример, в книге: Ильин В.А., Позняк Э.Г. Линейная алгебра. — М.: Наука, 
1978. 


о ` _ . . ‚ = 
") Дж. Сильвестр — английский математик (1814-1897). 
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Назовем главными минорами симметричной 
матрицы (14.72) следующие определители: 


@11 @12 @13 


ат @12 
Ат =ан, 42 = ‚ Аз=| 921 422 @23 |, 
а21 @22 
(131 432 @33 
911 012... т 
(21 (22 ... @2т 
. Ат — 

Ятл Чт? -.. Ч@тт 


Критерии Сильвестра формулируется в виде следующих 
двух утверждений: 

1°. Для того чтобы квадратичная форма (ПАЛТ) с сим- 
метричной матрицей (14.72) являлась положительно опреде- 
ленной, необтодимо и достаточно, чтобы все главные миноры 
матрицы (14.72) были положительны, т. е. чтобы были спра- 
ведливы неравенства 


А >0, 42>0, ..., Аж>0. 


2°. Для того чтобы квадралтичная форма (14.71) с симмет- 
ричной матрицей (14.72) являлась отрицательно определен- 
ной, необходимо и достаточно, чтобы знаки главных миноров 
матрицы (14.72) чередовались, причем знак Ат был отрицате- 
лен, т. е. чтобы были справедливы неравенства 


А < 0, 42>0, А;<0, А. >0.... 


Теперь мы подготовлены к тому, чтобы сформулировать и 
доказать теорему, устанавливающую достаточные условия ло- 
кального экстремума. 

Теорема 14.16. Пусть функция т переменных и = (М) = 
= /(51,12,...,ТХт) один раз дифференцируема в некоторой 


окрестности точки Мо(21, о ... Тт) и два раза дифференици- 
руема в самой точке Мо. Пусть, кроме того, точка Му являет- 
ся точкой возможного экстремума функции и = (М), т. е. 
Чи мо = 0. Тогда, если второй дифференциал (14.69), (14.70) 
представляет собой положительно определенную (отрица- 
тельно определенную) квадратичную форму от переменных 
тт, 4т2, ..., тт, то функция и = (М) имеет в точке Мо 
локальный минимум (локальный максимум). Если же второй 
дифференииал (14.69), (14.70) представляет собой знакопере- 
менлилю квадратичную форму, то функция и = (М) не имеет 
локального экстремума в точке Мо. 
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Доказательство. Докажем сначала, первую часть тео- 
ремы, предполагая, ради определенности, что второй дифферен- 
циал (14.69), (14.70) представляет собой положительно опреде- 
ленную квадратичную форму от переменных 4171, 452,... ‚ Атт. 
Докажем, что в этом случае функция и = (М) имеет в точке Мо 
локальный минимум. 

Разложим функцию и = }(М) в окрестности точки Мб по 
формуле Тейлора с остаточным членом в форме Пеано, беря в 
этой формуле и =2'). 

Мы получим при этом, что 


(М) — (Мо) = ам 


Мо 


причем в равенстве (14.73) дифференциалы 4ть переменных тк, 
входящие в выражения для аи му и 4и| мо, равны соответствую- 


О 
щим приращениям (ть — ть) этих переменных, а величина, р 
равна 


р= У (41)? + (422)? +... + (аат)? = 


= \/ (1 212+ (42- 25)? +...+ (тт- 2т)?. (14.74) 


По условию теоремы точка М является точкой возможно- 
го экстремума. Поэтому на основании результатов предыдущего 
пункта, 4и| мо = 0. Учитывая это равенство и полагая в выраже- 


ниях (14.69), (14.70) для второго дифференциала, ахь = хь— т. 
мы придадим формуле Тейлора (14.73) следующий вид: 


(м) — (мо) = 5 У У ана в) (ть Фь) + 0(р?). (14.5) 


Достаточно доказать, что для всех достаточно малых р пра- 
вая часть (14.75) положительна. (Это и будет означаль, что в до- 
статочно малой окрестности точки М разность /(М) — (Мо) 
положительна, т. е. функция и = /(М) имеет в точке Мо ло- 
кальный минимум.) 
т, 


Положим ЙА; = ‚гдез=1,2,... ‚т. Тогда из выражения 


(14.74) для р вытекают следующие соотношения: 


| <1 МА... № = 1. (14.76) 


1) Для функции и = }(М) выполнены при п = 2 все условия теоремы 
14.15* (см. п. 485 этой главы). 
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С помощью введенных обозначений равенство (14.75) может 
быть переписано в виде 


(М) — (Мо) = > У. У. ава + о(р°). (14.75%) 
пе 


о(р”) 


Отношение ——^ представляет собой бесконечно малую при 


р — 0 (или при М — Мо) функцию, которую мы обозначим (р). 
Введение. этой функции позволяет нам записать равенство 
о(р”) = р*:(р), с помошью которого мы придадим соотношению 


(14.75*) вид: 


(М) — (Мо) = р ТУ ам +а(р)|. — (14.75””) 


1=1 &=1 


Теперь уже нетрудно доказать, что правая часть (14.75**) 
является положительной для всех достаточно малых р. Квадра- 
77 77 
тичная форма Ф = >. »` акр. Лк представляет собой функцию, 
1=1 А=1 
определенную и непрерывную на поверхности единичной сфе- 
ры (14.76), представляющей собой замкнутое и ограниченное 
множество. По второй теореме Вейерштрасса, (см. теорему 14.7 
из п. 2$ 3 гл. 14) эта функция достигает на указанном мно- 
жестве своей точной нижней грани п, причем из положитель- 
ной определенности квадратичной формы (14.71) и из того, что 
1, 12,...,Ат, удовлетворяющие соотношению (14.76), не рав- 
ны одновременно нулю, вытекает, что указанная точная нижняя 
грань / строго положительна. 

Так как бесконечно малая при р —} 0 функция а(р) при всех 
достаточно малых р удовлетворяет неравенству |@(р)| < и, то 
вся правая часть (14.75) является положительной при всех до- 
статочно малых р, т. е. при всех М, достаточно близких к Мб. 

Это и означает, что функция и = }(М) имеет в точке Мо 
локальный минимум. 

Совершенно аналогично доказывается, что в случае, ко- 
гда второй дифференциал (14.69), (14.70) представляет собой 
отрицательно определенную квадратичную Форму, функция 
и=}(М) имеет в точке Му локальный максимум. 

Докажем теперь вторую часть теоремы, т. е. докажем, что 
в случае, когда второй дифференциал (14.69), (14.70) пред- 
ставляет собой знакопеременную квадратичную форму, функ- 
ция и = } (М) не имеет локального экстремума в точке Мо. 

Прежде всего установим следующее вспомогательное свой- 
ство знакопеременной квадратичной формы (14.71). 
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Если квадратичная форма Ф(Рл,й2,...,Ат) знакоперемен- 
на, то найдутся две совокутиюсти переменных (№ ,1.,... Вт) 
и (11, В5,...,й) такие, что 


(+ (75) +... (= (+ (6+... + (8) = 


причем 
Ф(М, В...) >00, ФМ...) < 0. (14.78) 


В самом деле, в силу определения знакопеременной ква- 
о формы иаиту а две совокупности аргументов 


(Н.Н... В) и (Ё,В,... 0), состоящие из чисел, одновремен- 
НО не ‘равных нулю, и ‘такие, ГО 
Ф(Н,Ь,...,.&) >0, ФНЬ,....В,) < 0. (14.79) 
Положив 
р! __ р, р! __ р 
в 2 т (н 2 м = ит)? 1 (н/2 ит \2 
У)? + ()? +...) У + (5)? +... (в 
(14.80) 


и учитывая, что из определения (14.71) квадратичной формы 
сразу же вытекает, что 
Ф(р! ‚В 1 
(В... М.) = 


(+ (+... 


1 
(Е. 


-Ф(Н,Ь,...,Ё)), 


Ф(В, 15,... В) = -Ф(Е,,...,Ё)) 


71? 


мы получим (в силу (14.79)) неравенства (14.78), причем из со- 
отношений (14.80) сразу же вытекают равенства (14.77). 
Вспомогательное свойство знакопеременной квадратичной 
формы доказано. 
Возвратимся теперь к доказательству второй части теоремы. 


! 
Зафиксируем две совокупности переменных (#1,1.,... Вт) 
и (№1, №5, ..., Ви), удовлетворяющие соотношениям (14.77) 
и (14.7 78), и докажем, что для любого р > 0 найдутся две точки 
М 25,... 2) и М"(71,12,...,2,) пространства Е” такие, 
что р(М’, Мо) = р(М", Мо) = р, причем 


=; для всех 1 = 1,2,... ‚т. (14.81) 


В самом деле, положив для любого р > 0 и для каждого 
номера # (1 = 1,2,... ,т%) 


О р! и ри 
= р, 1 = Тру, 
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мы удовлетворим соотношениям (14.81), причем в силу равенств 
(14.77) будут справедливы равенства: 


+ (1)? = р. 


Теперь уже нетрудно убедиться в том, что для случая, когда 
второй дифференциал (14.69), (14.70) представляет собой знако- 
переменную квадратичную форму, функция и = }(М) не имеет 
экстремума в точке Мо. 

Записывая для функции и = } (М) разложение в окрестности 
точки Ло ПО формуле Тейлора с остаточным членом в форме 
Пеано и беря это разложение в указанных выше точках М' и М", 
мы получим вместо (14.75) следующие два, разложения: 


Км’) — Им =5 У Ув (а 2ь) + 0(р?), (14.82) 


1=1 К=1 


/(М") — (Мо) = тан (27— ть) + о(р”), (14.83) 
1=1 К=1 
справедливые для всех лостаточно малых р > 0. 

Подставляя в эти разложения значения (1/— д;) и (т. — 2: 
из равенств (14.81) и учитывая, что 0(р?) = р: а(р), где а(р) 0 
при р —*0, мы придадим разложениям (14.82) и (14.83) следую- 
щий вид: 


АМ") — (Мо) = р > У бан Пу + а(р) 


1=1 &=1 


) 


/(М") — (Мо) = В У балм к + а(р) 


1=1 А=1 
Последние ДВа соотноптения можно также переписать В виде: 


5 [1 
Им") — Мо) = в? 5Ф(,т,... „ви,) + а(р)|. — (14-88*) 
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Учитывая соотношения „(14 ‚78) и тот факт, что величины 
Ф(,^.,... В) > Оби Ф(Р1,15,... Пт) < 0 не зависят от ри 
вспоминая, что р = р(М’, Мо) = р(М"' ‚ Мо), мы получим из со- 
отношений (14.82%) и (14. 83. что для как угодно малого р > 0 
справедливы неравенства }(М’) > (Мо) и }(М") < К(Мо), ко- 
торые и доказывают отсутствие экстремума в точке Ад. 

Теорема, 14.16 полностью доказана. 

Замечание 1. Если второй дифференциал два раза 
дифференцируемой в данной точке возможного экстремума Мо 
функции и = }(М) представляет собой в этой точке квазизнако- 
определенную квадратичную Форму, то нельзя сказать ничего 
определенного о наличии или отсутствии в этой точке локаль- 
ного экстремума. 

Так, например, у каждой из двух функций и1 
иг = 1“ + У второй дифференциал в точке возможного экс- 
тремума /45(0,0) тождественно равен нулю (т. е. представляет 
собой квазизнакоопределенную квадратичную форму), но толь- 
ко одна вторая из указанных двух функций имеет в этой точке 
локальный экстремум. 

Для решения вопроса о локальном экстремуме для случая, 
когла второй дифференциал представляет собой квазизнако- 
определенную квадратичную форму, следует привлечь диффе- 
ренциалы более высоких порядков, но это выходит за рамки дан- 
ного курса. 

Замечание 2. Требование 4?и|му 2 0 (соответственно 
имо < 0) является необходимым условием локального ми- 
нимума (максимума) в точке Мо дважды дифференцируемой в 
этой точке функции и = (М). 

В самом деле, пусть, ради определенности, и = (М) имеет 
в точке № локальный минимум, но условие имо > 0 не вы- 
полнено. Тогда найдутся А1,й2,... ‚Ат такие, что 


Фи мь = Ух. оо (Мой < 0. 
1=1 &=1 


Рассмотрим функцию Е ({) = (2 + Ра, р - 1>,... т Ат), 
заведомо определенную при всех $, достаточно малых по моду- 
лю. Функция Е(Т) обязана иметь локальный минимум в точке 
1 = 0, чему противоречит условие 


Е" (0) = им. < 0. 


3. Случай функции двух переменных. На практике ча- 
сто встречается задача об экстремуме функции двух перемен- 
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ных и = }(х,у). В этом пункте мы приведем результаты, отно- 
сящиеся к этому случаю. , 
би ди ди 
0%?’ джду’ ду? 
точке Мо(2, у) символами а11, а@12, а22 соответственно. Справел- 
ливо следующее утверждение. 

Пусть функция двух переменных и = 1(т,у) один раз дид- 


Обозначим частные производные В некоторой 


| ©) 
ференцируема в окрестности точки Мо(т,У) и два раза диф- 
ферениируема в самой точке Мо и пусть Мо является точкой 
возможного экстремума. Тогда, если в точке Мо выполнено 


условие а11422 — а1. >0, то функция и= {(т,у) имеет в этой 
точке локальный экстремум (максимум при ал < 0 и минимум 
при ат > 0). Если же в точке Мь ата22 — а < 0, то функция 
и= (т, у) не имеет в этой точке локального экстремума "). 

Доказательство. Справедливость первой части 
сформулированного утверждения непосредственно вытекает из 
теоремы 14.16 и критерия Сильвестра знакоопределенности ква- 
дратичной формы, ибо 

А: — ат, А5 — о — а11а22 — ай. 
@21 @22 

Докажем вторую часть утверждения. Итак, пусть в точке 4 
справедливо неравенство @11422 — @1. < 0. Докажем, что в этом 
случае второй дифференциал 4 и в точке Му представляет собой 
знакопеременную форму. Рассмотрим сначала случай 
а11 = 0. Используя введенные выше обозначения 


получим следующее выражение для второго дифференциала: 


2 2 
2 2 2 2 2) _ 
Фи м =р > > аки вк = р” (ал + 2а121 В + а2215) = 
1=1 А=1 2 
р 2 2 \;2 
(ат Е 2й2) - (411422 — @2}В5|. 


й __ __ __ 12 
Легко проверить, что при №1 = 1, 12 =Ои при й1 = ——, 
У@11 Ра1> 
> — @11 2) 72 - 
2 = —_“) дифференциал 4и| м, имеет разные знаки, 


5 о 
мат: + а1> 


.. 2 
-) Случай а114а22 — а1> = 0 требует дополнительного исследования. 


5 
2) При этом р может быть как угодно малой величиной. Условие Ва Ва = 
= 1 выполнено. 
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т. е. является знакопеременной формой, и поэтому, согласно те- 
ореме 14.16, функция не имеет в точке М локального экстре- 
мума. 

Рассмотрим теперь случай а11 = 0. Тогда из условия а114а22 — 
— а1. < 0 вытекает, что а12 72 0. Следовательно, из написанного 


выше выражения для Фи мо получится 
Фи му = р° > (Зал -Е а22р2). (14.84) 


Пусть 11 52 0 и величина й2 столь мала (из условия й1' + 2 = 
следует, что такой выбор В1 и №2 возможен), что выражение 
(Зал2Рл + а22й2) сохраняет знак величины 2412й1. Тогда из фор- 
мулы (14.84) вытекает, что 4 и| мо имеет разные знаки при #2 > 0 
и В <0, т. е. функция и = { (т, у) не имеет локального экстре- 
мума в точке №. Утверждение полностью доказано. 

4. Примеры исследования функции на экстремум. 
1) Найти точки локального экстремума функции т переменных 


и = Аж 22+... +27 + 2424... тт, (14.85) 


где А — отличное от нуля вещественное число. 
Для отыскания точек возможного экстремума получаем сле- 
дующие уравнения: 


9% ол 0 9 0. 42-0... 0 9,4250. 
Отт От2 | | Отт, 
(14.86) 
Из уравнений (14.86) заключаем, что единственной точкой 
возможного экстремума является точка, №0(0, —1,...,-—1). 


Чтобы исследовать функцию (14.85) в этой точке Мо с помо- 
шью достаточных условий экстремума, вычислим второй диф- 


ференциал 
Фи му = 2^(ажт)* + 2(4х2)° +... + 2(а*т)”. (14.87) 


Очевидно, что при А>0 все значения второго дифференци- 
ала (14.87) при ахт, 472, ... ,‚ тт, одновременно не равных ну- 
лю, являются строго положительными, т. е. при А > 0 второй 
дифференциал (14.87) представляет собой положительно опре- 
деленную квадратичную форму. Поэтому при Л > 0 функция 
(14.85) имеет в точке Мо(0, —1,...,-—1) локальный минимум. 

При А < 0 второй дифференциал (14.87) положителен при 
Ал = 0,..., атт—1 = 0, атт = Ги отрицателен при 471 = 1, 
Что =0,..., тт = 0. Это означает, что при А < 0 второй диф- 
ференциал (14.87) представляет собой знакопеременную квадра- 
тичную форму. Поэтому при Л < 0 функция (14.85) не имеет в 
точке №0(0, —1,...,-—1) локального экстремума. 
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2) На плоскости даны п точек Мь(ак, 6%), Е = 1,2,...,п, 
в которых сосредоточены массы ти > 0. Требуется найти на 
этой плоскости точку М0(50, 40) такую, относительно которой 
момент инерции указанной системы материальных точек явля- 
ется минимальным. 

Так как момент инерции указанной системы материальных 
точек относительно точки М(5,у) равен 


= У пи [( — ав)? + (ув, "|, (14.88) 
К=1 


то задача сводится к отысканию точки Мо(10, 40), в которой 
функция (14.88) достигает своего минимального значения. 

ля отыскания точек возможного экстремума функции 
(14.88) получаем следующие уравнения: 


7, И 
91 91 
5; = 2 > тик (х — ак) = 0, ди = 2 > ть(у— 6) =0. (14.89) 


Из уравнений (14.89) заключаем, что единственной точ- 
кой возможного экстремума функции (14.88) является точка 
Мо(50, 40), координаты которой равны 


— __ ат + т2а2 +... ФП тб + 72262 +... + тиб 
та тЬ-+... ти ) та + тЬ-+... ти 
(14.90) 
01 9?Т 9?Т 
Так как а11 = и 0, а —= 0, а22 = = 
и = 5 в > 12 = Эд, Эт 22 — р 
п Е—1 
= =2» пы > 0. то а11а22 — а > 0, и согласно утверждению, 
Е=1 


доказанному в п. 3, функция (14.88) имеет локальный минимум 
в точке №0 (50, 40) с координатами (14.90). Легко убедиться, что 
значение Г[(х, уу) в этой точке является минимальным. Заметим в 
заключение, что формулы (14.90) определяют координаты цен- 
тра тяжести рассматриваемой системы материальных точек. 


$ 7. Градиентный метод поиска экстремума сильно 
выпуклой функции 


В этом параграфе излагается теория широко применяемого 
на практике градиентного метода поиска экстремума сильно вы- 
пуклой функции. 

Идея этого метода чрезвычайно проста. Для приближенно- 
го отыскания точки минимума функции т переменных исполь- 
зуется тот факт, что градиент этой функции имеет направ- 
ление, совпадающее с направлением наибольшего возрастания 
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этой функции. Стало быть, вектор — ста (50) в каждой точке 


‚О о о 
т0 = (11,12,...,Хт) направлен в сторону наибольшего убыва- 
ния функции {(1) = }(т1,12,...,Хт). Это дает основание ожи- 
дать, что если, отправляясь от некоторого нулевого приближе- 


о о о 
ния 10 = (11,12,...,Тт), мы построим А-е приближение хь = 


к К [5 № 
= (21,212,...,Тт) по рекуррентной формуле 


тк+1 = тк — а ртаа } (ть), 


то при достаточно малом положительном а последовательность 
точек {ть} сойдется к точке минимума функции (5). 

Строгой реализации этой простой идеи и посвящен настоя- 
ший параграф. 

1. Выпуклые множества и выпуклые функции. Пусть 


| ат 1 | 2 2 2 
т = (11,12,...,Тт) и 42 = (21,12,....Жт) — две точки те 


мерного евклидова пространства Е”, которые мы можем рас- 
сматривать как векторы в Ё”" с соответствующими координата- 
ми. 

Назовем отрезком, соединяющим точки 11 и 12, множе- 
ство точек пространства Ё” вида х1 + Кто — 11), где { — любое 
число из сегмента 0 < {< 1. 

Будем обозначать отрезок, соединяющий точки 51 и 12, сим- 
волом 2122. 

Определение 1. Множество () точек пространства В" 
называется выпуклым, если оно обладает следующим 
свойством: каковы бы ни были две точки тт и т2, принадле- 
сащие множеству ©, отрезок 2122, их соединяющий, такоюе 
принадлежит этому множеству. 

Примером выпуклого множества в пространстве Ё” может 
служить т-мерный шар (безразлично, открытый или замкну- 
тый) или полупространство ти > 0 (т. е. множество всех точек 
(%1,12,...,Хт) пространства №", т-я координата которых удо- 
влетворяет условию тт 2 0). 

Примером множества ©, не являющегося выпуклым, может 
служить дополнение тт-мерного шара или т-мерный шар, из 
которого удалена хотя бы одна точка. 

Пусть (/ — некоторое множество точек пространства В”, а 
т — любая фиксированная точка этого пространства. 

Назовем расстоянием от точки х до множества, © 
точную нижнюю грань расстояний от точки т до всевозможных 
точек этого множества. 

Будем обозначать расстояние от точки х до множества (С) 
символом р(т, (). 
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Итак, по определению 
р(т. О) = шЁр(т. у). 


Для любого множества С) пространства Ё” и любой точки х 


этого пространства существует расстояние р(х, О) '). В частно- 
сти, если точка, х принадлежит множеству ©, то р(х, 0) = 0. 

Однако у множества (С) не всегда существует точка у такая, 
что р(м,у) = р(т, О). 

Так, например, если множество @ представляет откры- 
тый тмерный шар, а т — точка РЁ", лежащая вне этого 
птара, то у такого множества () не существует точки у такой, 
что р(х,у) = р(т, О) (ибо для всех точек у открытого шара © 
справедливо неравенство р(х, у) > р(х,О)). 

Если все же у множества О сушествует точка у такая, что 
р(т, у) = р(х, О), то эта точка у называется проекцией 
точки т на множество 0. 

Проекцию точки 5х на множество (С) будем обозначать симво- 
лом Ро(х). 

Подчеркнем, что если точка х принадлежит множеству (©), то 
Ро(1) = т. 

Итак, проекция Ро(1) точки х на множество С) определяется 
соотношением 

р(т, Ро(1)) = р(х, 9) = Ш р(т,у). 
уЕФ 

Полезно отметить, что может существовать несколько проек- 
ций точки 5 на множество О. Так, например, если @ — т-мерная 
сфера с центром в точке т, то любая точка © является проек- 
цией точки т на множество (©. 

Справедлива, однако, следующая лемма. 

Лемма 1. Если множество О пространства Е" является 
выпуклым и замкнутым, а т — мобая точка Е", то суще- 
ствует и притом единственная проекция точки х на множе- 
ство О. 

Локазательство. Сначала докажем существова- 
ние хотя бы одной проекции точки т на множество ©. 
Обозначим р(т, ()) расстояние от точки х до множества ©. По 
определению р(т, (@)) как точной нижней грани пы р(т,у) най- 

уЕС 


дется последовательность [у„! точек множества (С) такая, что 
По определению предела числовой последовательности для 
любого & > 0 все элементы у», начиная с некоторого номера, 


1) Ибо множество р(х, у) для всевозможных у, принадлежащих (), всегда 
ограничено снизу (например, числом нуль). 


18 В.А. Ильин, Э.Г. Позняк, часть 1 
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удовлетворяют соотношению 


р(т, 9) — = < р(т, уп) < р(т, 9) +. 


Отсюда следует, что последовательность {у} точек простран- 
ства Е” во всяком случае является ограниченной и потому в си- 
лу теоремы Больцано-Вейерштрасса, (см. п. 2 $ 2 гл. 14) из этой 
последовательности можно выделить сходящуюся подпоследо- 
вательность 1х, }, где и = 1,2,... Обозначим через у предел 
подпоследовательности {ух, }. В силу замкнутости множества, ©) 
точка у принадлежит этому множеству. Остается доказать, что 


р(т,у) = р(т, 9) = Шт р(т, ук, ). 


Заметим, что в силу неравенств треугольника р(т,ук„) < 
< р(2, у) + р(у, ук, ) и р(,у) < р(т,ук,)  р(ук,, У) справедливо 
соотношение |р(т, ук.) — р(т,у)| < р(у,чь,). Из этого соотноше- 


ния и из сходимости подпоследовательности {ур, } к у вытекает, 
что № (т, ук, ) = р(2, 5), т. ©. р(т, 9) = р(т,у). 

Тем самым доказательство существования хотя бы одной про- 
екции точки 1 на множество © завершено. 

Докажем теперь, что существует только одна про- 
екция точки т на множество ©. Предположим, что существуют 
две различные проекции \/1 и у2 точки т на множество О. 
Так как множество © является выпуклым, то весь отрезок 17115, 
соединяющий точки 11 и у2, принадлежит множеству О. В част- 
У 2 е., 

— — указанного 
У - У? 
2 
ки х до указанной середины отрезка > строго меньше рас- 

стояния р, = р(, >). 

Исключим из рассмотрения тривиальный случай, когда 
у У? у У? 

2 2 
р(т, м) = р(х,у2) > 0, ибо иначе (т. е. в случае равенства 
р(т, чл) = р(х, 2) = 0) обе точки у: и у2 совпадали бы сх и не 
у У? 

2 


ности, множеству (С) принадлежит середина 


отрезка. Убедимся в том, что расстояние р(, } от точ- 


= 1. В этом случае р(=, } = 0, в то время как 


могли быть различными. Итак, в тривиальном случае 
неравенство 


— 1 


р) < рр) = рвы) (14.91) 


очевидно. 
Докажем теперь неравенство (14.91) в случае, когда 


Е т. 
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Используя свойства скалярного произведения двух векторов 
пространства Е” '), мы получим соотношение 


р? (2. ии: — (2 + 92 т, ит + 2 =) — 


2 2 
1., | 
— [9 2-ти - 2) +2(/1 —- 2, 2—2) + (2-х, у2-—1)]. (14.92) 


Убедимся теперь в справедливости строгого неравенства 


(ит — $, 2 — 2) | < МУ(и-жи 2): М(р-х, ют). (14.93) 


Для этого воспользуемся тем, что для любых векторов аи Ъ 
пространства Е”, не коллинеарных друг другу (т. е. таких, что 
а ^ ЛЬ ни для одного вещественного А), справедливо строгое 


неравенство Коши-Буняковского 2) 
|(а.Ъ)| < (а, а) . (Ъ,Ъ). 


Это означает, что для доказательства неравенства (14.93) нам 
достаточно убедиться в том, что векторы 1/1 —5 и у2—х не колли- 
неарны, т. е. убедиться в том, что ни для олного вещественного А 
не может быть справедливо равенство 


и-ж= А —х). (14.94) 


Если бы равенство (14.94) было справедливо для такого А, 
для которого |А| = 1, то было бы невозможно равенство 
ру, 2) = р(у2, т). 

Справедливость равенства (14.94) для А = +1 противоречила 
бы тому, что точки 91 и у2 являются различными. 


) 


Наконец, справедливость равенства, (14.94) для А = —1 озна- 
+ 2 .. 
чала, бы, что и” = т, а этот случай мы исключили. 


Итак, равенство (14.94) не справедливо ни для одного веще- 
ственного А, а потому доказательство неравенства (14.93) завер- 
шено. 


1) См., например, $8 1 гл. 4 книги В.А. Ильина и Э.Г. Позняка «Линейная 
алгебра», Изд-во «Наука», 1978. 


2) В самом деле, при а = ЛЬ вектор (а — ЛЬ) не является нулевым. По- 
этому квадратный трехчлен (а — ЛЬ, а — ЛЬ) = (а, а) — 2А(а,Ъ) + Л?(Ь,Ъ) 
строго положителен и его дискриминант 4[(а,Ъ)” - (а, а): (Ъ,Ъ)] строго от- 
рипателен. 


18* 
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Сопоставляя равенство (14.92) с неравенством (14.93), полу- 
чим, что 


р? (т, Л и.) < 


1., 
< д — хил — 4) +2 (и — хи — 2) (2 — 2,2 — 2) + 


1 2 
+ (12 —т, 2—1) = я Узи 2+ ет) = 


[р(т, у) + р(2, уз) = р’ (ть) = р” (4, 2). 


и 


ны | += 


Тем самым доказательство неравенства (14.91) завершено. Но 
это неравенство означает, что у множества @ нашлась точка 


в + 12 
"11? более близкая к х, чем точки 9/1 и 1, а это противоречит 


тому, что каждая из точек 1/1 и у является проекцией точки 1 на 
множество (), т. е. является точной нижней гранью расстояния 
р(т, у) для всевозможных у, принадлежащих (©. 

Полученное противоречие показывает, что предположение о 
том, что существуют две различные проекции 11 и 2 точки т 
на множество (), является ошибочным. 

Доказательство леммы 1 полностью завершено. 

Перейдем теперь к определению выпуклой функции. 

Определение 8. Функция 1(х), заданная на выпуклом мно- 
жестве @ пространства Е", называется выпуклой вниз 
или просто выпуклой на этом множестве, если для лмю- 
быт двух точек т1 и 2 множества © и для любого веществен- 
ного числа $ из сегмента 0 << 1 справедливо неравенство 


Ито + Ца — 21)] < (ал) + ИЛ (22) — Л()]. (14.95) 


Определение 3. Функция {1 (1), заданная на выпуклом мно- 
жестве @ пространства Е", называется строго вы- 
пуклой на этом множестве, если для любых двух точек 
тт и т2 множества @ и для любого вещественного числа ® из 
интервала 0 < &<1 справедливо строгое неравенство 


122 + Кто — ал) | < 1(а1) + ИЛ (12) — Хал)|. (14.96) 


Ясно, что всякая строго выпуклая на множестве () функция 
71(%) является выпуклой на этом множестве. 

Легко установить достаточное условие выпуклости (соответ- 
ственно строгой выпуклости) дважды дифференцируемой на 
выпуклом множестве () функции }(7). 

Всюду в дальнейшем мы будем предполагать, что множе- 
ство Ы имеет тотя бы одну внутренниою точку. 
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Лемма 9. Пусть функиия {(х) задана и два раза диффе- 
рениируема на выпуклом множестве (@. Тогда для того, что- 
бы эта функция являлась выпуклой (строго выпуклой) на мно- 


окестве О, достаточно, чтобы второй дифференииал а? | этой 
функиии во всех точках О являлся квазиполоэеительно оптре- 
деленной (строго полооюительно определенной) квадратичной 
формой. 

Локазательство. Пусть 21 и 512 — любые две 
фиксированные точки множества (©). Рассмотрим на сегменте 
О <Е< 1 следующую функцию одной независимой переменной #: 


Е(®) = Лат + И — 21) - Ха) — ИЛ (22) - Ха). (14.97) 


Напомним, что второй дифференциал 4} функции {(т) = 


= }(51,12,...,Хт) т независимых переменных 11,12,... Тт в 
данной точке 4 = (11,42,...,тт) равен !) 
1): Ат; : Ать. 14.98 
-У у” От, дть = (2) у А } 
1=1 А=1 


Дифференцируя функцию (14.97) два раза по # по правилу 
дифференцирования сложной функции, получим 


2 1 2 1 
Е" (# УР От [2 + (2 — 21) (№ — 22) (2% — 2%) 
1=1 К=1 
(14.99) 
1 1 1 22 2 


где (11,12,...,Хт)} и (11,12,...,Тт) — координаты точек 51 и 
то соответственно. 

Сопоставляя соотношения (14.98) и (14.99), мы убедимся в 
справедливости равенства 


Е" (В = Фа + Ца 21), (14.100) 


5 
гле в выражении лля 4} приращения Ах; взяты равными 


2 1 
б; — Фу. 


Дальнейшие рассуждения, ради определенности, проведем 
для случая, когда второй дифференциал 4} во всех точках О 
является квазиположительно определенной квадратичной фор- 
мой. В этом случае для всех $ из сегмента 0 < $ < 1 правая 
(а, стало быть, и левая) часть (14.100) неотрицательна, т. е. для 
всех $ из сегмента 0 <#< 1 


Е" > 0. (14.101) 


1) См. п. 2$ 5гл. 14. 
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В силу определения 2 и соотношения (14.97) нам достаточно 
доказать, что для всех $ из сегмента 0 < & < 1 справедливо 
неравенство 


ЕВ < 0. (14.102) 


Для доказательства неравенства (14.102) используем соотно- 
птение (14.101) и легко проверяемые равенства 


Е(0)=0, ЕЮ =0. (14.103) 


Предположим, что внутри сегмента 0 <$< 1 существует хотя 
бы одна точка $, в которой Е(®) > 0. Тогда функция Е(®) до- 
стигает своего максимального на сегменте 0 < < 1 значения в 
некоторой внутренней точке & этого сегмента, причем Ё (5) > 0. 
В этой точке ® функция ЕР(®) имеет локальный максимум, а по- 
тому Р'(®) = 0. Но из неравенства (14.101) вытекает, что про- 
изводная Ё”(®) не убывает на всем сегменте 0 << 1, а потому 
и на сегменте % < Ё < 1. Отсюда и из условия Е'’(®) =0 сле- 
дует, что производная Ё”(®) неотрицательна всюду на сегменте 
К << 1, а поэтому функция Ё(#) не убывает на, этом сегменте. 
Это приводит нас к неравенству 


Е) > Е(®) > 0, 


противоречалцему второму соотношению (14.103). 

Полученное противоречие доказывает, что предположение о 
том, что на сегменте 0 <#< 1 существует хотя бы одна точка $, 
в которой Ё(®) > 0, является ошибочным, т. е. доказывает спра- 
ведливость всюду на сегменте 0 << 1 неравенства (14.102). 

Тем самым первая часть леммы (о выпуклости }(5) при усло- 


вии, что { } является квазиположительно определенной квадра- 
тичной формой} доказана. 
Вторая часть леммы (о строгой выпуклости }(%) при усло- 


вии, что 42} является строго положительно определенной ква- 
дратичной формой) доказывается аналогично. Исходя из нера- 
венства (14.101), справедливого на этот раз со знаком >, и из 
равенств (14.103) и предположив, что внутри сегмента 0 << 1 
существует хотя бы одна точка $, в которой Е(#) > 0, мы придем 
к выводу, что Ё(Р) имеет внутри сегмента 0 < {< 1 точку ло- 
кального максимума в, причем Ё(5)} > 0. Но тогда, поскольку 
Е") = 0, из (14.101) получим, что Е'(Ё) > 0 всюду на полуин- 
тервале В < Ё< 1, а это означает, что Ё(1) > Р(®) > 0. 

Мы снова получаем противоречие со вторым соотношением 
(14.103), которое доказывает, что Ё(®) < 0 всюду на интервале 
0 << 1, ге. доказывает строгую выпуклость }(5) на множе- 
стве (©. 
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Лемма 2 полностью доказана. 

Доказанная лемма естественно наводит на мысль о рассмо- 
трении следующего еще более узкого класса выпуклых на вы- 
пуклом множестве () и два раза лифференцируемых на этом 
множестве функций. 

Определение 4. Два раза дифферениируемая на выпуклом 
множестве @ функиия (т) называется сильно выпую- 
лой на этом множестве, если существуют такие две по- 
лоэсительные постоянные Е] и Ко, что второй дифференииал 
@ } этой функции, определяемый соотношением (14.98), во всех 
точках х множества О удовлетворяет неравенствам 


№1 - (Аз) < ФТФ: (Ах)". (14.104) 


(В этих неравенствах через Ал обозначен вектор с координата- 
ми (Аз, Ал2,..., Ахт), а символ (Ат)? обозначает скалярный 
квадрат этого вектора.) 

Из левого неравенства (14.104) сразу же вытекает, что вто- 
рой дифференциал сильно выпуклой функции представляет со- 
бой строго положительно определенную во всех точках множе- 
ства С) функцию, а потому (в силу леммы 2} сильно выпуклая 
на множестве / функция заведомо является строго выпуклой 
на этом множестве. 

Вместе с тем класс сильно выпуклых функций достаточно 
птирок и важен в прикладных задачах, и мы ограничимся этим 
классом при изложении теории градиентного метода поиска, ми- 
нимума. 

Начнем с выяснения вопроса о существовании и о единствен- 
ности минимума. 

2. Существование минимума у сильно выпуклой 
функции и единственность минимума у строго выпук- 
лой функции. Пусть функция {(т) определена на выпуклом 
множестве (©). Будем говорить, что эта функция имеет в точке 10 
множества () локальный минимум, если существует 
такая д-окрестность этой точки 10, что значение }(х0) является 
наименьшим среди значений }(7) этой функции во всех точках 
пересечения д-окрестности 50 и множества (©). 

При таком определении понятие локального минимума вклю- 
чает в себя и точки краевого минимума функции }(1) на гра- 
нипе множества, (). 

Таким образом, при данном нами определении можно под- 
разделить точки минимума на точки внутреннего локального 
минимума (для случая, когда эти точки являются внутренними 
точками ()) и точки краевого локального минимума (для случая, 
когда эти точки являются граничными точками ()). 
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Для изучения вопроса о существовании и единственности 
точки локального минимума нам понадобится следующая вспо- 
могательная теорема. 

Лемма 9. Пусть на выпуклом множестве @ задана диф- 
ферениируемая выпуклая функция (т). Для того чтобы эта 
функция имела локальный минимум в точке хо множества ©. 
необходимо и достаточно, чтобы для любого вектора Ах, для 
которого точка тд + Ат принадлежит множеству @, было 


справедливо неравенство !) 
(отаа }(т0), Ах) > 0. (14.105) 


Доказательство. 1} Необходимость. В силу 
утверждения, доказанного в п. 6 $ 4 гл. 14, левая часть (14.105) 


равна произведению производной функции }(%) в точке ход по 
направлению вектора Ах на длину |Ат| этого вектора: 


(ата У (то), Аз) = 57 (то)| Аа, (14.106) 


Ах . 
где Е — [Аа] — единичный вектор В направлении Ах. 


Так как 10 является точкой локального минимума функции 
71(%), то производная 7 (о) по любому направлению е = я 
неотрицательна (точнее, равна нулю в случае, если 10 — точка 
внутреннего локального экстремума, и неотрицательна в случае, 
если 10 — точка краевого локального экстремума). 

Итак, правая часть (14.106) (а потому и левая часть (14.105)) 
неотрипательна. Необходимость доказана. 

2) Достаточность. Пусть для любого вектора Ат, для 
которого точка 10 + Ат принадлежит ©), справедливо неравен- 
ство (14.105). Докажем, что точка фо является точкой локаль- 
ного минимума функции }(7т). 

Так как функция { (т) по условию является выпуклой на мно- 
жестве (©), то для любых двух точек 51 и то этого множества и 
любого числа $ из сегмента 0 < $ < 1 справедливо неравенство 
(14.95). Полагая в этом неравенстве х1 = 50, 52 = 20+ Ах, мож- 
но переписать это неравенство в виде 


Г(то + Да) — (ао) > МР 2 Ао). (14.107) 


Считая хо и Ах фиксированными, перейдем в неравенстве 
(14.107) к пределу при $ -} 0+0. По определению производ- 


ной по направлению (см. п. 6 $8 4 гл. 14) предел при # — 0+0 


1) В неравенстве (14.105) берется скалярное произведение векторов 
отаа (то) и Ат. Определение этаа {(хо) см. в п. 6$ 4тл. 14. 
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правой части (14.107) в точности равен произведению, стоящему 
в правой части (14.106). Поэтому в силу соотношений (14.105) и 
(14.106) этот предел неотрицателен. Учитывая, что левая часть 


(14.107) не зависит от $, мы получим в пределе при # $ 0+0 из 


неравенства (14.107), что 

1 (то + Дт) — 1 (10) 2 0. 
Последнее неравенство, справедливое для любого вектора Ах, 
для которого точка хо + Ах принадлежит (©, доказывает, что 
функция }(т) имеет в точке 10 локальный минимум. Достаточ- 
ность доказана. 

Лемма 3 полностью доказана. 

Замечание 1. Из приведенного нами доказательства 
очевидно, что для случая, когда точка 50 является внутрен- 
ней точкой множества, ©), т. е. когда речь идет о внутреннем 
локальном минимуме, в формулировке леммы 3 знак > в нера- 
венстве (14.105) можно заменить на знак =. 

Замечание 2. При доказательстве необходимости 
леммы 3 мы не использовали требования выпуклости функции 
7(т). Поэтому доказательство необходимости проходит без тре- 
бования выпуклости функции }(1). Иными словами, справедли- 
во следующее утверждение: если функция (т) дид- 
ферениируема на выпуклом множестве О, и имеет локальный 
минимум во внутренней (в граничной) точке хо этого множе- 
ства, то для любого вектора Ат, для которого точка хо + Ат 
принадлежит ©, справедливо неравенство 


(отаа (50), Ах) =0 [(2таа (то), Ах) > 0]. 


Перейдем к вопросу о единственности и о существовании точ- 
ки локального минимума. 

Теорема (о единственности локального минимума у 
строго выпуклой функиими). Если функция (т) дифферен- 
цируема и строго выпукла на выпуклом множестве (, то она 
может иметь локальный минимум только в одной точке это- 
го множества. 

Доказательство. Предположим, что функция }(5) 
имеет локальный минимум в двух различных точках 51 
и тэ множества, (@. Тогда условие выпуклости (14.95) для точек 
ХТ И Т2 можно записать в виде 

п (14.108) 
(здесь { — любое число из сегмента 0 <#<1). 

Меняя в соотношении (14.108) точки 21 и 12 ролями, мы по- 

лучим неравенство 


Пе (14.109) 
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В пределе при # $ 0+0 правая часть (14.108) (соответствен- 
но правая часть (14.109)) дает производную функции {(т) по 
направлению вектора 12 — 51 (соответственно вектора 51 — 12), 
взятую в точке 21 (соответственно в точке 7х2), умноженную на 
55 — 21|. Так как обе точки 51 и 52 являются точками локаль- 
ного минимума, то обе указанные производные по направлению 
неотрицательны, т. е. пределы правых частей (14.108) и (14.109) 
при # —} 0 + 0 оба неотрицательны. 

Таким образом, из неравенств (14.108) и (14.109) в пределе 
при $ > 0-0 мы получим 


(72) — (а) 20, Л(ал)- 1 (12) 2 0. 
Сопоставление последних неравенств приводит нас к заключе- 
нию о том, что }(11) = }(12). 

Используя равенство }(71) = 1(12), мы получим из условия 
строгой выпуклости (14.96), что 


[21 -- (12 — 11). < (тт) (14.110) 


для всех физ интервала 0 << 1. 

Неравенство (14.110) противоречит тому, что функция }(т) 
имеет локальный минимум в точке 51 (в точке х1 + Нло — 21), 
как угодно близкой при малом фк точке 51, функция }(5) имеет 
значение, меньшее значения }(71)). 

Полученное противоречие доказывает, что наше предположе- 
ние о том, что функция (1) имеет локальный минимум в двух 
различных точках множества, (), является ошибочным. Теорема 
доказана. 

Существование локального минимума докажем при более 
сильных ограничениях, чем единственность. 

Теорема (о существовании локального минимума у 
сильно выпуклой функиим). Если функция (т) сильно вы- 
пукла на замкнутом вытуклом множестве Я, то у этой 
функиии существует на множестве @ точка то локального 


минимума"). 

Доказательство. Сначала отметим, что теорема, заве- 
домо справедлива для случая, когда выпуклое замкнутое мно- 
жество © является, кроме того, ограниченным. Тогда по 
второй теореме Вейерштрасса, (см. теорему 14.7) функция }(5), 
будучи во всяком случае непрерывной на множестве (), достига- 
ет в некоторой точке хо этого множества, своего минимального 
на () значения. Указанная точка то и является точкой локаль- 
ного минимума. 


1) Так как сильно выпуклая на выпуклом множестве () функция }(х) 
является строго выпуклой на этом множестве, то по предыдущей теореме 
точка то будет единственной точкой локального минимума. 
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Остается доказать теорему в случае, когда выпуклое замкну- 
тое множество /) не является ограниченным. 
Фиксируем некоторую внутреннюю точку 11 множества, () и раз- 
ложим функцию }(5) по формуле Тейлора с центром в точке 21, 


взяв остаточный член Д2(7) в форме Лагранжа ') (см. п. 385 
гл. 14). Указанное разложение будет иметь вид 


1() = ал) + 4 (а) +5ФЛаа +0а-),  (млы) 


где 9 — число из интервала 0 < 9 < 1, так что точка 21-+9(%—х1) 
принадлежит отрезку, соединяющему точки д1 их °). 

Если обозначить Ах вектор 5 — 11, то для (71) будет спра- 
ведливо равенство: 


4 (11) = (втаа 1 (21), Аз). 
Из этого равенства вытекает, что 


(тт) < | втаа (21) - [Аз]. (14.112) 


Далее, используя левое неравенство в определении сильной 
выпуклости (14.104), мы придем к неравенству 


[ет + 0(х —ж1)] > № : (Ах)*. (14.113) 
Из соотношений (14.111)-(14.113) заключаем, что 
1 (2) — Ка) > — Ча + 5 Дал + 02-21] > 
> — | вта4 / (11) - [Аз] + [Аз 
так что 
12) — Ка) >1Аа |. АНА | та (а). 4) 


Учитывая, что точка 21 фиксирована и величина | ста }(х1) 
представляет собой некоторое фиксированное число, мы заведо- 
мо можем выбрать положительное число В настолько большим, 
чтобы при |Ат| > В выражение в квадратных скобках в (14.114) 
было положительным. 


1) Мы учитываем, что сильно выпуклая на множестве О функпия } (2) 
два раза лифференцируема на этом множестве, 


2) Какова бы ни была точка 1 множества, ©), отрезок, соединяющий точки 
фт и 12, принадлежит множеству (С) в силу выпуклости этого множества. В 
сноске к теореме Тейлора 14.15 отмечалось, что в качестве окрестности цен- 
тра разложения можно брать любую звездную окрестность этого центра, 
т.е. можно брать все множество (©). 
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Это означает, что при |Ах| > В справедливо неравенство 
71(1) > Г(х1), т. е. всюду вне замкнутого шара Св радиуса В с 
центром в точке 11 значения }(15) превосходят значение } (71) (в 
центре указанного птара). 

Обозначим (Св пересечение множества С с указанным ша- 
ром Ср. Так как оба множества (© и Св являются выпуклыми 
и замкнутыми, то и их пересечение (р также является выпук- 
лым и замкнутым. Так как, кроме того, множество Ор является 
ограниченным, то по доказанному выше функция }(5) имеет на 
множестве (в единственную точку хо локального минимума. 

Поскольку мы доказали, что во всех точках @, лежащих за 
пределами (Фр, значения } (1 ) превосходят }(х1), то эти значе- 
ния тем более превосходят }(т0), т. е. точка то является точкой 
локального минимума }(5) и на всем множестве (). Теорема пол- 
ностью доказана. 

3. Поиск минимума сильно выпуклой функции. Мы 
доказали, что сильно выпуклая функция }(5), заданная на за- 
мкнутом выпуклом множестве (), имеет на этом множестве 
единственную точку то локального минимума. 

Обратимся к построению и обоснованию алгоритма, с помо- 
шью которого отыскивается эта, точка, 50. 

Фиксируем произвольную точку 11 множества (С) и произ- 
вольное число а, удовлетворяющее неравенствам 


0<а<2/%», (14.115) 


где Ао — постоянная из неравенства (14.104), определяющего 
сильную выпуклость функции (1). 

Отправляясь от 11 как от первого приближения, составим 
итерационную последовательность {ть} с помошью рекуррент- 
ного соотношения 


тк+т = Ро(хь — аэтаа }(тк)), К=10.... (14.116) 


В настоящем пункте мы докажем следующее утверждение. 

Основная теорема. Пусть функция }(х) является сильно 
выгуклой на замкнутом выпуклом множестве / и пусть 1 — 
произвольная точка множества (<. Тогда итерационная после- 
довательность 1ть}, определяемая рекуррентным соотноше- 
нием (14.116) при любом а, удовлетворяющем неравенствам 
(14.115), сходится к точке то локального минимума функции 
(г). 

Подчеркнем, что эта, теорема, дает алгоритм отыскания любо- 
го (внутреннего или краевого) локального минимума функции 
1(1), являющейся сильно выпуклой на произвольном (не обяза- 
тельно ограниченном) замкнутом выпуклом множестве (). 
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Доказательству основной теоремы предпошлем четыре лем- 
мы. 
Лемма 4. Если @ — выпуклое замкнутое множество то- 


чек №", т — произвольная фиксированная точка ЕП ау — 
произвольная точка 9, то 
(= Ро(2), у Ро (+) < 0. (14.117) 


Доказательство. Предположим, что неравенство 
(14.117) несправедливо. Тогда, существует точка, у множества, () 
такая, что | — __ | | 

(%х — Ро(т), у- Ро(1)) > 0. (14.118) 
Из (14.118) сразу же вытекает, что точка у не совпадает с Ро(т). 

В силу выпуклости множества (С) любая точка 2 = Ро(т) + 

+ Ку- Ро(1)) отрезка, соединяющего точки Ро(т) и у, принад- 


лежит множеству С). Вычислим расстояние между любой такой 
точкой 5 и Точкой Хх 


р?(2,2) = (#— Ро(2) - Ци- Ро(2)), = — Ро(+) - Цу- Ро(а1))) = 
=р”(, Ро(т)) — 2 — Ро(т), у— Ро()) + Ёр’ (у, Ро(2)). 
(14.119) 


Так как т и у фиксированы, а $ — любое число из сегмента, 
0 <Е< 1, то в силу неравенства (14.118) можно взять $ удовле- 
творяющим неравенству 


2(+ — Ро(1), и - Ро(+)) 
м. 
р?(у, Ро(=)) 
При таком выборе 


—2= — Ро(т), у — Ро(1)) + Ёр’(у, Ро(т)) < 0, 


и мы получим из (14.119), что р?(2,т) < р"(т, Ро(т)). Послед- 
нее неравенство противоречит тому, что точка Ро(т) является 
проекцией точки х на множество О: у множества С нашлась 
точка 2, удаленная от т меньше, чем Ро(т) от х. Полученное 
противоречие завершает доказательство леммы. 

Лемма 5. Пусть 1(1) дифферениируема и вытикла на 
замкнутом вытуклом множестве О. Если при некотором 
положительном а проекция Ро(то — а : ета4 }(т0)) точки хо — 


— а: отаа }(т0} на множество @ совпадает с точкой хо это- 
го множества, то функция }(х) имеет в точке хо локальный 
минимум. 

Доказательство. Используя лемму 4, запишем 
неравенство (14.117) для точек 5 = 50 — а: ета } (5х0) иу = х0+ 
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+ Ат, где Ах — любой вектор, для которого точка у = 50 + Ах 
принадлежит ©. В результате получим 


(то — а: отаа 1(то) — Ро(то — а : этаа }(т0)), 
то + Ах — Ро(50 - а: етаа 1 (х0))) < 0. 


Учитывая, что Ро(10 — а : 2та4 }(т0)) = то, получим из послед- 
него неравенства, следующее соотношение: 


(отаа 1(50), Ат) > 0. 


Это соотношение, справедливое для любого вектора Ах, для ко- 
торого точка 50 + Ах принадлежит (), в силу леммы 3 устанав- 
ливает, что функция }(5) имеет в точке то локальный минимум. 
Лемма 5 доказана. 

Предположим, что функция }(5) является сильно выпуклой 
на ограниченном замкнутом выпуклом множестве (©). Обозна- 
чим 77% минимальное значение }(5) на множестве ©), а и — число, 
строго большее 7%, так что 

и>т=шщ { (т). 
ЕО 

Фиксируем число и, строго большее и, и обозначим (© под- 

множество тех точек х множества (), для которых 


р < {(1) Зы. (14.120) 


Множество (С) как подмножество ограниченного множества, С) 
само является ограниченным. 


Убедимся в том, что множество © является замкну- 
тым. Пусть {хь! — произвольная сходящаяся последователь- 


ность точек множества (). Требуется доказать, что предел хо О 
этой последовательности также принадлежит множеству (О. Так 


как каждая точка х, принадлежит множеству С), то для кажло- 


го номера А о | | 
и < Т(ть) Зы. (14.121) 


Строго выпуклая функция }(т) во всяком случае непрерывна 
на (), а поэтому из сходимости последовательности {р} к 20 в 
силу определения непрерывности функции вытекает сходимость 
последовательности {}(т+)} к числу 1(50). Так как все элемен- 
ты сходящейся числовой последовалельности { (ть) } удовлетво- 
ряют неравенствам (14.121), то и предел }(%о) этой последова» 


тельности удовлетворяет неравенствам д < }(50) < и (см. гл. 3, 


1) Так как исходное множество () является замкнутым, то предел хто во 
всяком случае принадлежит (). 
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следствие 2 из теоремы 3.13), а это и означает, что точка 50 
принадлежит множеству (. Доказательство замкнутости мно- 
жества () завершено. 


Итак, множество (С) всех точек х из множества (©), для кото- 
рых справедливы неравенства (14.120), является замкнутым и 
ограниченным. 

Докажем теперь следующую лемму. 

Лемма 6. Пусть функция }(х) сильно вытукла на вытук- 
лом замкнутом множестве /, т — любая точка О, а — любое 
положительное число, символ Ах обозначает разность 


Дт = Ро(т — а: этаа }(т)) — 5. (14.122) 


Тогда справедливо неравенство: 
(втаа (2), Аз) < [Аз] (14.123) 


Ёсли же, кроме того, множество С) ограничено и точка х 


принадлежит подмножеству 9) тет точек О, для которых 
справедливы неравенства (14.120) при и > пит (т т), то най- 
хе 


дется строго положительное число 7) такое, что справедливо 
неравенство 


Ах > 7. (14.124) 


Доказательство. Докажем сначала, неравен- 
ство (14.123). Фиксируем произвольную точку х множества О 
и, привлекая лемму 4, запишем неравенство (14.117), взяв в нем 
вместо х точку 1 — а : ота4 {(т), а вместо у точку т. При этом 
получим неравенство 


(%—а-ртаа }(х)— Ро(х—а-отаа }(х)), х—Ро(х—а-етаа }(т)))} < 0, 
которое с учетом обозначения Ат = Ро(т - а: этаа }(т)) —т 
перепишется в виде 

(—а : стаа }(%) - Ат, -Ат) < 0. 


Из последнего неравенства и из свойств скалярного произве- 
дения вытекает, что 


о (ета { (2), Ах) + |Аз |? < 0 


а, это и приводит к неравенству (14.123). 
Остается доказать, что при дополнительном предположении 


о том, что С ограничено и что х принадлежит подмножеству О. 
существует 5/ > 0 такое, что справедливо неравенство (14.124). 
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Рассмотрим неотрицательную функцию точки х вида 
|Аз| = |Ро(1 - а. 2таа 1(5)) -х|. (14.125) 


Убедимся в том, что эта функпия является непрерывной на 
множестве () функцией точки т. 

Локажем сначала, что векторная функция Ро(т) является 
непрерывной функцией точки т. Для этого достаточно доказать 
неравенство 


Ро ( + Аз) — Р(2)| < [Аз (14.126) 


справедливое для любых векторов д и Ат. 
В силу леммы 4 справедливы неравенства 


(т — Ро(т), Ро(г + Аг) - Ро(зт)) 
(х + Аз - Ро(х- Ат), Ро(т) - Ро(т + Ал)) 


<0 
< 0. 


Используя эти неравенства и неравенство Коши-Буняко- 
вского, получим цепочку соотношений 


|Ро(г + Дз) — Рот) = 

= (Ро(2 + Аг) — Ро(т), Ро(г + Аз) — Ро(2)) = 

= (Ро(2 + Аз) — т, Го( + Аз) - Ро(т)) + 

+ (2 - Ро(2), Ро(г + Аг) — Ро(т)) < 
< (Ро(т + Дт) — т, Ро(т-+ Аз) - Ро(1)) = 
= (Ро(т + Ат) -х- Ах, Ро(т-+ Аз) - Ро(т у + 
+ (Аз, Ро(1 + Аз) - Ро(<)) < (Ат, Ро(х + Аз) - Ро(*)) < 
< Аз] - [Ро(т + Аг) — Ро(т)|, 

из которой и вытекает неравенство (14.126). 


Итак, доказано, что Ро(х) является непрерывной векторной 
функцией точки 5. Из сильной выпуклости }(5) на О вытекает, 
что функция а-ета4 }(5) также является непрерывной на, () век- 
торной функцией точки т. Но тогда из теоремы о непрерывно- 
сти сложной функции и непрерывности разности непрерывных 
функций вытекает, что и функция 


Ро(1 - а: этаа }(1)) —х 


является непрерывной на множестве ( векторной функцией 
Точки Ф. 
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Модуль указанной векторной функции, т. е. скалярная функ- 


*. 


ция (14.125), тем более является непрерывной на множестве (), 


а потому и на его подмножестве (). 
Итак, функция (14.125) непрерывна и неотрицательна всюду 


на замкнутом ограниченном множестве (). В таком случае по 
второй теореме Вейерттрасса (см. теорему 14.7) эта функция 


достигает на множестве () своего неотрицательного минималь- 
ного значения 7. Указанное минимальное значение 7 заведомо 
строго положительно, ибо если бы 5 равнялось нулю, то на мно- 


жестве () нашлась бы точка то такая, что Ро(то—а-2таа 1(50)) — 
— 10 = 0, а это означало бы в силу леммы 5, что в этой точке 20 


множества (С) функция } (5) имеет единственный на множестве () 
локальный минимум (в то время как этот минимум по опреде- 


—щЩ, 


лению () лежит вне ()). Итак, у > 0, и неравенство (14.124) 
доказано. 

Лемма 6 полностью доказана. 

Лемма 7. Пусть функция (1) сильно выпукла на выпук- 
лом замкнутом множестве 9, х — любая точка 9, а — любое 
число, удовлетворяющее неравенствам (14.115), Ах — разность 


вида (14.122). Тогда при переходе из точки х в точку х* = 
= Ро(х - а: отаа }(х)} значение функции }1(%) не возрастает, 
причем ') 

(г) — Ка”) > (1- Аа. (14.127) 
Если ке, кроме того, множество (©) ограничено и точка т 


принадлежит подмножеству () тех точек ©), для которых 


справедливо неравенство (14.120) при и > пи (т). то нера- 
хе 


венство (14.127) переходит в неравенство 
1 (1) — 1(1*) > (- - р, (14.128) 


где 7; > 0 — постоянная из леммы 6. 
Доказательство. Достаточно для любой точки х 

множества (С) установить неравенство (14.127), ибо из этого нера- 

венства и из неравенства (14.124) сразу вытекает и неравенство 


(14.128) (для точек 1, принадлежащих (), при условии, что @ 
ограничено). 

Сначала докажем неравенство (14.127) для случая, когда точ- 
ка х является внутренней точкой множества (). Имея 


в виду, что точка 5” = Ро(х — а: отаа }(2)) принадлежит мно- 
1 К 


1) Из (14.115) вытекает, что (- — >) > 0. 
о 
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жеству С, на котором функция {(т) сильно выпукла, выразим 
значение }(х”) по формуле Тейлора, с центром в точке т, взяв 
остаточный член В2(т*) в форме Лагранжа. При этом получим 


(«®) = Р(ж) + (отаа 1(х), Аг) + 5@ 1 (5 + 9х), (14.129) 


где Дх = 4” —-х = Ро(х -а: этаа ](1)) -х,0<0<1. 
_ Используя неравенство (14.123) и правое неравенство 
(14.104), мы получим из формулы Тейлора (14.129) 


—*. — 1 1 
1(2*) — {«) < -Чда + | Да, 


так что для случая внутренней точки х неравенство (14.127) 
доказано. 

Пусть теперь 5 является граничной точкой множе- 
ства С. По определению граничной точки найдется последова- 
тельность {хи внутренних точек множества (©), сходящаяся к х. 

Для каждой точки т, по формуле Тейлора с центром в этой 
точке мы получим 


1(2*) = (ть) + (втаа (аи), =* — ты) + 54? [шо + 0, (5* — 2.) 
(14.130) 
где 0 < 9, < 1. 

Учитывая, что правое неравенство (14.104) справедливо для 
4} в любой точке множества, О и что отаа }(х) является непре- 
рывной векторной функцией точки т на множестве (©, мы полу- 
чим, что в пределе при ® — со из соотношения (14.130) вытека- 
ет справедливость неравенства, (14.127) для граничной точки 1 
множества, С). 

Лемма 7 доказана. 

Перейдем теперь непосредственно к доказательству основной 
теоремы. 

Сначала докажем основную теорему при дополнительном 
предположении о том, что замкнутое выпуклое множество () 
является также ограниченным. 

Возьмем произвольную точку 11 множества () и составим 
итерационную последовательность {5»„! точек, определяемых 
рекуррентным соотношением (14.116), при условии, что число @ 
удовлетворяет неравенствам (14.115). 

Из леммы 7, а точнее из неравенства (14.127), сразу же вы- 
текает, что 


и ль (Ш № 2 
(ак) — Лана) > (1 -^) Дек фак > 0. 
Таким образом, последовательность {}(тк)} является невозра- 
стающей. Так как, кроме того, эта последовательность ограниче- 
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сео 
—4 


на снизу (минимальным значением 77% функции }(5) на множе- 
стве ()), то она является сходящейся (см. теорему 3.15 из гл. 3). 
Обозначим предел последовательности {}1(х„)} через и. Ясно, 
что 4 2 т, где т — минимальное значение }(1) на множестве (). 
Кроме того, поскольку все члены невозрастающей сходяшейся 
последовательности не меньше ее предела (см. замечание 3 к 
теореме 3.15, гл. 3), тт для всех номеров Ё справедливо 
неравенство 


(жк) > и. (14.131) 
Докажем, что для предела и справедливо равенство и = т = 
= шш { (5). 
Фес) 


Предположим, что это равенство несправедливо, т. е. пред- 
положим, что и > т. Тогда, если обозначить через и макси- 


мальное значение }(5) на множестве ©, а @ — подмножество 
тех точек @, для которых справедливы неравенства, (14.120), то 
в силу леммы 7 найдется строго положительная постоянная 5 
такая, что справедливо неравенство (14.128), которое приводит 
к следующему неравенству: 


(ть) — Л(хьа) 2 (= = ") 5? > 0. (14.132) 


справедливому для любого номера К. 
Суммируя неравенства (14.132), записанные для номеров К, 


равных 1,2,3,... ‚(в -—1), мы получим, что для любого номера п 


(1) — (ти) > (п-т) (- — в) 5? 


или, что то же самое, 
71 (ти) < (а) - п- В (- — 2) 57. (14.132') 


Неравенства (14.132'), справедливые для любого номера %, про- 
тиворечат неравенству (14.131), ибо величина, стоящая в правой 
части (14.132’), при достаточно болышом номере п становится 
меньше числа, д. 

Полученное противоречие доказывает ошибочность предпо- 
ложения [1 > т, т. е. доказывает, что и = т. Итак, доказано, 
что последовательность {](5к)} сходится к минимальному зна- 
чению т функции }(1) на множестве (). 

Остается доказать, что сама итерационная последователь- 
ность {хр} сходится к той точке 50, в которой это минимальное 


значение достигается Г). 


1) Нами уже доказано, что минимальное значение функции }(х) на мно- 
жестве С) достигается в единственной точке этого множества. 
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Фиксируем произвольное положительное число Е и обозна- 
чим через С. открытый т-мерный шар радиуса = с центром в 


точке 50. Далее обозначим через (©). ту часть множества, (©), ко- 


торая не содержит точек шара С.. Ясно, что ©. — замкнутое 
ограниченное множество, так что функция 7(%) достигает (в си- 
лу второй теоремы Вейерштрасса) своего минимального на этом 
множестве значения, которое мы обозначим через т... 

Можно утверждать, что т: > т, ибо в противном случае 
нарушалось бы условие существования у функции }(1) на мно- 
жестве () единственной точки локального минимума. 


Далее можно утверждать, что на множестве (©. имеется лишь 
конечное число точек последовательности {ть} (ибо по- 
следовательность { }(ть)}, у которой имеется бесконечное число 
элементов, удовлетворяющих неравенству }(тк) > те > т, не 
может сходиться к числу т). 

Стало быть, мы доказали, что для любого Е > 0 найдется 
номер №, начиная с которого все элементы последовательности 
тк! лежат в шаре С. радиуса = с центром в точке 40. Это и 
означает, что последовательность {ть} сходится к точке 10. 

Тем самым, для случая ограниченного замкнутого выпуклого 
множества (©) основная теорема, доказана. 

Пусть теперь О — неограниченное замкнутое 
выпуклое множество. Снова фиксируем произвольную точку 11 
этого множества и составим итерационную последовательность 
(14.116) при условии, что число а удовлетворяет неравенствам 
(14.115). 

При доказательстве теоремы о сушествовании локального 
минимума у сильно выпуклой функции (см. п. 2) мы установили, 
что точка хо локального минимума сильно выпуклой функции 
71(т) на неограниченном замкнутом выпуклом множестве () ле- 
жит в той части Ов множества ©, которая содержится в шаре 
Св с центром в точке х1, радиус В которого выбран из условия 


т: — | стаа }(т1)| > 0. 


Там же установлено, что подмножество @в множества @ яв- 
ляется ограниченным выпуклым замкнутым множеством и что 
всюду вне Ов значения }(т) превосходят }(1т1). 

Так как в силу леммы 7 (а точнее в силу неравенства (14.127)) 
последовательность {{(ть)} является невозрастающей, а, за, пре- 
делами Ов все значения }(т) превосходят }(т1), то все точки 
итерационной последовательности {ть} лежат в О в, а потому 
для любого номера А 


Ро(ть — а: этаа }(ть)) = Ро» (ть — а: отаа }(ть)). 
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Стало быть, итерационную последовательность (14.116) мож- 
но заменить на, 


тк-1 = Рон(тк — а: втаа }(тк)), 


после чего все дальнейшие рассуждения сведутся к ограни- 
ченному замкнутому выпуклому множеству Ор, т. е. к уже 
рассмотренному выше случаю. 

Основная теорема полностью доказана. 

Замечание 1. Особенно просто выглядит последова- 
тельность (14.116) для случая, когда множество (С) совпадает со 
всем пространством №". В этом случае для любой точки 5 спра- 
ведливо равенство Ро(5) = т, и потому рекуррентная формула 


(14.116) принимает вид 
Фк+1 = к — а. ртаа }(тк). 


Замечание 2. Изложенный нами метод позволяет при выполнении 


|®) |®) |®) 
соответствующих условий искать решение то = (71,12,...,Тт) системы т 
функциональных уравнений: 


[1 (т) — Да (51,12, ... ‚Тт) — 0, 
(т) — 12 (1, т, ... ‚Жт) — 0, 
Тт(х) — т (тт, 02, о. ‚Жт,) — 0. 
Достаточно заметить, что решение указанной системы совпадает с точ- 
кой локального минимума функции 


(=) = (2) + В (т) +... + 1. (2). 


Замечание 3. Изложенная нами теория отыскания локального 
минимума сильно выпуклой (вниз) функции без каких-либо осложнений 
переносится на отыскание локального максимума сильно выпуклой (вверх) 
функции. 


ДОПОЛНЕНИЕ 


О ВЫБОРЕ ОПТИМАЛЬНОГО РАЗБИЕНИЯ СЕГМЕНТА 
ДЛЯ ПРИБЛИЖЕННОГО ВЫЧИСЛЕНИЯ ИНТЕГРАЛА 


В гл. 12 для приближенного вычисления интеграла 


ь 
О Ах (14.133) 


мы разбивали сегмент [а,6] на достаточно большое число п равных ча- 
стичных сегментов и на каждом из этих сегментов заменяли функцию {(х) 
многочленом нулевого, первого или второго порядка. Возникшая при этом 
погрешность никак не учитывала индивидуальных свойств }(т). Поэтому, 
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естественно, встает вопрос о варьировании точек разбиения основного сег- 
мента [а,6 | и выборе для кажлой фиксированной функции {(х) такого оп- 
тимального разбиения основного сегмента на п, вообще говоря, не равных 
друг другу частичных сегментов, которое обеспечивало бы минимальную 
величину погрешности данной приближенной формулы. 

В настоящем дополнении мы остановимся на решении указанного во- 
проса, принадлежашем А.Н. Тихонову и С.С. Гайсаряну '). 

Лля приближенного вычисления интеграла (14.133) разобъем сегмент 
[@, 6] на п частичных сегментов при помощи точек 


а =т0 <11<12<... <, =Ь. 


Длину К-го частичного сегмента [%к-1,5&| (К = 1,2,...,п) обозначим 
символом Рь, так что Йь = тк — Жьф1. 
Представив интеграл (14.133) в виде суммы интегралов 


ь ть 
[ло 4х = У. ] Г(х) ах, (14.134) 
и в=1 


Тк1 
приблизим каждый из интегралов в правой части (14.134) с помошью одной 


из трех приближенных формул (прямоугольников, трапеций или парабол). 
„Тюбую из указанных трех формул можно записать в виде 


РА т—1 
| дог =ь УЛ Каь ыы) + Ви (14.135) 
1 1—0 
где узлы Ё и веса 4, (1 = 0,1,..., т-1) выбираются так, чтобы остаточный 


член А. ..({) имел порядок 1“ при некотором 8 > 17°). 
Вставляя (14.135) в (14.134), мы получим, что 


5, т т—1 
ге ат = У `пь УФ (ть ЛЬ) + В, т(Т), (14.136) 
р 1 $=0 
где 


В. т (ТР) = У Ютьк(У). (14.137) 
&—=1 


Поставим вопрос о выборе такого разбиения {хь} сегмента [а,6], при 
котором квадрат погрешности (14.137) достигал бы минимума при фикси- 
рованном числе точек разбиения п, фиксированной функции { (1) и фикси- 
рованной приближенной формуле (14.135). При такой постановке вопроса 
квалрат погрешности Вт (1) зависит только от выбора промежуточных то- 
чек разбиения, т. е. является функцией (п —1) переменных х1,12,... Хил, 
определенной в тетраэдре а < т! < 12 <... < 1и_: < В. Поскольку указан- 
ный тетраэдр является открытой областью, то минимум функции Вт (Т)в 


1) См. работу А.Н. Тихонова и С.С. Гайсаряна «О выборе оптимальных 
сеток при приближенном вычислении квадратур» (Журнал вычислитель- 
ной математики и математической физики, т. 9, № 5, 1969). 

2) В частности, для формулы трапеций в (14.135) следует положить т = 
2, 8=2, и =0, В =1, 9% =41 = 1/2. 
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этом тетраэдре может, вообще говоря, и не достигатъся (т. е. оптимального 
разбиения сегмента [а,6] может, вообще говоря, и не существовать). 
Можно, однако, доказать, 

р (в) У 
что если производная }®?(х) 
сохраняет, знак на сегменте 
[@,6]) то минимум квадра- 

ра 2 
та погрешности В; т(}) 
достигается на таком раз- 
биении сегмента [а,6], узлы 
%к которого удовлетворяют 
(п — 1) уравнениям 


ЭВ. т (1) 


ое 


Не---- 


| 

| 
=0(&=1,2.... о 
‚в-1 (14.138) 


и дополнительным. услови- Рис. 14.4 
ям то =а ="). 

Остановимся более подробно на случае формулы трапеций. 
В этом случае в формуле (14.136) следует положить $ = 2, т=2, В =0, 
й =1, 9 =94: = 1/2, в результате чего формула (14.136) принимает вид 


ЗУ 


К Ск 


[| подаг = УЧ (аь) + Как + Вы» (р (14.139) 


Уравнения (14.138), в силу (14.139) и (14.134), приводятся для этого 
случая к виду 


Р(жкча) — (хкт) — Я (ть) (те — Ть1) (К — 1, 2, 3 — 1). (14.140) 

Существование решения системы уравнений (14.140) обеспечивается со- 
хранением знака второй производной }"(1) на сегменте [а,6], т. е. сохра- 
нением направления выпуклости кривой у = {(5) приа < х <Ь. Узлы 
{тк} оптимального разбиения сегмента [а,6], определяемого уравнениями 
(14.140), обладают следующим геометрическим свойством: секущая, про- 
веденная через точки графика функичи у = Р1(х) с абсииссамиа Фе и 
Тк_1, параллельна касательной к указанному графику, проведенной через 
его точку с абсциссой ть. 

Это свойство является прямым следствием равенств (14.140) и иллю- 
стрируется на рис. 14.4 (рассуждения те же самые, что ив $ 7 гл. 8). 

Можно доказать, что узлы «приближенного разбиения» {1} (К = 
=0,1,..., п), определяемые рекуррентными равенствами 


^ С = и —1/3 
20 =а, Жьа = 4 + (2%) (Е=0,1,... в- 1, (14.141) 
при А = Б-а)/п удовлетворяют уравнениям (14.140) с ошибкой (или, как 
говорят, с невязкой) порядка Л?. Это означает, что при больших п разбие- 
ние {2%} близко к оптимальному разбиению {»}. Таким образом, при боль- 
птих й вычисление интеграла (14.133) по формуле трапеций с разбиением 


{ть}, узлы которого последовательно определяются рекуррентными соот- 
ношениями (14.141), обеспечивает погрешность, близкую к минимальной. 


1) Доказательство этого утверждения можно найти в работе А.Н. Тихо- 
нова и С.С. Гайсаряна, отмеченной в сноске 1) на с. 566. 


ГЛАВА 15 


ТЕОРИЯ НЕЯВНЫХ ФУНКЦИЙ И ЕЕ 
ПРИЛОЖЕНИЯ 


$1. Понятие неявной функции 


В математике и в ее приложениях приходится сталкиваться 
с такими задачами, когда переменная и, являющаяся по смы- 


слу залачи функцией аргументов т,9,..., задается посредством 
функционального уравнения 
Е(и, т. у,...) = 0. (15.1) 


В этом случае говорят, что и как функция аргументов т,4,... 


задана неявно. Так, например, функция и = —\/1 — 12 — 92, рас- 


сматриваемая в круге 17 + у? < 1, может быть неявно задана 
посредством функционального уравнения 


ЕР(и, ту) = и +17 у -1=0. (15.2) 


Естественно, возникает вопрос, при каких условиях функцио- 
нальное уравнение (15.1) однозначно разрешимо относительно \, 
т. е. однозначно определяет явную функцию и = ф(х,у,...); и 
более тонкий вопрос, при каких условиях эта явная функипия яв- 
ляется непрерывной и дифференцируемой. Эти вопросы не явля- 
ются простыми. Так функциональное уравнение (15.2), вообще 


говоря, определяет в круге 17 + 9” < 1, кроме указанной вы- 


ше явной функции ци = —\/1-— 17 — 97, бесконечно много дру- 
гих функций. Таковыми являются функция и = +\/1 -— 12 — 42, 


а также любая функция м, они +\/1 -— 12 — у? для некото- 
рых точек (т, у) из круга 17 +’ < Ти равная —\/1-— 12 — 12 
для остальных точек этого круга. “Для выяснения вопроса, об 
условиях, обеспечивающих однозначную разрешимость уравне- 
ния (15.2) относительно и, обратимся к геометрической иллю- 
страции. Уравнение (15.2) определяет в пространстве (и, 5. у) 
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сферу 5 радиуса 1 с центром в начале координат (рис. 15.1). 
|9 |9 |9 | 
Возьмем на сфере 5 точку Мо(и, т, у), не лежащую в плоскости 


О 
Оту, т. е. такую, для которой и = 0. Очевидно, часть сферы 5, 
лежащая в достаточно малой окрестности точки Лд, однознач- 
но проецируется на плоскость Оту. Аналитически это означает, 
что если рассматривать функцию 
Е(и, т, у) = и? + 17 У — 1 только в ука 
занной окрестности точки №0, то уравне- 
ние (15.2) однозначно разрептимо относи- 
тельно и и определяет единственную явную 


функцию и = +\/1 — 12 — у? при и > 0и 


и=-—\/1- 22 — у? прии< 0. 

Если же на сфере 5 взять точку 
Му (0, г, у), лежащую в плоскости Оху (рис. 
15.1), то очевидно, что часть сферы 5, ле- Рис. 15.1 
жащая в любой окрестности Му, неоднозначно проецируется на 
плоскость Оту. Аналитически это означает, что если рассматри- 
вать функцию Ё(и, ту) = а” + зу" — 1 в любой окрестности 
точки М1, то уравнение (15.2) не является однозначно разре- 
шимым относительно и. Обратим внимание на то, что частная 


производная 5. = 2и функции Е(и,т,у) = и? + 17 + у — 1 не 


обращается в нуль в точке Мо и обращается в нуль в точке 
Мт. Ниже мы установим, что для однозначной разрешимости 
в окрестности точки №5 общего функционального уравнения 
(15.1) относительно и принципиальную роль играет необраще- 


| | -. . Е 
ние в нуль в точке Мо частной производной —. Попутно мы 


И 
установим условия, при которых явная функ, представля- 
ющая собой единственное решение уравнения (15.1), является 
непрерывной и дифферениируемой. 

В дальнейшем мы будем обозначать пространство переменных 
(и, т,у,...} символом В, а пространство переменных (т,у,...) 
символом А’. Ради сокращения записи и для удобства, геометри- 
ческой иллюстрации будем рассматривать две переменные х, у. 


} 


$2. Теорема о существовании и дифференцируемости 
неявной функции и некоторые ее применения 


1. Теорема о существовании и дифференцируемости 
неявной функции. 
Теорема 15.1. Пусть функция Е(и,т,у) дифферениируема 


о о о 
в некоторой окрестности точки Мо(и, ту) пространства В, 
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ОГ 

причем частная производная эт Непрерывна в точке Мо. Тогда, 
ЧА 

если в точке Мо функция Е обращается в нуль, а частная про- 


7 

изводная эт #6 обращается в нуль, то для любого достаточно 
У? _ 

малого полоэюкительного числа = найдется такая окрестность 
О О 

точки М(х, у) пространства В’, что в пределах этой окрест- 


ности существует единственная функция и = ф(т,у), которая 


О 
удовлетворяет условию |и — и| <Е и является решением урав- 
нения 


Е(и,т,у) =0, (15.3) 


причем эта функция и = (т, у) непрерывна и дифференцируе- 
ма в указанной окрестности точки Му. 

Замечание 1. В условиях теоремы 15.1 можно опустить 
требование непрерывности частной производной 5 в точке Л, 
но тогда придется дополнительно 
потребовать, чтобы эта, производная 
не обращалась в нуль не только в 
самой точке №, но и в некоторой 
окрестности этой точки и сохраняла 
определенный знак в этой окрестно- 
сти. 

Доказательство теоремы 
15.1. 

1. Прежде всего докажем, что для 

достаточно малого &>0 в окрест- 


м 

Г > 

РРР 
| 


О О 
ности точки Мо(х, у) существует 
единственная функция и = 0(т.у), 


удовлетворяющая условию |и —и| < 
< Е и являющаяся решением урав- 
нения (15.3). Чтобы сделать дока- 
зательство более наглядным, будем 
сопровождать его геометрической 
иллюстрацией. Из аналитической 
геометрии известно, что уравнение 
(15.3) определяет в пространстве В 
некоторую поверхность 5 (рис. 15.2), причем, в силу условия 
Е(Мь) = 0, точка Мо лежит на этой поверхности. С геометриче- 
ской точки зрения однозначная разрешимость уравнения (15.3) 
относительно и означает, что часть поверхности 5, лежащая в 
непосредственной близости к точке Му, может быть однозначно 
спроецирована на координатную плоскость Оху. 


Рис. 15.2 


$2 ТЕОРЕМА О СУЩЕСТВОВАНИИ И ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТИ 571 


Ради определенности будем считать, что частная произвол- 


ная -— положительна в точке Мо. Тогда из непрерывности ука- 
И 
занной производной в Ло и из теоремы об устойчивости знака 


непрерывной функции вытекает, что найдется такая окрест- 


„. ОЕ 
ность точки Мо, всюду в пределах которой эт положительна. 
| и 
Эту окрестность мы можем взять в виде шара “) достаточ- 
но малого радиуса с центром в точке №. Фиксируем далее по- 


ложительное число & настолько малым, чтобы кажлая из то- 


чек Му (и —=, т, ‘у И Мл(и Е, т, 11) лежала внутри шара ® (для 
этого достаточно взять Е меныпим радиуса шара ®.) Подчерк- 
нем, что при этом снизу е ограничено лишь нулем, и мы мо- 
жем брать его как угодно малым — это будет использовано 
нами ниже. 


о о 
Рассмотрим функцию Е(и,т,у) одной переменной на, сег- 
|) |) 
менте и —= < и < и-еЕ. С геометрической точки зрения 


это означает, что мы рассматриваем функцию трех переменных 
Е(и,х,у) вдоль отрезка М1 Мо (см. рис. 15.2). Так как произ- 


ОР о о о о 
водная 5 т,у) положительна на сегменте и —= < и < и-+ 
о о 
+ =, то функция Е(и,т,у) возрастает на, этом сегменте. Но то- 
гда, поскольку эта, функция равна нулю в середине указанного 


о, о о 
сегмента, (т. е. при и = 4), то Е(и, ту) имеет отрицательное 
значение на левом конце и положительное значение на правом 
коние указанного сегмента, т. е. 


Е(М!) < 0, Е(М>) > 0. 


Далее рассмотрим функции Е (и —Ету) и Е (и + =,%,у) двух 
переменных # и у, т. е., выражаясь геометрическим языком, рас- 
смотрим функцию Е(и,т,у) на двух плоскостях, параллельных 
координатной плоскости Оту, первая из которых проходит через 
точку М1, а вторая — через точку М2. Поскольку Е(М\) < 0, 
Е() > Чи функция Е(и,х,у) непрерывна всюду в шаре ®, 
то по теореме об устойчивости знака непрерывной функции на 
указанных плоскостях найдутся такие окрестности точек М1 
и А4>, в пределах которых функция Ё сохраняет те же знаки, 
что и в точках Му и Л. Эти окрестности мы можем взять в 
виде открытых квадратов с центрами в точках М1 и №2 ис 
достаточно малой стороной 20 (на рис. 15.2 указанные квадра- 
ты заштрихованы). Тот факт, что функция Ё(и,х, у) сохраняет 
постоянный знак на указанных квадратах, аналитически выра- 
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жается неравенствами 
|9 
Е(и-Е, т, у) < 0, 


о при #-2| < 9 и-и < д. 15.4 
ев >0 | | Уи (15.4) 


Выбор стороны указанных квадратов мы подчиним и еще ол- 
ному условию: возьмем д столь малым, чтобы оба указанных 
квадрата лезкали внутри шара ® (это заведомо можно сделать, 
ибо пентры квадратов М1 и №2 являются внутренними точками 
птара, (2). При таком выборе д любая точка пространства (и, ху), 
координаты которой удовлетворяют неравенствам 


ш—ж| < 5, и-и <, и-и <=, (15.5) 


будет лежать внутри шара ®. С геометрической точки зрения 
неравенства (15.5) определяют открытый прямоугольный па- 
раллелепипел с центром в точке Му и со сторонами, парал- 
лельными осям координат и, д, у и соответственно равными 
2=, 2д и 29. Этот параллелепипед мы будем обозначать симво- 
лом П. Так как параллелепипед П лежит внутри шара ®, то 


1. ОЕ 
всюду в параллелепитеде П') производная — положительна. 


Кроме того, в силу неравенств (15.4), функция Е(и, т, у) отри- 
цательна на нижнем основании и положительна на вертнем 
основании П. 

Докажем теперь, что уравнение (15.3) однозначно разреши- 
мо относительно 1, если функцию РЕ (и, г, у) рассматривать лишь 
для значений и, т, у, лежащих внутри параллелепипеда П. Уяс- 
ним, что требуется доказать. Пусть М'(х, у) — любая точка про- 
странства А’, координаты которой удовлетворяют неравенствам 


Ш < 5 у-и < 5. (15.6) 


Иначе говоря, пусть М'(5, у) — любая точка плоскости Оу, ле- 


о о 
жалщцая внутри квадрата, с центром в точке № (х, у) и со сторона- 
ми, равными 20. Требуется доказать, что для координат т, у точ- 
ки М найдется, и притом единственное, число и из интервала 


и—Е < и < и+Е такое, что Е(и,х, у) = 0. (С геометрической точ- 
ки зрения это означает, что любая прямая, параллельная оси и 
и пересекающая параллелепипед П, пересекает поверхность 5 
внутри параллелепипеда П в одной и только в одной точке.) 
Зафиксировав значения хи у, удовлетворяющие неравен- 
ствам (15.6), рассмотрим функцию Ё (и, 5, у) аргумента, и на, сег- 


1) Включая открытые квадраты, лежаптие в его основаниях. 
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|9 |9 
менте и — Е Зи < и- Е, т. е. рассмотрим функцию Е(и,т,у) на 
отрезке М1 М., где М! и М. — точки пересечения прямой, про- 


ходлящей через точку М'(х, у) и параллельной оси О, с основа- 
ниями параллелепипеда П (см. рис. 15.2). Так как производная 


Е о о 
ети (и, т, у) положительна на сегменте и—& < и < и- Е, то функ- 
ция Ё(и, 1, у) возрастает на этом сегменте (или, что то же самое, 


возрастает на отрезке М1 М5). Но тогда, из условий Е(М! Й < 0, 


Е(М.) > 0 вытекает, что внутри сегмента иИРЕХЗИЗИиНЕ 
найдется одно единственное значение и такое, что Е(и,т,у) =0 
(или, выражаясь геометрически, внутри отрезка М! М5 найдется 
единственная точка М, лежащая на поверхности 5.) 


Пусть теперь функция и = Ф(х,у) символизирует то прави- 
ло, посредством которого каждой точке М'’(т, у) из окрестности 
(15.6) ставится в соответствие единственное число и из интерва- 


О О 
ла и —Е <и < и- Е, для которого ЁР(и,х,у) = 0. Мы доказали, 
что в окрестности (15.6) существует единственная функция и = 


|9 
= ф(т,у), удовлетворяющая условию |и — и| < Е и являющаяся 
рептением уравнения (15.3). 


2. Докажем теперь, что функция и = Ф(х,у) непрерывна в 
любой точке М'(х, у} окрестности (15.6). Так как для любой 
точки М’(х,у) из окрестности (15.6) выполнены те же усло- 


о о 
вия!), что и для точки М.(х, у), то достаточно доказать непре- 


|9 |9 
рывность функции и = ф(5т, у} лишь в точке Мо(х, у). Требуется 
доказать, что для любого достаточно малого положительного = 
существует положительное число д такое, что для любых хи у, 


о _ о — 
удовлетворяющих неравенствам |7 -—х| < 9, у-и| < 09, справел- 


О О О О 
ливо неравенство | — и < &, где и = ф(т, у), и = ф(х, у). Если 
взять в качестве = то число, которое выбрано выше при рассмо- 
трении п. 1, то существование д обеспечивается неравенствами 
(15.5). Остается заметить, что в рассуждениях п. 1 положитель- 
ное число = может быть взято как угодно малым (это отмечалось 
вп. 1). 
Тем самым непрерывность функции и = ф(т,у) установлена. 
Запишем условие непрерывности функции и = ф(т,у) в точке 
о о 
М(т,у) в разностной форме. Обозначая через Ац полное при- 


1) Именно, любой точке М’(х, у) из окрестности (15.6) соответствует точ- 
ка М(и, т, у) пространства В такая, что функция Р(и,т,у) обращается в 
нуль в точке М, лифференцируема в некоторой окрестности точки М и 


имеет в этой окрестности отличную от нуля частную производную —. 


Очи 
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о о 
рашение функции и = ф(х, у) в точке М0 (т, у), соответствующее 
приращшениям аргументов Ах и Ау, мы получим, что Аи > 0 


Ат > 0, 
Ду — 0. 


3. Остается доказать дифферениируемость функции и = 
= ф(х,у) в любой точке М’(х,у) окрестности (15.6). В силу 
замечания, сделанного в п. 2, достаточно доказать дифферен- 


при 


о о 
цируемость функции и = ф(т,у) в самой точке М(т, у). Что- 
бы это сделать, вычислим полное приращение Ац функции и = 

о о 
= Ф(х, у) в точке Мь(х, у), соответствующее приращениям аргу- 


ментов Ат и Ау. Поскольку Е(и, 2, 9) =Ои Е(и-+ Ди, х+Ах, + 
+ Ду) = 0, то полное приращение АЕ функции Е(и, т, у) в точ- 


о о с 
ке 40 (и,5,у), соответствующее приращениям аргументов Ау, 
Ат и Ду, равно нулю. Но в силу условия дифференцируемости 


о о с 
функции Р(и,х,у} в точке № (и, х,у) это полное приращение 
имеет вид 


АЕ = (5+7) Аи+ (5- +а) Аа + (5. +8) Аи, 


дт 
Здесь все частные производные ОЕ. 9 „Е берутся в точ- 
ди’ 0х Оу 
Ах 0. 
ке Мо(и, 1,9): а, Ви —Опри & Ау 0, 
Ди > 0. 


Итак, мы получаем 
= (5- + 7) Ди - (5= + а Ах - (5. + 8} Ду. (15.7) 


Согласно разностной форме условия непрерывности функции 


о о Ат > 0 
и = Ф(т, 9) в точке №М0(5,9) Аи > 0 при ’ Таким об- 
у — 0. 
Ат > 0, 
разом, можно утверждать, что из условия следует, 
Ау 0 


что а, Би 0. 
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ОЕ 
По условию теоремы частная производная — отлична от 


ди 
Ат > 0, 
нуля в точке Мо. Поскольку 5 - 0 при то при 
Ду > 0, 
достаточно малых Ат и Ау выражение г + 7 не обращается 
4 
в нуль. В таком случае формулу (15.7) можно поделить на (5+ 
| 4 
+ у), в результате чего мы получим 
ОЕ 
о + а Эу +6 
ди "1 ди '' 


По теореме о предельном значении частного двух функций мо- 
жем утверждать, что 


ЭР ЭЕ ОЕ 9Е 
— Ш 0 диф би 
ЯН 7 р, ЭР — 52 р, (15.9) 
ди‘! ди ди '' ди 
Ах 0, 
гледик > 0 при 
Ду > 0. 
Сопоставляя формулы (15.8) и (15.9), окончательно получим 
ОЕ 9Е 
Эт д. 
Ди = -9 Дх + -9Р Ду-+нАх + ьДу. — (15.10) 
ди ди 


Формула (15.10) доказывает длифференцируемость функции и = 


= Ф(т,у) в точке М!(х, у). Тем самым теорема 15.1 полностью 
доказана. 

Замечание 2. Приведенное доказательство без вся- 
ких затруднений переносится на случай неявной функции, за- 
висяшей не от двух, а от любого конечного числа аргументов 
11,12,....2т(). Случай двух аргументов 5 и у имеет лишь то 
преимущество, что допускает наглядную геометрическую иллю- 
страцию в пространстве (и, 5,9). 

2. Вычисление частных производных неявно задан- 
ной функции. Остановимся на вычислении частных производ- 
ных функции, неявно заданной посредством уравнения (15.3). 


1) И, в частности, от одного аргумента. 
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Пусть выполнены условия теоремы 15.1. Тогда для полного 
приращения функции и = $ф(х,у} справедливо представление 
(15.10). Это представление и теорема 14.9 позволяют утвер- 
ждать, что частные производные функции и = ф(т,у) опреде- 
ляются формулами 


ОЕ 9 

ди _ _дх ди _ _ ду 

и и =-9и (15.11) 
ди ди 


Аналогичные формулы справедливы и для случая, когда неявно 
заданная функция зависит не от двух, а от любого конечного 


числа, аргументов 51, 52...., тт. В этом случае 
ОЕ 
— = — от (Е =1,2,...,т). 
ди 
Если мы хотим обеспечить существование у неявно заданной 
функции и = Ф(т,у) частных производных второго порядка, 


то, естественно, приходится усилить требования, наложенные 
на функцию Р(и,т,у) в теореме 15.1, а именно: приходится до- 
полнительно требовать, чтобы функция Р(и, 1, у) была два раза 
дифференцируема в рассматриваемой точке. В этих предполо- 
жениях остановимся на вычислении часпииых производных вто- 
рого порядка. 

Введем полезное в дальнейшем понятие полной частной про- 
изводной функции. Предположим, что нам дана дифференциру- 
емая функция трех аргументов Ф(и,х,у}, причем один из этих 
аргументов и сам является дифференцируемой функцией двух 
других аргументов 5 и у Тогда функцию Ф(и,х,у} можно рас- 
сматривать как сложную функцию двух аргументов х, у. Част- 
ные производные этой сложной функции по т и у будем назы- 
вать полными частными, производными функции Ф(и, 5,9) пох 


2$ 2$ 

и у и обозначать символами и По правилу дифферен- 
т 4 

цирования сложной функции мы получим следующие формулы 


Для указанных полных частных производных: 
рф _ 00 ‚06 4 _0Ф0и 0% 
Ру дидт 0’ Пу диду ду 


Переходим к вычислению частных производных второго поряд- 
ка неявно заданной Функции. Ради определенности вычислим 


О? и 
производную 5. Дифференцируя первую из формул (15.11) 
ух | 
по у и принимая во внимание, что каждая из частных произ- 


ОЕ ОЕ :. 
водных Эт И Эи зависит от трех аргументов и, 5, у, первый из 
уй (Г | | | 
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которых сам является функцией х и уч, будем иметь 


0: — — 
Р|-эр ов? [5.. ве [5 
би _ ди _ ди Пу д Пу _ 
дудт Ву ЭЕ\" 

(о) 


_ ОЕ 0°Е ди 9`Е 9ЕР 0`ЕРди 9`Е 
_ ди \дтдиду ‘дтду 90% \ ди? ду ’диду 


ЭЕ 5 
ди 


Вставляя в полученную формулу выражение 


Ои 
ду’ определяемое 


второй из формул (15.11), окончательно будем иметь 


92Р ЭРОЕ Э9?Е (9) РЕБЕ —д?ЕЗЕЗВЕ 


0би _ дтди ду ди одзду \ди] ди? дг ду 'дуди де ди 
дудх ЭЕ\? | 
ди 
(15.12) 
2 
Совершенно аналогично вычисляются частные производные 5 
т 
01 


7 

И 2. Аналогичным методом могут быть вычислены и частные 
у 

производные третьего И последующих порядков р). 

д? и 


Примеры. 1) Вычислить частную производную ре. 
| уох 


функции и = Ф(5,у), заданной посредством уравнения 


т) — () 


а а е`( 


Прежде всего, пользуясь формулами (15.11), вычислим частные 
производные первого порядка 


ди _ ди _ + е` (Руфи) — 
От Оу 1 + е-(Ф+у-и) 
ди 


Далее очевидно, что = 
| дудх 


2) Тот же вопрос для функции, заданной уравнением 


2 2 2 2 
ии фа =0. 


1 | а 
) При условии, что функция Е(и, 5, у) лифференцируема в данной точке 
соответствующее число раз. 


19 В.А. Ильин, Э.Г. Позняк, часть 1 
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Используя формулы (15.11), получим 


ди __х ди _ У 
дх и’ ду и. 
алее, будем иметь 
Далее, буд 
| р ди (- г) ди 
О” От И ду гу 
Оудт ру ру 2 из 


3. Особые точки поверхности и плоской кривой. Рас- 
смотрим некоторую поверхность 5 (плоскую кривую Ё), опре- 
деляемую в заданной декартовой прямоугольной системе коор- 
динат уравнением ЁР(т,у,2) = 0 (Е(т,у) = 0). Относительно 
функции Ё (т, 9,2) (Е(т,у)) предположим, что она имеет непре- 
рывные частные производные первого порядка по всем аргумен- 
там всюду в некоторой окрестности любой точки поверхности 5 
(кривой Г/). Будем называть данную точку поверхности 5 (кри- 
вой Г/) особой, если в этой точке обращаются в нуль все частные 
производные первого порядка функции 


Е(т,у,2) (Е(т,у)). 


В окрестности особой точки нельзя применить к уравнению 
Е(т,у,2) =0 (Е(т, у) = 0) теорему 15.1, т. е. нельзя утверждать, 
что это уравнение разрептимо хотя бы относительно одной из пе- 
ременных 5, 9, 2 (5х, у). Таким образом, участок поверхности 5 
(кривой Г), прилегающий к особой точке, может не допускать 
однозначного проепирования ни на одну из координатных плос- 
костей (ни на одну из осей координат). Структура поверхности 5 
(кривой Г[,) в окрестности особой точки может быть очень слож- 
ной и требует дополнительного исследования. 

Точки поверхности 5 (кривой Г), не являющиеся особыми, 
принято называть обыкновенными. В окрестности обыкновенной 
точки действует теорема 15.1, так что прилегающий к обыкно- 
венной точке участок поверхности 5 (кривой Ё,) допускает одно- 
значное проецирование хотя бы на одну из координатных плос- 
костей (хотя бы на одну из осей координат), что существенно 
облегчает исследование этого участка. 


Примеры. 1. Найти особые точки кругового конуса 1° + 


< < < < < ОР 
+ ° — 2? = 0. Поскольку Р(т. 9,2) = 17 + 97 - 27, то эт = 2.5, 
= 
ОЕ ОЕ .. .. .. 
эт = 21), 5: = —22. Единственной особой точкой является нача: 


ло координат. Хорошо известно, что в окрестности этой точки 
поверхность конуса не может быть однозначно спроецирована 
ни на одну из координатных плоскостей (рис. 15.3). 
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2. Тот же вопрос в отношении плоской кривой 57 — 4/* +13 = 


= 0. Частные производные имеют вид га —= 2% 35° = 5(2-+35), 
ОЕ 

— = —249. Обе частные производные обращаются в нуль в двух 
точках плоскости (0,0) и (—2/3,0). Из этих двух точек толь- 
ко первая принадлежит рассматриваемой кривой, т. е. является 
особой. Построив кривую 17 — у* + 43 = 0 в окрестности точки 
(0,0), мы убедимся в том, что эта, точка является точкой само- 
пересечения графика (рис. 15.4). Ясно, что в окрестности этой 
точки кривую нельзя однозначно спроецировать ни на ось Ох, 
ни на ось Оу. 


Рис. 15.3 Рис. 15.4 


4. Условия, обеспечивающие существование для 
функции у = }(х)обратной функции. Применим теорему 
15.1 для выяснения условий, при выполнении которых функ- 
ция у = }(5) имеет в некоторой окрестности точки хо обрат- 
'ило функцию т = 1" (у), определенную в некоторой окрестно- 
сти точки 0, где уд = {(50). Будем рассматривать у = }(т) 
как функцию, определяемую функциональным уравнением ви- 
да Е(ж,у) = {(1) -у=0. 

Тогда вопрос о существовании обратной функции совпадает с 
вопросом о разрешимости относительно х указанного функцио- 
нального уравнения. Как следствие теоремы 15.1 и замечания 1 
перед доказательством этой теоремы, мы получим следующее 
утверждение: если функция у = }{(х) имеет отличную от, чу 
ля производную в некоторой окрестности точки 1х0, то для 
этой функции в окрестности то существует обратная функ- 


19* 
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ция х = Р`'(у), определенная и дифференцируемая в некоторой 
окрестности точки уд, где уд = 1(т0). Производная указанной 
обратной функции в точке уд в силу второй из формул (15.11) 
равна 


(то). 


$ 3. Неявные функции, определяемые системой 
функциональных уравнений 


1. Теорема о разрешимости системы функциональ- 
ных уравнений. В предыдущем параграфе мы рассматривали 
вопрос о существовании и дифференцируемости неявной функ- 
ции, определяемой посредством одного функционального урав- 
нения. В этом параграфе мы рассмотрим аналогичный вопрос 
для совокупности т (т — любое натуральное число) неяв- 
ных функций, определяемых посредством системы функцио- 
нальных уравнений. 

Итак, предположим, что т функций 


ит — Ф1(71, 22, . .’ ‚Рп), 
и2 = 42 (71, 22, ... ‚2, (15 13) 
т, = Фт(т1, т, ... ‚Тп) 


ищутся как решение системы т функциональных уравнений 


Ел, м2... ить, 1, 12,... 50) = 0, 
Е (ил, м2,... ,Ит, 1, 2,... 0} = 0, (15.14) 
Ет (ил, и2,... ,Ит»ь 1, 22,... 20) = 0. 


Изучим вопрос о разрешимости системы функциональных урав- 
нений (15.14) относительно и1,и2,...,ит. Под термином «ре- 
шение системы (15.14)» мы в дальнейшем будем понимать 
совокупность т функций (15.13) таких, что при подстанов- 
ке этих функций в систему (15.14) все уравнения этой систе- 
мы обрашаются в тождества. Это решение мы будем называть 
непрерывным и дифференцируемым в некоторой области ДО) из- 
менения переменных 11,12,...,%и, если каждая из функций 
(15.13) непрерывна и дифференцируема в области О. Догово- 
римся обозначать символом В пространство (т -+ п) перемен- 


ных 1, 12,... ‚Шт, 21, 12,... Хип, а символом В’ пространство ® 
переменных 21,12,... ‚Ти. 
Рассмотрим т функций Ру, Р2,... ‚ Рт, стоящих в левых ча- 


стях системы (15.14), и составим из частных производных этих 
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функций следующий определитель: 


ОЕ ОЕ! ОЕ 
Ол д дут 
ОР ОЕ> ОЕ> 
А=| бы 0 д (15.15) 
ОР» ОР» ОР» 
Ол ди ‘``’ дит 
Будем называть определитель вида (15.15) определителем 
Якоби!) (или кратко якобианом) функций Е, Е»,... Ею по не- 
ременным и1,12,...,Ит И кратко обозначать символом 


Р(и1, 42,... мт) 


Имеет место следующее замечательное утверждение. 
Теорема 15.2 (обобщение теоремы 15.1). Пусть т 
функций 


Е (и, и2,... ить ть... , п), 
Е (и, и2,... Ить ль... , п), (15.16) 
Ет (и, мо, ... ‚Ит, т, ... ‚ п) 


о 
дифференцируемы в некоторой окрестности точки Мо(и1, 
о о о о 

12... Ит, 1,....Тп) пространства В, причем частииые про- 


изводные этих функций по переменным ит, ис, ..., ит непре- 
рывны в точке Мо. Тогда, если в точке Мо все фунжиии 
РЕ, Е>,..., Ею) 
Р(ил, м2... мт) 
личен от пуля, то для достаточно малых положитель- 
ных чисел 61, Е2,...,Ет найдется такая окрестность точки 


(15.16) обращаются в нуль, а якобиан от- 


о о 
Му(тт,... ти) пространства В’, что в пределах этой окрест- 
ности существуют, единственные т функций (15.13), которые 


о о 
удовлетворяют условиям |1 — | < ет, |2 — 12| < 622, 


о 
...) |Мт — Ит| < т и являются решением системы уравнений 
(15.14), причем это решение непрерывно и дифференцируемо в 
указанной окрестности точки М. 


1) Карл Густав Яков Якоби — немецкий математик (1804-1851). 
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Замечание. При т = 1 теорема 15.2 переходит в 


доказанную выше") теорему 15.1, ибо в этом случае якобиан 
(15.15) обращается в частную производную ОР! /дил. 
Локазательство теоремы 15.2 прове- 
дем методом математической индукции. При т = 1 теорема 
уже доказана. Поэтому достаточно, предположив теорему 15.2 
справедливой для системы т — 1 функциональных уравнений, 
доказать справедливость этой теоремы и для системы т функ- 
циональных уравнений. Поскольку, по предположению, якобиан 


ОЕ 
От 


д_ Р®. В... Е») — 


ВЕ, (15.17) 


РБ, м2, мт) 


Оит 
ОР ОР ОР 
Ол `` дит Оит 


отличен от нуля в точке /Л4, то тотя бы один из миноров 


(тт, — 1)-го порядка?) этого якобиана отличен от нуля в точке 
Мо. Не ограничивая общности, будем считать, что в точке Мо 
отличен от нуля обведенный рамкой минор, стоящий в ле- 
вом верхнем углу. Тогда, в силу предположения индукции, 
первые т — 1 уравнений системы (15.14) разрептимы отно- 
сительно и1,и2,...,Ит_1. Точнее, для достаточно малых по- 
ложительных чисел Е1,52,...,Ет_1 найдется такая окрест- 


! о о о о ! 
ность точки Л (ит, 21, 712,... ,Хь) пространства В” переменных 
(ить т1,22,... ,Жр), что в пределах этой окрестности определены 
т — 1 функций 


+ = Ф1 (ит, 11, 12,... 50), 


(15.18) 
Ит-т = Фт—1(ит, 21, :62,... ‚Ти, 


о 
которые удовлетворяют условиям |и1 — 11| < &1, ..., Ишь - 


о 
—ит_1| < &т_1 И являются при наличии этих условий един- 
ственным непрерывным и дифференцируемым решением систе- 
мы первых 7% — 1 уравнений (15.14). 


Подставим найденные функции (15.18) в левую часть послед- 


') При этом следует учесть замечание 2 к теореме 15.1. 


") Напомним, что минором (т — 1)-го порядка данного определителя т- 
го порядка называется определитель (т — 1)-го порядка, полученный из 
данного определителя т-го порядка вычеркиванием одной строки и одного 
столбца. 
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него из уравнений (15.14). При этом левая часть последнего из 
уравнений (15.14) превращается в функцию, зависящую только 
ОТ Чт, 21... п 


Еж (ил, Ит 1, Ить 1... 5) = Ет ФТ (ит, 21, --- 50)... 
Фи—т(ит, 1, ... Жи), Ить 1... Жи |= (ит, 1, .. п) 
(15.19) 


(эту функцию мы обозначили буквой $). Таким образом, по- 
следнее из уравнений системы (15.14) приводит нас к уравнению 


(ит, 21,... п) = 0. (15.20) 


В силу равенства (15.19) (ит, т1,...,2ти) можно рассматри- 
вать как сложную функцию своих аргументов. Тогда, применяя 
теорему о длифференцируемости сложной функции, мы можем 
утверждать, что функция Ф(ии,т1,...,5и) дифференцируема 
в некоторой окрестности точки № "(ит т ,... тп) простран- 
ства В". Равенство (15.19) и последнее из уравнений (15.14) по- 


о о о 
зволяет утверждать, что Ф(ит, т1,...,2.} = 0. Поэтому, что- 
бы доказать, что к уравнению (15.20) применима теорема 15.1 
и это уравнение разрешимо относительно ии, достаточно уста; 


новить, что частная производная 


непрерывна и отлична от 
Очи 


нуля в точке М0). Чтобы сделать это, вычислим указанную част- 
ную производную. Подставим в первые т—1 уравнений системы 
(15.14) функции (15.18), являющиеся решением этих уравнений, 
и продифференцируем полученные при этом тождества по ит. 
Получим 


ОЕ ОФ! ОР! ОФт—1 ОР! 


ИИ | — 1 

ит Оит т Очт—1 Дит | Оить о, (15.21 } 
ОР 1 ОФ\ ОРт—1 ОФти_1 ОР 1 __ Оф т—1 
о бои + = и (15.2171) 


Далее продифференцируем по ит равенство (15.19). Получим 


ОЕ» 0% + ОЕ» 0. , ды _ 0% 


.. = . 
Оит дит Оит—1 Эдит Оит Оит 


(15.21”) 


Умножим теперь равенства (15.21')-(15.21") на, соответствую- 
шие алгебраические дополнения А1, А2,..., Ат элементов по- 
следнего столбца якобиана (15.17) и после этого сложим эти ра- 
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венства. Получим 


тт—1 
: + дит А ТА би * РА, т 
ЭЕ, ЭЕ, ое») — ЭФ 
т (А [6 9 т А? От т 7 т Ат От, — Ат От | 


Так как сумма произведений элементов данного столбца опре- 
делителя на соответствующие алгебраические дополнения эле- 
ментов этого (другого) столбца равна определителю (нулю), то 
каждая квадратная скобка равна нулю, а круглая скобка равна 
якобиану (15.17). 
Таким образом, мы получим 
ОФ 
А = Атэи— 
Здесь символом А обозначен якобиан (15.17), а Аш — алгебраи- 
ческое дополнение последнего элемента последнего столбца, ко- 
торое совпадает с минором, обведенным рамкой и, по предно- 
ложению, отличным от нуля в точке Му. Поделив равенство 
(15.22) на Аш, окончательно найдем 


9% _ А 
От —_ Ал | 


Формула, (15.23). справелливая в точке М”. локазывает непое- 
) д у д 
в точке Му (ибо А и Ам 
тт, 


состоят из частных производных функций (15.16) по и1, 42,... 
.,Ит, непрерывных в точке М0). 


(15.22) 


(15.23) 


рывность частной производной 


Кроме того, из формулы (15.23) вытекает, что в точке 


Очт 
Му отлична от нуля (ибо якобиан А отличен от нуля в точке 
Мо). Тем самым мы доказали, что к уравнению (15.20) можно 
применить теорему 15.1. 

Согласно этой теореме для достаточно малого положитель- 


‚о о 
ного числа &т найдется такая окрестность точки ЛМ (71,... и) 
пространства А’, что всюду в пределах этой окрестности опре- 
делена функция 


ит = Фт(%1,22,... п), (15.24) 


о 
которая удовлетворяет условию |ит — Ит| < &т и является при 
наличии этого условия единственным непрерывным и диффе- 
ренцируемым решением уравнения (15.20). Имея в виду, что 
функции (15.18) являются решениями первых т — 1 уравне- 
ний (15.14) при любых ит, т1,... Ти из окрестности точки Му, 
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и вставляя найденную функцию (15.24) в (15.18), мы получим 
функции, зависящие только от переменных 11,... ‚и: 


1 = Фу Фит(211,... Хр), 21,--. п = $1 (21,... 2), 


т—1 = Фи 1 Фт(1,... 2), 21,... |= Фт_1 (1... р). 


(Эти функции мы обозначили символами $1,...,Фт_1.} Теоре- 

ма о дифференцируемости сложной функции дает право утвер- 

ждать, что каждая из функций $1,... ‚ фт_1 дифференцируема 
‚О о 

в окрестности точки М (71,... 7). Таким образом, мы окон- 

чательно доказали, что т функций 


и = $Ф1 (11, ‚Тп), 
и? = $ф2(11, ‚ Ти), (15.25) 
т = Фт (тт, ... ‚Ръ) 


|®) 
овлетворяют в окрестности точки М/ условиям Мн - | < 
д 0 1 1 


[© 
< Е, ..., Им — Ит| < Ет и представляют собой при наличии 
этих условий единственное непрерывное и длифференцируемое в 


некоторой окрестности точки М! (а, ... иж) решение системы 
(15.14). | | 

Остается доказать, что функции (15.25) представляют собой 
единственное решение системы (15.14), удовлетворяющее усло- 
виям |1 — и <Е|, ..., ит — ит < =т (при достаточно малых 
положительных Е1,..., т). | | 

Предположим, что, кроме функций (15.25), существуют 
еше т функций 


(15.25/) 


Чт — Фт (тт, 72, ... ‚Тп), 
также являющихся решением системы (15.14) и удовлетворяю- 
^ о и о 
ших условиям |1 — 11| <Е1, ..., [Пт — Чт| < т. _ 
Тогда, в силу предположения индукции, первые (т—1) функ- 


ций (15.25) представляют собой при заданном ит = @т един- 
ственное и дифференцируемое решение системы первых (т — 1) 
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уравнений (15.14). Но при заданном и» единственное решение 


системы первых (т — 1) уравнений (15.14) дается равенствами 
(15.18). Таким образом, справедливы соотношения 


1 — Ф(йт, Ф.... ‚Хп), 
(15.18') 
Ит—1 — Фи—1(йт, 1, ... ‚2п), 
в которых Ф1,...,Фи_1 — те же функции, что и (15.18). 


В таком случае последнее уравнение (15.14) и соотношения 
(15.19) позволяют нам утверждать, что й является единствен- 
ным решением уравнения (15.20), т. е. @т = ит. 

При наличии равенства йт = ит из соотношений (15.18') и 
(15.18) сразу же вытекает, что 1 = 1, ..., т = Ит1. 

Теорема 15.2 полностью доказана. 


2. Вычисление частных производных функций, неявно опреде- 
ляемых посредством системы функциональных уравнений. В этом 
пункте мы предположим, что выполнены условия теоремы 15.2, и займемся 
вычислением частных производных функций (15.25). Подставим функции 
(15.25) в систему уравнений (15.14), решением которой эти функции явля- 


ются, и продифференцируем получившиеся тождества по 21 (Ё = 1,2,...,п). 
Получим 
ОЕ Ои1 ОЕ: Оли ОЕ 
Ач... + + =0, 
Ош От Оит От От 
еее нь, (15.26) 
т = {| 
Оил Ох Оит Ол От 
Равенства (15.26) представляют собой линейную систему уравнений от- 
Оил От, - 
носительно т неизвестных =—,..., 5“. Определитель этой системы яко- 
21 21 


биан (15.17) отличен от нуля в окрестности точки Мо. Стало быть, система 
(15.26) имеет единственное решение, определяемое формулами Крамера: 


РЕ, Е›,..., Е) 


дик _ Ри, иьтьЖЬ Мы. т 
0х РР, Р»,...,Ет) 
Ри, и2,... ит) 


Выражения для частных производных второго и последующих порядков ") 
можно получить посредством дифференцирования этих формул. 


') Существование этих частных производных обеспечивается дополни- 
тельными ограничениями на функции (15.16). 
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3. Взаимно однозначное отображение двух множеств т- 
мерного пространства. Рассмотрим в некоторой окрестности точки 


Мо(#1, ... бт) т функций 
1 = Ф1(хт,... ‚Жт), 
и2 = ф2(71,... ‚т (15 27) 
Ит = Фт(1,... ,Жю,). 


Рассматриваемые т функций осуществляют отображение указанной 
окрестности точки Мо на некоторое множество {№} т-мерного простран- 
ства переменных 11, и2,..., ит. Это отображение называется взаимно 0д- 
нозначным, если каждой точке из указанной окрестности точки Мо соответ- 
ствует только одна точка множества {№}, так что при этом каждая точка 
множества {№} соответствует только одной точке указанной окрестности 
точки Ло. 

Из теоремы 15.2 непосредственно вытекает следующее утверждение. 

Если функции (15.27) дифферениируемы в окрестности точки Мо, 
причем все частные производные первого порядка непрерывны в самой точ- 


О(фт,...,Фт) 
О(т1,...,7т) 
иии (15.27) осуществляют взаимно однозначное отображение некото- 


ке Мо, а якобцан отличен от нуля в этой точке, то функ- 


о о 
рой окрестности точки Мо(хт,...,Хт) на некоторую окрестность точки 


№(%и1,... ит), 2де и = ф1(%1,... бт) (&=1,2,...,т). 

В самом деле, соотношения (15.27) можно рассматривать как систему 
функциональных уравнений относительно 11,12,...,Хт, для которой вы- 
полнены условия теоремы 15.2. Но тогда эта система всюду в некоторой 


|®) |®) 
окрестности точки №(и1,..., Ию) имеет единственное решение: 


Жт — а (1, ... ‚ Ить 


Фт = фт (Ил, ... ,Ит). 


Очевидно, что функции (15.27'’) осуществляют обратное отображение. 

Заметим, что в условиях сформулированного утверждения как функ- 
ции (15.27), осуществляющие прямое отображение, так и функции (15.27'), 
осуществляющие обратное отображение, являются непрерывными. Взаимно 
однозначное отображение, обладающее таким свойством, называется гомео- 
морфным. 


$ 4. Зависимость функций 


1. Понятие зависимости функций. Достаточное усло- 
вие независимости. Пусть т функций от одних и тех же п 
переменных 


и = $1(71,12,... 7), 
42 = Фо (1, 22, ... ‚Тв, (15 28) 
Ит — Фт (71, 22, "’” ‚т 
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определены и дифференцируемы в некоторой открытой п- 
мерной области Пр. 

Будем говорить, что одна из этих функций, например ик, 
зависит в области О) от остальных функций, если сразу для 
всет точек (%1,12,...,Жь) области О 


ир = Ф( и, ... ЧЕ МЕ, т), (15.29) 


где Ф — некоторая функция, определенная и дифференцируе- 
мая в соответствующей области изменения своит аргумен- 
тов. Функции 11, 12,...,ит будем называть зависимыми в 
области 0), если одна из этих функций (все равно какая) за- 
висит в области 0) от остальных. 

Если же не существует лифференцируемой функции Ф такой, 
что сразу для всех точек области 0) справедливо тождество вида 
(15.29), то мы будем называть функции 1, м2,... ит независи- 
мыми в области О. 

Примеры. 1. Легко убедиться в том, что три функции 
четырех переменных 


2 Ч 2 
и = 21 + 25 +1314, 


и2 = 21 + 12 + 43+ 14, 


13 = 27152 + 2т1тз + 25154 + 2тотз + 2тоха + 2тзт4 


зависимы в любой области 2) четырехмерного пространства, ибо 
для всех точек (51,22,23,24) этой области 
и = №5 — 93. 

2. Покажем теперь, что две функции двух переменных и1 = 
= т-+уи и>2 = т—у независимы в любой области 1) плоскости ту, 
содержащей начало координат. Яс- 
но, что функция и1 сохраняет по- 
стоянное значение нуль на прямой 
х + у = 0, проходящей через нача- 
ло координат (рис. 15.5). Но на этой 
прямой функция > имеет перемен- 
ное значение и2 = 2х. Поэтому на 
том участке этой прямой, который 
лежит внутри /), и2 заведомо не за- 
висит от 1. Совершенно аналогич- 
но доказывается, что на лежашем 
внутри области 1) участке прямой 
Рис. 15.5 ху = 0 ч> = 0, щ = 25 и, стало 

быть, и1 не зависит от и. 


ЗУ 


1) В частности, в качестве области О можно взять некоторую окрестность 
фиксированной точки №40 п-мерного пространства. 
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Замечание. В курсе линейной алгебры вводится понятие линейной 
зависимости функций: т функций 11, 12,..., ит называются линейно за- 
висимыми в области О, если для всех точек области 2) одна из этих функций 
выражается в виде линейной функции от остальных. Ясно, что линейная 
зависимость функций является частным случаем зависимости этих функ- 
ций, ибо, если функции 11, 12,...,Ит линейно зависимы в области О, то 
они зависимы в этой области, но существуют функции, зависимые в обла- 
сти О, но не являющиеся в О линейно зависимыми (например, функции, 
выписанные в примере 1). 


Теорема 15.3 (достаточное условие независимости 
функиии). Пусть т функций от п 2 т переменных 


и — Ф1(21.... ‚т бт ЕЛЬ +. ‚Хр, 


т, = Фт(7т1, бт ОтЕТь ‚Рп) 


‚© 
определены ‘и дифференцируемы в окрестности точки Мо (тт... 
о о 


О 
‚Хть ть... п). Тогда если якобиан из этих функций по 
каким-либо т переменным отличен от нуля в точке Му, то 
эти функции независимы в некоторой окрестности точки Мо. 
Доказательство. Не ограничивая общности, будем 
считать, что в точке № отличен от нуля якобиан 


Ри, из, ит) (15.30) 


Р(т1,25,... бт). 


Докажем теорему от противного. Предположим, что функции 
1, 12,... ‚ Ит зависимы в некоторой окрестности точки Мб, т. е. 
одна из этих функций, например ик, для всех точек этой окрест- 
ности выражается в виде 


ик = Ф(1,... Ил, МЕ. т), 


гле Ф — некоторая лифференцируемая функция. Пользуясь пра- 
вилом дифференцирования сложной функции, вычислим произ- 


водную функции их по любой из переменных 21 ([ = 1,2,... , т). 
Будем иметь 
Ош, _ ОФ да 0Ф ди 
д ды ди ^` ы дит д ы 
ОФ Ока ОФ Ош 1 | | 
... =1,2,...,7т). (15.31 
+ ип да +... + и Е ( ‚2,...,т). (15.31) 
Из формулы (15.31), если их взять для каждого значения [ = 
= 1,2,...,т в точке Мо, следует, что К-я строка якобиана 
(15.30) представляет собой линейную комбинацию остальных 
ОФ 


строк с коэффициентами, соответственно равными о 
91 962 
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ОФ ОФ ОФ 
Оие—1 Окт о О’ит 
равен нулю в точке 40, что противоречит условию теоремы. 

Пример. Уже рассмотренные выше две функции и1 = 
= + уи и>2 = т —у независимы в окрестности любой точки 
Би, и) |1 1 

Б(т, у) 1-1 

2. Функциональные матрицы и их приложения. Снова 
рассмотрим т функций от п переменных (15.28): 


., ‚ Но в этом случае якобиан (15.30) 


М (х, у), ибо якобиан —= —2 = 0 всюду. 


и — ФТ (тт, 22... . ‚Жь), 
(15.28) 


Ит — Фт(21, 22, ... ‚ Сп). 


На этот раз предположим, что функции (15.28) определе- 
ны и дифференцируемые в некоторой окрестности точки 


Мо(тл, ... тр), причем все частные производные первого поряд- 
ка этих функций непрерывны в самой точке Мб. 

Составим из частных производных функций (15.28) следую- 
щую функциональную матрицу: 


др. От Оф 
От1 Ото 77 От» 
да 022 ``’ да |, (15.32) 
фт  Офт ОФт 
От1 Ото 7 От» 


содержашую т, строк и п столбцов. 
Имеет место следующее утверждение. 
Теорема 15.4. Пусть у функциональной матрицы (15.32): 


1) некоторый минор т-го порядка") отличен от нуля в точке 
М (21, 12....,7), 2) все миноры (т + 1)-го порядка равны ну- 
лю в некоторой окрестности точки Мо”). Тогда т функций, 
представленных в указанном миторе т-го порядка, независимы 
в окрестности точки Мо, каждая из остальных функций за- 
висит в этой окрестностии от указанных т функций. 
Локазательство. Не ограничивая общности, бу- 
дем считать, что в точке № отличен от нуля минор, стоящий 


') Напомним, что минором г-го порядка данной матрицы называется 
определитель, составленный из элементов, стоящих на пересечении каких- 
либо т столбцов и г строк матрицы. 


2) В случае, если г = шщ(т, п), требование 2) следует опустить. 
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в левом верхнем углу матрицы (15.32), т. е. отличен от нуля 
определитель 


0. да 
Ох 77 От, 
уе. (15.33) 
д др 
Ох 177 От, 
Тогда независимость в окрестности точки Мо функций 
и, и2,... И. сразу вытекает из теоремы 15.3. Остается дока- 
зать, что любая из ункция и-1,...,Ит о) зависит в окрест- 
ности Ло от 11,12,..., и. Докажем, например, что ит зави- 
ст в окрестности почки Мо от 1, 42,..., и. Сосредоточим 
свое внимание на первых г функциях (15. 28). Если обозначить 
через и, и’ числа вида и = 1(51,42,... тп), ., и = 
ф»(11, 22, ... тп), то всюду в некоторой окрестности точки 
‚ О о о О 
№ (и1,... и», 71,...,2) (п-+т)-мерного пространства, первые т 


функций (15. 28) представляют собой единственное и дифферен- 
пируемое решение следующей системы уравнений ?): 


Е, м, 1... 2) = 41(51,... 2.) - 1 = 0, 
(15.34) 


Е (и, ом, 1,... ,Жь) = Ф,(21,... 2} — М = 0. 


С другой стороны, поскольку якобиан 


О(НМ,..., Е.) 
О(т1,... т,’ 


совпадающий с минором (15.33), отличен от нуля в точке №, 
то систему (15.34) можно в окрестности этой точки однозначно 
разреииить относительно т1,...,2+.. Иными словами, всюду в 
достаточно малой окрестности точки № система (15.34) имеет 
единственное и дифференцируемое решение 


1 — (ит, у Ми, Фе. ‚Тп), 
(15.35) 
Фе = (и, ... М, ель... бо). 
1) Конечно, при этом предполагается, что т > г. 
2) В самом деле, в указанном точке № все функции Ё!,... Е, обрашают- 
О(ЁЕ,..., В 
ся в нуль, а якобиан В, , Е.) = (—1)” = 0, так что выполнены условия 
Ри, ...,\) 


теоремы 15.2. 
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Подчеркнем, что равенства (15.35) и первые г равенств (15.28) 
полностью эквивалентны в окрестности точки №. В частно- 
сти, если подставить тт, 12,..., т», определяемые уравнения- 
ми (15.35), в первые т равенств (15.28), то указанные равенства 
обратятся в тождества относительно ть+1, ... Жи, М, .:) М. 
Дифференцируя эти тождества по переменной 21 (= -+1.... 

.,п) и замечая, что 1, ..., \» не зависят от ут, ..., Хр, 
будем иметь 


От Оу др Оу» у Об — 15.361 
ду: д: ТТ д От Эа =0, (15.36) 


Ор... Ре бе 0 (15.367) 
От: д: ``” дх, д От: | | 
Заметим, что равенства, (15.361)-(15.36”) справедливы для 
всех значений переменных 211,... ‚Ту, Фучт,... ‚Фи Из некоторой 
окрестности точки №0. 
Для того чтобы убедиться в том, что функция „+1 зависит 
в некоторой окрестности точки Мо от 1,... ‚ И», подставим зна- 
чения 21,...,х,, определяемые уравнениями (15.35), в (7+ 1)-е 
равенство (15.28). При этом 1 превращается в функцию ар- 
гументов 1,... М, Фу, ... Фи, Ибо ира = Фр (1,... ,Ь, 
Ф-Т... бп) — Фит (ит, ео Му, р-не об + (ит, ... 
> Ме, буть... ‚ Сп), Ре. . ‚п. — Ф( и, ео Му) Фу ++. ‚Тп) 
(эту функцию мы обозначили буквой Ф). Остается доказать, 
что для всех значений переменных 21,... т», Фь-л,... Фи, ле- 
жалцих в достаточно малой окрестности точки М, функция Ф 
не зависит от Фут, ... Хи. Для этого достаточно доказать, что 
для всех т1,...,ти из достаточно малой окрестности точки М0 
справедливы равенства, 


0$ | | 
Продифференцируем функцию Ф по переменной х1 (| = т-+1.,... 
.,п) как сложную функцию. При этом получим 
фут От Оф Оф" , Оф _ 0Ф | Р-1 
От: 0х1 т.т дт, 0х д да’ (15.36 } 
Рассмотрим теперь следующий минор (г + 1)-го порядка матри- 
цы (15.32): 


Отт 77 Ох. Ох 
А=| др, Оф» Оф, |: (15.38) 
д ^^ дт 0 
Оф Оф: Оф 


Отт 7 Ох, Ох 
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По условию теоремы этот минор равен нулю всюду в окрестно- 
сти точки Мо. Умножим равенства (15.361 )-(15.367*') на, соот- 
ветствующие алгебраические дополнения ДАу,... ‚ А», Ат эле- 
ментов последнего столбца минора (15.38) и после этого сложим 
все эти равенства. В силу теоремы о том, что сумма произведе- 
ний элементов данного столбца на, соответствующие алгебраиче- 


ские дополнения элементов этого (другого) столбца равна опре- 
делителю (нулю), получим ") 
ОФ 
А — — УТ. (15.39) 
От 


В равенстве (15.39) символ А обозначает минор (15.38), равный 
нулю всюду в окрестности точки Л, а алгебраическое допол- 
нение А,.1 совпадает с минором (15.33), отличным от нуля в 
точке /4, а стало быть, и в некоторой окрестности этой точ- 


ки). Из равенства (15.39) заключаем, что всюду в некоторой 
окрестности точки Мо справедливы равенства (15.37). Теорема 
доказана. 

Пример. Вернемся к исследованию зависимости функций 


2 .2 2 12 
т = 242+ 23-414, 
и? = тр 12 + т3 + 74, 
из = 25152 + 2т1хз + 25154 + 2тотз + холл + 2тзла. 


Функциональная матрица (15.32) имеет вид 


271 212 2713 214 


ый 


1 1 1 1 
2(%2 +1314) 2(-+13+14) 2-42 +14) 20-12 +13) 


Легко убедиться в том, что все определители 3-го порядка то- 
ждественно равны нулю, причем в любой точке пространства, 
(21,22, 13,24), у которой не все четыре координаты 51,152, 23, 24 
совпадают, хотя бы один из определителей второго порядка 


251 2.52 271 2723 271 224 
1 1 1 1 1 1 


отличен от нуля. Стало быть, в окрестности любой указанной 
ТОЧКИ 141 И и2 независимы, а из зависит от 1 и и. 


1) При этом мы повторяем рассуждения, подробно описанные на с. 584. 


2) Поскольку все частные производные, входящие в минор (15.33), непре- 
рывны в точке №0, то и сам минор (15.33) непрерывен в точке №. Но тогда 
по теореме об устойчивости знака непрерывной функции этот минор отли- 
чен от нуля не только в самой точке Мо, но и в некоторой ее окрестности. 
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$ 5. Условный экстремум 


1. Понятие условного экстремума. В $ бгл. 14 мы зани- 
мались отысканием локальных экстремумов функции, аргумен- 
ты которой не связаны никакими дополнительными условиями. 
Вместе с тем в математике и вее приложениях часто встречается 
задача об отыскании экстремумов функиии, аргументуя кото- 
рой удовлетворяют дополнительным, условиям связи. Экстре- 
мумы такого рода мы будем называть условными, чтобы отли- 
чить их от (безусловных) экстремумов, изученных в $ б гл. 14. 

Приведем пример задачи об отыскании условного экстрему- 
ма. Пусть требуется найти экстремум функции и = 17 + у* при 
условии, что аргументы этой функции удовлетворяют условию 
связи т + у -— 1 = 0. Таким образом, экстремумы функции и = 
= 17 + у? ищутся не на всей плоскости ту, а милць на прямой 
х-у- 1 = 0. Для решения поставленной задачи подставим в 
уравнение функции и = 17 + 4” значение у, определяемое из 
условия связи х + у — 1 = 0. Таким путем мы сведем постав- 
ленную задачу к задаче об отыскании безусловного экстремума 
функции и = 25° — 2% +1. 

Последний экстремум находится без труда: поскольку и = 
= 4(% — 1/2), и) = 4, то функция и = 242 — 2х +1 имеет 
минимум и = 1/2 при д = 1/2. Таким образом, функция и = 
= д? у? с условием связи т-+у—1 = 0 имеет условный минимум 
и = 1/2 в точке (1/2, 1/2). Отметим, что безусловный минимум 
функции и = 17 + у? достигается в точке (0,0) и равен и = 0. 
Впрочем, даже из наглядных соображений (рис. 15.6) очевидно, 
что минимум функции и = 17 + у? (графиком которой служит 
параболоид врашения) на всей плоскости ху не совпадает с ее 
минимумом на прямой х + у-—1=0. 

Переходим к общей постановке задачи об отыскании условно- 
го экстремума. Пусть требуется найти экстремум функции т-+ п 


переменных 
и = 1 (71... Жи, 1... Ут) (15.40) 


при наличии т условий СВЯЗИ 


Е (тт, а . Фи, УТ, а Ут) т 0, 
Е (т1,... . Фи, ЧТ. -.- Ут) = 0, (15 41) 
Ет(51, го) УТ... Ут) = 0. 

Прежде всего уточним само понятие условного экстремума 


+ 


функции (15.40) при наличии связей (15.41). Будем говорить, 
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что функция (15.40) при наличии связей (15.41) имеет, услов- 


о о о о 
ный максимум (минимум) в точке Мь(тт1,... Ти... ,Ут)ь 
координаты которой удовлетворяют условиям связи (15.41), 
если найдется такая окрестность точки Мо, в пределах ко- 
торой значение функции (15.40) в точке Му является наиболь- 
им, (наименьиим) среди ее значений во всех точках, коорди- 
натия которых удовлетворяют, условиям, связи (15.41). 

Для нахождения условного экстре- 
мума функции (15.40) при наличии 
связей (15.41) предположим, что функ- 
ции, стоящие в левых частях равенств 
(15.41), дифференцируемы в некото- 
рой окрестности рассматриваемой точ- 
ки /Л4о, причем в самой точке Мо част- 


ные производные указанных функций 


по у1,... ‚Ут непрерывны, а якобиан 
О(Еь,... Ею) (15 42) 
Б(у1,..- т) 
отличен от нуля. 
В таком случае в силу теоремы Рис. 156 
15.2 для достаточно малых положи- 
тельных чисел 51,52,...,Ет найдется такая окрестность точки 


о о 
Му(тт,... ть} пространства переменных (271,...,5%.), что всю- 
ду в пределах этой окрестности определены т функций 


У — Фт (тт, ... ‚То, 


Ут = Фт (тт, ... ‚То. 


о о 
удовлетворяющих условиям |1 —И1|< 1, ..., Ут-Ум| З6т и 
являющихся при наличии этих условий единственным и диффе- 
ренцируемым решением системы уравнений (15.41). Подставляя 


найденные функции (15.43) в (15.40), мы сведем вопрос о суще- 


и / 


ствовании условного экстремума в точке Мь у функции (15.40) 


при наличии связей (15.41) к вопросу о сушествовании безуслов- 
ного экстремума в точке М) у сложной функции аргументов 
1... . „№ 


и = }[51,... Ти, ФЕ, ... , 20), Фт(... 2) = 
— (1... 1»). (15.44) 
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Вопрос о существовании безусловного экстремума функции 


(15.44) может быть решен методами, указанными в $ 6 гл. 14 1). 
Изложенная нами общая схема сведения условного экстремума к 
безусловному была реализована, в рассмотренном выше частном 
примере. Ностараемся теперь, не прибегая к решению систе- 
мы (15.41), установить по крайней мере необходимые условия 
существования условного экстремума в точке Ло. Итак, пусть 
функция (15.40) лифференцируема в точке Мо и имеет в этой 
точке условный экстремум при наличии связей (15.41) или (что 
то же самое) функция (15.44) имеет в точке Мо безусловный 
экстремум. Согласно установленному в $ 6 гл. 14 необходимым 
условием безусловного экстремума функции и = Ф(т1,... 5) в 
точке № является равенство нулю в этой точке дифференциала 
этой функции 


ОФ ОФ 
фи = — ам +... + — ать = 0, (15.45) 
Отт Отв 
тождественное относительно 471,... ‚ть. В силу инвариантно- 


сти формы первого дифференциала и равенства, (15.44) форму- 
лу (15.45) можно переписать в виде 


_ в 21 1 р _ | 
фи = 9. ат Чт, О. Чу... ри Аут = 0. (15.46) 


(В этой формуле все частные производные берутся в точке Мо.) 
Подчеркнем, однако, что в равенстве (15.46) 4ут,... ‚Аут пред- 
ставляют собой дифференциалы функций (15.43), так что равен- 
ство (15.46) не является тождеством относительно 4у1,... ‚ 4ут- 
Предположим, что в уравнения связи (15.41) мы подставили 
функции (15. 43), являющиеся решением системы (15.41). При 
этом уравнения (15. 41) обратятся в тождества, и мы получим, 
дифференцируя эти тождества, 


ОЕ 
дж 


9 
т Э=. 


ОЕ 


+. р 


кии ут, = 0, 
И 


(15.47) 


У ИЯ Ет Ет де, 
ОЕ, 1+. о т ет ви... Но т =0. 


Так как якобиан (15.42), по предположению, отличен от нуля 
в точке Ло, то из линейной системы (15.47) Фут,... ‚Аут могут 
быть выражены как линейные функции 411,... ‚ ати. Если най- 
ти эти выражения и подставить их в (15.46), то, собирая в по- 


1) При этом, конечно, придется подчинить функцию (15.40) некоторым 
условиям. 
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лученном равенстве члены, содержащие 4т1,... ‚ ати, мы будем 
иметь 


А ах +...-+ Ав ати = 0, (15.48) 


гле через 41....,А„ обозначены некоторые рациональные 
функции частных производных {.,Ё1,...,Ёт в точке Ло. Так 
как в равенстве (15.48) фигурируют лишь дифференциалы неза- 
висимых переменных, то из этого равенства заключаем, что 
А: =0...., А, = 0. Присоединяя к указанным равенствам т 
условий связи (15.41), мы получим необходимые условия суще- 
ствования условного экстремума функции (15.40) при наличии 
связей (15.41) в виде 


А =0...., Аа =0, М =0...., Е, =0. (15.49) 


Равенства (15.49) представляют собой систему т - п уравне- 
ний для определения т + п координат точки возможного экстре- 
мума. 

2. Метод неопределенных множителей Лагранжа. 
При изложенном выше методе отыскания точек возможного 
условного экстремума мы нарушили симметрию в отношении 
переменных 21,... ‚2, 1,...,Ут. Часть из этих переменных 
т1,....Фи мы рассматривали как независимые, остальные — 
как функции этих переменных. В ряде случаев это приводит 
к усложнению выкладок. Лагранжем предложен метод, сим- 
метризирующий роль переменных. Изложению этого метода и 
посвящен настоящий пункт. Умножим равенства (15.47) соот- 


ветственно на произвольные (и пока еще неопределенные) по- 
стоянные множители А1,..., Ат. Полученные после умножения 
равенства сложим почленно с равенством (15.46). В результате 


получим следующее равенство: 


ЭФ ЭФ ЭФ 9Ф — 
где символом №(21,... Жи, У1,... Ут) обозначена следующая 
функция 

У=Е+л А +... + АжЕм. (15.51) 


Эту функцию мы в дальнейшем будем называть функцией 
Лагранжа. Считая, что для функций (15.41) выполнены усло- 
вия, сформулированные в предыдущем пункте, и что функция 
(15.40) лифференцируема, выберем множители А1,...,А» так, 


чтобы выполнялись равенства 


ОФ ОФ 
—=0..... — = 0. 15.52 
О ) ’ ут 0 (15.52) 
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Это заведомо можно сделать, ибо равенства (15.52) приводят к 
линейной системе 


О} ОЕ ОЕ 
А — +... Аж—“ =0 
Бу - бя - — т бл ) 
0} ‘де _ 
Оут ы А ду Ут, т. т Ат и" = ть, —_ О, 


определитель которой (якобиан (15.42)} отличен от нуля. В силу 
равенств (15.52) равенство (15.50) принимает вид 


ОФ 
— ам +...+ — ажь = 0. (15.53) 
От1 Эти 
Поскольку при сделанных выше предположениях переменные 
т1,....Ж» являются независимыми, то из равенства (15.53) за- 
ключаем, что 
2% _ | 9% 
От 77? дтн 
Присоединяя к уравнениям (15.52) и (15.54) условия связи 
(15.41), мы получим систему п + 2т уравнений 


= 0. (15.54) 


ОФ 
=0.. 3 д-=0. 


в =0..... Е. =О 


ОФ 


0$ 0$ 
— () г” 
Оу 


д — о д.20 


(15.55) 


для определения 1 + т координат точек возможного условного 
экстремума и т множителей А1,..., Ат. Практически при ре- 
ализации этого метода поступают следующим образом. Соста- 
вляют функцию Лагранжа (15.51) и для этой функции находят 
точки возможного безусловного экстремума. Для исключения 
множителей А1,... ‚ Аж привлекают условия связи (15.41). Такой 
путь отыскания точек возможного условного экстремума явля- 
ется законным, ибо он приводит нас как раз к системе п + 2т 
уравнений (15.55). Пример применения метода множителей Ла- 
гранжа будет рассмотрен в п. 4. 

3. Достаточные условия. В этом пункте мы рассмотрим 
один из путей дополнительного исследования точек возможного 
условного экстремума. Предположим, что в точке Му выполне- 
ны необходимые условия экстремума (15.55). Кроме того, допол- 
нительно потребуем двукратной дифференцируемости функций 
(15.40) и (15.41) в окрестности точки №0 и непрерывности всех 
частных производных 2-го порядка в самой точке Мод. Из кон- 
струкции функции Лагранжа (15.51) очевидно, что при наличии 
связей (15.41) экстремумы функции (15.40) и функции Лагран- 
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жа совпадают 1). Но тогда из результатов $8 6 гл. 14 вытекает, 
что для получения достаточного условия экстремума в точке Мо 
у функции (15.40) при наличии связей (15.41) следует присо- 
единлить к условиям (15.55) требование знакоопределенности 
в этой точке @Ф. При этом в соответствии с результатами 8 6 
гл. 14 мы можем констатировать наличие в точке Му минимума, 
если при наличии связей (15.41) 4?Ф|мо > 0, и максимума, если 
@Ф|м, < 0. Сделаем еще несколько замечаний практическо- 
го характера. Прежде всего отметим, что второй дифференциал 
4 Ф моно в данной точке Му возможного экстремума вы- 
числять так, как если бы все переменные т1,... Ти, УТ, -..: Ут 
были независимыми. В самом деле, в общем случае второй диф- 


ференциал 4?Ф функции Ф не обладает свойством инвариант- 


ности формы и должен был бы с учетом зависимости у1,... ‚Ут 
от 51,... и определяться равенством 
2 д д \? 
Ч = | ат1— +...+ Ча, — +4 -+. .. + А\ут— | %+ 
Отт — д ут 
` ЭФ 2 ОФ 22 
+ — аи +... -+ а 
О 1 Эут Ут 


так что 42$ определяться той же формулой 


2 (1 д \? 
ФУ = (Чи +.. + 4 +4» +..-+42тро-) ф, 


(15.56) 


что и в случае, когда все переменные $11,... ‚Фи, У1.... ‚ии неза- 
висимы. Далее, заметим, что поскольку нам требуется уста: 
новить знакоопределенность 4$ лишь при наличии связей 
(15.41), то при проведении вычислений следует в формулу 
(15.56) для 4Ф подставить вместо а\,... ‚Аут их значения, 
определяемые из системы (15.47). После этого следует изучить 
вопрос о знакоопределенности 42$ в данной точке Му. Теперь 
мы можем перейти к рассмотрению примера. 


`) Это вытекает из того, что при наличии связей (15.41) разность {(М)— 
— (Ло) совпадает с разностью (М) — $ (М0). 
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4. Пример. Предположим, что нам требуется найти макси- 
мальное и минимальное значения величины определителя 


1 У ... #1 
д=|“? "|. (15.57) 


причем известна сумма квадратов элементов каждой строки это- 


го определителя. Задача сводится к отысканию экстремальных 


значений функции 7” переменных (15.57) при наличии следую- 


щих й условий связи '): 
„.2 2 2 _ 
и... + =, 


ра = (15.58) 


+... 22 =, 
шения поставленной задачи рассмотрим и решим более про- 
стую задачу. Фиксируем у определителя (15.57) в экстремаль- 
ной точке элементы всет строк, за исключением одной К-й 
строки. В таком случае определитель (15.57) можно рассматри- 
вать как функцию 7 переменных тк, Ук,... .2к. Явное выраже- 


ние этой функции можно получить, разложив определитель по 
элементам А-й строки: 


Д = Хи У +... + 2. (15.59) 


Здесь через Хх, Ух.... ‚ дк обозначены алгебраические дополне- 
ния соответствующих элементов ть, Ур,...,2к. Так как элемен- 
ты всех строк определителя, кроме К-й, фиксированы в экстре- 
мальной точке, то Хх, Ух, ..., Ик можно рассматривать как 
постоянные числа. Поставим задачу об отыскании экстремумов 


функиии (15.59) при наличии одного условия связи?) 


где №1, р2....,Ри — заданные положительные числа?). Для ре- 


Е... +4 = В. (15.60) 


1) Вопрос о существовании экстремальных значений не вызывает сомне- 
ний, ибо функция (15.57) является непрерывной функцией своих п” пере- 
менных на замкнутом множестве (15.58). 

2") Мы опускаем тривиальный случай, когда хотя бы одно из чисел 
1, 12,... ,Вв равно нулю. В этом случае определитель (15.57) тождествен- 
но равен нулю. 


3) В качестве этого условия мы берем К-е из условий (15.58). 
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Для решения этой задачи составим функцию Лагранжа 


Х = ть... ль + А+... -йь), (15.61) 


и для этой функции решим вопрос о безусловном экстремуме. 
Из условий 


р 
9% Ху 2Ат, = 0, 
Оть 
ОФ 
9% ЗУ +2, =0 
р 
0% +2. = 0 
Оль 
находим координаты ТОЧКИ ВОЗМОЖНОГО экстремума 
ом Щи __^ 
Фьк = 2х Ук = 2х’ (9. АЕ — 5х (15.62) 


Постоянный множитель А легко исключить из условия связи 
(15.60). Из этого условия находим два значения: 


ХЕ-УР + 
АР, 


... + 2 ХНУ... 
Ат = >00, А = мм хД. 
АР 
При этом мы снова опускаем тривиальный случай, когда все 
р у р учаи, д 
Ху, Ук,...,Ик равны нулю, ибо в этом случае определитель 
(15.59) тождественно равен нулю.) 


Таким образом, мы получаем две точки возможного экстре- 


Хь У» Ик Хь У, Ик 
М (- и -5°) Е.М (- ИИ ). 
А, М 2.9.9), 


Докажем, что в точке М1 реализуется условный минимум, а в 
точке 1/45 — условный максимум. Для этого вычислим второй 
дифференциал 4*Ф функции Лагранжа (15.61). Легко видеть, 
что 


@Ф = 2 (аж)? + (аук)? +... + (аж)? 


Из последней формулы вытекает, что 42$ представляет собой 
положительно определенную квадратичную форму при А = 
= А; > 0 (т.е. в точке М.) и отрицательно определенную — 
при Л = Л2 < 0 (т.е. в точке М2). Итак, функция (15.59) при 


наличии связи (15.60) имеет условный минимум в точке М1 и 


условный максимум в точке №2. Не вычисляя наибольшего и 
наименьшего значений функции (15.59) при наличии условия 


(15.60), заметим, что в той точке, в которой достигаются эти 
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значения, справедливы равенства (15.62), а стало быть, спра- 
ведливы равенства, 


ке =... = 2 15.63 
ху =- =. (15.63) 
Возвратимся теперь к вычислению экстремальных значений 
определителя (15.57) при наличии п связей (15.58). Сохраняя 
смысл принятых выше обозначений Ху, Ук,... ‚ ь, согласно из- 
вестному свойству определителя для любого &, отличного от К, 


можем записать 
Хи. тео @#. (15.64) 
Из равенств (15.63) и (15.64) находим, что 
ть В ик +... Нррь = 0 (приз = ^). (15.65) 


Равенства (15.58) и (15.65) и правило перемножения определите- 
лей позволяют заключить, что при умножении определителя А 
самого на себя получается определитель, все элементы которо- 
го равны нулю, за исключением элементов главной диагонали, 


которые равны соответственно й1,й2,... Ри. Таким образом, 
Д.А=А” = 1... Ви. 


Стало быть, максимальное и минимальное значения величины 
определителя (15.57) при наличии условий (15.58) соответствен- 


но равны +\/йЙ1й2... ри —\УЙ112...Ра. Тем самым мы получа- 


А < УВ! 12... 1, 


ем, что 


ИЛИ 


А < \/(97+...+ 22) (22 +...+25)...(22+...+22). (15.66) 


Последнее неравенство, справедливое для произвольного опре- 
делителя (15.57), называется неравенством Адамара '). 


Замечание. При п = 3 неравенство Адамара (15.66) до- 
пускает простую геометрическую интерпретацию. В этом случае 
|Д| представляет собой объем параллелепипеда, построенного на 
отрезках ОА1, ОД и ОА, соединяющих начало координат О с 
точками А1(51, 91,21), А2(12,у2,22), Аз(тз, уз, 23). Неравенство 
(15.66) утверждает, что из всех параллелепипедов, имеющих ре- 


бра данной длины, наибольший объем имеет прямоугольный па- 
раллелепипед. 


1) Жак Адамар — французский математик (1865-1963). 
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ДОПОЛНЕНИЕ 
ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ 


В ряде вопросов анализа и других разделов математики встречается 
задача, о замене переменных. Эта задача заключается в следующем. Пред- 
положим, что нам задано некоторое выражение 


| 0х 02 Е А 
Е (15555.55...) (15.67) 


содержащее независимые переменные т, у, функцию д = 2(5, у) и ее част- 
ные производные. Вместо независимых переменных 5 и у и функции д = 
= 2(т, у) вводятся новые независимые переменные и их и новая функция 
и) = (и, 0), причем заданы соотношения, посредством которых и, и ии 
выражаются через т, у из: 


и — ф(х, У, 2), 
и=у(т, у, 2), (15.68) 
ш = х(т, у, 2). 


Требуется преобразовать выражение (15.67) к новым переменным и, в и. 
При этом мы будем предполагать, что функции (15.68) достаточное число 
раз дифференцируемы и что систему (15.68) можно разрешить относитель- 
но д, уих, а первые два уравнения (15.68) — относительно х и у. 
Очевидно, для решения поставленной задачи достаточно выразить част- 
02 02 Ош Ош 


ные производные —, —,... через и, ®, №, —, —.,... 
дх’ ду’ ``’ 7’ ди’ д’ 


Укажем, как это 


можно сделать. 
Имея в виду, что 2 = #(т, у), аш = и (и, 0), запишем первые дифферен- 
циалы функций (15.68). Получим 


Оф Оф Оф Оф Оф Оф / 02 92 
ди = — а —-й — а = ——а — ой — 
"^ дл "т ду УТ д; Ох "т бу У (5% "бу у). 
(15.69) 
О Ор О Од Оу) Оу (д 02 
фо = — —# — 42 = — а —Я Я — 4 
”^ д "бу УТ д: От "т ду Ут 2 (5. "т бу у). 
(15.70) 


до = Саи + Са = ОХ ат + Хау 9 (224+ Саи). (15.71) 
и Г т. 9 # \дх 9) 


Подставляя в (15.71) аи и 4%, определяемые формулами (15.69) и (15.70), и 
приравнивая коэффициенты при ах и ау, получим систему двух уравнений 


Эшргдр 02021 дшгбф 04021 0х 0х0: 
ди [52 + 95 5=| * 9 [22 + 9:51 = 5: + 9: 55 
би [0 092] би ды 04.0:] _ дх 9х 9 


ди Еду 201’ ды [ду 2диу1 ду д:0дх’ 
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из которой легко выразить с: и 5: 
ди др , дшдф ОХ ди др | ди 0ф _ ОХ 
0% _ дидх’ додх да 9: _ диду 4%0у ду 
От ди дф ‚ дшдф 9х’ ду ди дф | 9и д _ 9х 
ди 92 0% 02 02 ди 92 ди д2 02 


Если выражение (15.67) зависит также и от частных производных второго 
порядка, то для определения этих производных через частные производные 
и по ци % следует записать первые дифференциалы от уже вычисленных 
производных первого порядка. 

Замечание 1. Аналогично производится замена и в случае, 
когда старые переменные связаны с новыми не соотношениями (15.68), а 


неявными соотнотениями вила 1) 


Фу (що, шт, у, 2) =0 
$ (рии, 2) = 0, (15.72) 
) =0 


Фз(що, шт, у, = 
Замечание 2. Мы ограничились случаем двух независимых 
переменных лишь для сокращения записи. Указанный прием применим для 
случая любого числа независимых переменных (и, в частности, для случая 
одной независимой переменной). 
Пример. Пусть 5 есть функция переменных х и у. Преобразовать 


выражение 7 ) 


02 02 
Е=Аз= = 5 
Ох ду 
к полярным координатам и и о: 
х = ис0$%, у= ито. (15.73) 


Отметим, что в данном примере производится лишь замена независи- 
мых переменных. Функция 2 остается при этом неизменной. Из (15.73) вы- 
текает, что 


4х = созо 4и — изто, ау = зтоам + исозо ау, 


поэтому из соотношений 


42 = — 4 — аи = — а -^ 
де РТ би > би ИТ д 
имеем 
7: (соз о 4и — изт о и) + Вы и ац + исозо аи) = ее фи + 5, о. 


1) Допускающими, конечно, разрешимость как относительно и, о и и, так 
и относительно т, уи 5. 

?) Указанное выражение называется оператором Лапласа. Оно играет 
важную роль в матемашке и ее приложениях. Пьер Симон Лаплас — фран- 
пузский астроном, математик и физик (1749—1827). 
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Приравнивая коэффициенты при и и 4%, найдем 


92 новь - 92 ть = = 02 
дх ду ди’ 
_ 92 азть + 92 совы = 02 
От. ду. — де. 
Отсюда 
9 с050 02 — 1 ть 02 
дх _ ди ц до’ 15.14) 
О ЕШЬ +1 с0800% о 
ду _ ди де. 
Найдем теперь —. Так как — = —©*^, то из первой формулы (15.74) 
От? 9х2 дх у | 
находим 
92 [в 9: 
›._ 98) 2): 2) 
2 = 0/7 — созь От ^ — “шо 0 / — 
0%? От Оч |7) [90 
= 08% =— [со5 „0 _1 и 552] _1 и ®— сов 02 _1 зто | 
Ои Ои ци Оо |7) Оо Ои ци [61 


После вычислений получим 


9; о д; 2. 972 1 92 
— — 9102056 т. ее 5 эт” 1) 


От? О? И? Оидо 0%? 


-|- 


._2 & . # 
+ — чм — Ш © С08 9 —. 
7 ди и до 


Аналогично, из второй формулы (15.74) находим 


„._ 9) 2%). ‚.^9. 


Оу? Оу ТТ ди {7 0% 


2. 
- — чп 9 с0$0 = — 
2 7 Оидо 12 Эт 7 7 


._2 
—= чп”о 
— — 9190030 —. 

42 до 


Таким образом, в полярных координатах и и о оператор Лапласа Ал = 
02 02 

= + 
05° 0%? 


имеет следующий вид: 


92; 10: 1 д; 


И 
Очи? иди 2? 0%? 


> 
Аз = 


ГЛАВА 16 


НЕКОТОРЫЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 


$ 1. Огибающая и дискриминантная кривая 
однопараметрического семейства плоских кривых 


1. Предварительные замечания. Мы будем задавать 
плоские кривые либо при помощи параметрических уравнений 


д — ф(а), Уу— (а), (16.1) 


где а — некоторый параметр, либо при помоши уравнений вида 
Е(т, у) = 0. (16.2) 


В дальнейшем нам понадобятся понятия обыкновенной и особой 
точек кривой. 

Пусть кривая Г, определяется параметрическими уравнени- 
ями (16.1), причем функции х = ф(а) иу = У(а) имеют при 
с = аб непрерывные производные. Точку №М0(50, у0) кривой Г, 
координаты 40 и 0 которой соответственно равны (00) и ф(00), 
назовем обыкновенной, если 


(00) -- 3"? (оо) 5 0. (16.3) 


Если же при а = ад выполняется соотношение 


р” (ао) + 4" (00) = 0, (16.4) 


то точку 0 мы назовем особой точкой кривой 4. 

Пусть кривая Г определяется уравнением (16.2), причем 
функция Р(т,у) дифференцируема в некоторой окрестности 
точки №М0(50, у0} этой кривой и имеет в указанной точке непре- 
рывные частные производные по 2 и у. Точку Мо(1х0, у0) назовем 
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обыкновенной точкой кривой Г[,, если в этой точке выполняется 
соотношение ') 


12 12 Е 
ВУ - Е, 7 0. (16.5) 
Если же в точке № выполняется соотношение 
#2 12 
Е, +, = 0, (16.6) 


то эту точку мы назовем особой точкой кривой Г. Убедимся, что 
если точка Мо кривой [Г является обыкновенной, то в неко- 
торой окрестности этой точки кривая Ё[ представляет собой 
либо график некоторой дифференцируемой функции у = Ё(т), 
либо график некоторой дифференцируемой функции т = Е(у). 
В самом деле, пусть кривая Г, определяется параметрическими 
уравнениями (16.1) и, кроме того, выполнено условие (16.3). Из 
непрерывности производных ф'’(а) и 4' (а) при а = ад и из усло- 
вия (16.3) вытекает, что в некоторой окрестности д хотя бы од- 
на из этих производных, например ф’' (а), не равна, нулю.. Тогда 
функция х = Ф(а) является дифференцируемой строго моно- 
тонной функцией в отмеченной окрестности. При этих условиях 
существует дифференцируемая монотонная обратная функция 
© = ф '(5). Подставляя эту функцию в выражение у = ф(а), 
мы убедимся, что кривая [Г в некоторой окрестности точки М0 
представляет собой график дифференцируемой функции у = 
= (т) = 41 (1)|. Справедливость сформулированного утвер- 
ждения для случая, когда кривая задается при помощи уравне- 
ния (16.2), вытекает из того, что в окрестности обыкновенной 
точки действует теорема 15.1 о неявных функциях, и поэтому 
прилегающий к обыкновенной точке участок кривой предста: 
вляет собой график дифференцируемой функции у = { (т) или 
функции % = (у). 


Замечание 1. В геометрии точку № кривой Г называют обык- 
новенной, если в некоторой окрестности этой точки кривая Г, представляет 
собой график некоторой лифференцируемой функции, и особой, если в лю- 
бой окрестности этой точки кривая Г, не может быть представлена в виде 
графика лифференцируемой функции. Мы видели, что точка кривой Г, яв- 
ляющаяся обыкновенной согласно нашему определению, будет также обык- 
новенной с геометрической точки зрения. Можно привести примеры, когда 
точка кривой, являющаяся особой по нашему определению, будет обыкно- 
венной с геометрической точки зрения. Таким образом, наше определение 
обыкновенной точки является более узким, чем геометрическое, но более 
удобным для приложений. 


Введем теперь понятие касания кривых [1 и Р2 в их общей 
точке №0. Будем говорить, что кривые [1 и [2 касаются в их 


1) Понятия обыкновенной и особой точек для кривой (16.2) уже были 
введены вп. 3$ 2 гл. 15. 
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общей точке Л, если обе кривые имеют в точке 4 касательные 
и эти касательные совпадают. 

В дальнейшем нам понадобится условие касания двух кривых 
77] И [. 

Пусть кривая Г1 определяется уравнением (16.1), а кривая 
[2 — уравнением (16.2) и Мо(10, уо} — общая точка этих кривых 
(при этом координаты 10 и уд отвечают значению @ = од пара- 
метра @). Будем считать, что точка М является обыкновенной 
точкой кривых [1 и [2 и эти кривые касаются в точке Мо. То- 
гда эти кривые представляют собой в окрестности Л4о графики 
дифференцируемых функций. Ради определенности будем счи- 
тать, что Ё1 и Г являются графиками функций у = }1(т) и 
у = ]2(1). Так как по условию кривые Ё1 и Г2 касаются в точ- 
ке /М(1т0, 0), то угловые коэффициенты касательных в № к 
графикам функций }1(т) и }2(т) равны, т. е. 


Я (то) = 1240). (16.7) 


Используя формулы дифференцирования функций, заданных 
параметрически (см. $ 11 гл. 5), иформулы дифференцирования 
неявных функций (см. п. 28 2 гл. 15), получим 


Л (во) = 6), пло) = 0 (16) 


Формулы (16.8) позволяют придать равенству (16.7) следующий 
вид: 


4 (0) _ _ Е, (Мо) 
рю) —  Е(МО (16-5) 
ИЛИ 
Е! (Моуф (©) — Е, (Мо) (00) = 0. (16.10) 


Последнее соотношение мы будем в дальнейшем называть усло- 
вием касания в точке Му кривых [1 и 12, заданных соответ- 
ственно уравнениями (16.1) и (16.2). Опуская аргументы функ- 


7 


. , 4х , ау 
ЦИИ И ИСПОЛЬЗУЯ обозначения р —= Ча И р — Ча мы запищем 
© © 


условие касания в следующей форме: 


/ ах / Чу __ 
Е, + Е,-, = 0. (16.11) 

Замечание 2. Если в общей точке № кривых [41 и Ро, 
заданных соответственно уравнениями (16.1) и (16.2), выполне- 
но условие касания (16.10) (или, что то же самое, (16.11)) и если 
при этом точка, А4фо является обыкновенной точкой кривых [1 
и [,2, то кривые Г и [2 касаются в точке №0. В самом деле, 
из соотношений (16.3), (16.5) и из условия (16.10) вытекает либо 
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‚_! , 
условие (16.9), либо условие $ (40) — АМ) т. е. равенство уг- 
| (ао) Е, (Мо) 

ловых коэффициентов касательных в общей точке № кривых 
[1 и Г2. Это и означает, что кривые Ё1 и [2 касаются в №. 
Заметим, что условие касания выполняется также и в случае, 
когда точка №0 является особой точкой по крайней мере одной 
из кривых [1 и [. 

Итак, условие касания (16.10) выполняется как в случае, ко- 
гла кривые Г1 и [2 касаются в точке Мо, так и в случае, ко- 
гла №6 является особой точкой по крайней мере одной из этих 
кривых. 

2. Однопараметрические семейства плоских кривых. 
Характеристические точки кривых семейства. В различ- 
ных геометрических и физических задачах часто встречаются 
семейства плоских кривых. В геометрической оптике рассматри- 
ваются отраженные и преломленные пучки (семейства) лучей, в 
механике — семейства возможных траекторий материальной ча- 
стицы в данном поле сил, в геометрии — семейства касательных 
к кривым линиям. Один из возможных способов задания такого 
рода, семейства линий заключается в следующем. Рассматрива- 
ется функция Р(х, у, &) трех переменных х, у, а и для каждого 


значения параметра @ из данного множества {а} ') определяет- 
ся кривая семейства при помощи уравнения 


Е(х, у, а) = 0. (16.12) 


Мы будем говорить, что соотношение (16.12) определяет о0д- 
нопараметрическое семейство плоских кривых. Параметр а бу- 
дем называть параметром семейства. 

Рассмотрим примеры 
однопараметрических се- у 
мейств плоских кривых. 

1°. Уравнение у-— (5 — 

— а)? = 0 определяет се- 
мейство парабол, получа- 


емых сдвигом по оси От 
параболы у—л? = 0 (рис. (М (У 
16.1). о > 


О (с, 0) ин 


2°. Уравнение (у — 
— а)? — (1-а)? = 0 опре- 
деляет семейство полу- 
кубических парабол, полученных параллельным сдвигом вдоль 
биссектрисы первого координатного угла полукубической пара- 
болы у? = 22° (рис. 16.2). 


Рис. 16.1 


') Обычно множество {а} представляет собой некоторый интервал. 
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Пусть функция Р(х,у,а) является дифференцируемой 
функцией в области ее задания. В этом случае можно ввести 
понятие характеристической 

У точки кривой семейства, 
определяемого соотношением 
(16.12). Точка М(х,у) называ- 
ется характеристической точ- 
кой кривой семейства, (16.12), 
отвечающей данному значению 
< параметра семейства, если 
координаты т и у этой точки 
удовлетворяют системе уравне- 


> НИЙ 
х=а,, у=а, ЕК(т,у, а) =0 
| ‚ 9, ) я (16.13) 
Е. (ху, “) =0 
х=+а, =: О, Рассмотрим геометричес- 


кую интерпретацию характе- 
ристической точки кривой се- 
мейства, (16.12). Для простоты 
ограничимся случаем, когда, любые две кривые семейства пере- 


секаются '). Пусть Ба и Года — две кривые семейства (16.12), 

отвечающие значениям параметра а и а - Да (рис. 16.3). Ко- 

ординаты точки Л их пересечения удовлетворяют следующей 
системе уравнений: 


Рис. 16.2 


М 
7 Е(т,у, а) =0, Е(т,ууа+ Аа) =0 
или равносильной системе 
Е(т, у, а) = 0, 
Е(т, у, а + Да) > Е(х, у, а) — () 
Да | 
Го Соло 
Если Да -» 0, то точка №, распо- 
ложенная на кривой Р(т,у, а) = 0, 
Рис. 16.3 стремится, вообще говоря, к некото- 
рой точке М на этой кривой. Так как 
Е(х, у, а + Аа) — Е(х,у,а , 
Ба а + Аа) - (у а) — Е. (х, у, @), то координаты точ- 


Да-—0 Да 
ки М удовлетворяют уравнениям (16.13), и поэтому точка М 
является характеристической точкой кривой семейства. Итак, 
характеристическая точка данной кривой — это та точка, кото- 


1 .. 

) Существуют такие семейства кривых, любые две кривые которых не 

пересекаются. Примером такого семейства может служить семейство пара- 
бол, определяемых уравнением у — (2 — а)? = 0. 
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рая служит пределом при Аа -» 0 точек пересечения данной 
кривой Ёо и близкой к ней кривой Года. 

3. Огибающая и дискриминантная кривая однопара- 
метрического семейства плоских кривых. Пусть однопара- 
метрическое семейство плоских кривых определяется соотноше- 
нием (16.12). При этом мы будем считать, что функция Е (х, у, @*) 
является дифференцируемой в области ее задания. Введем по- 
нятие огибающей семейства, кривых (16.12). 

Огибающей однопараметрического семейства кривых (16.12) 
называется кривая О, которая 1) в каждой своей точке ка- 
сается только одной кривой семейства (16.12), 2) в разных 
точках касается различных кривых указанного семейства. На- 
глядные геометрические соображения наводят на мысль о том, 
что огибаюшая касается кривых семейства в характеристиче- 
ских точках этих кривых и поэтому при определенных условиях 


может рассматриваться как О 
геометрическое место харак- 

теристических точек кривых М Р 
семейства. В самом деле, 

пусть М — точка касания М 


огибающей О и кривой [о 
семейства, отвечающей зна- 

чению @ параметра семей- Та 
ства, (рис. 16.4), Р — точка 
касания огибающей 0) и кри- 

вой Года Семейства, отве- 
чалютцей значению а&-+ Аа па- 
раметра, и Л’ — точка пересечения кривых Во и Ро+тла. Нагляд- 
но ясно, что при Аа -} 0 точки Р и М стремятся к точке М, т. е. 
огибающая О) касается кривой Ё[. именно в характеристической 
точке М этой кривой. 

Будем называть дискриминантной кривой семейства кривых 
(16.12) геометрическое место характеристических точек кривых 
этого семейства. Выясним, при каких условиях дискриминант- 
ная кривая является огибающей. Предварительно докажем сле- 
дующую лемму. 

Лемма. Пусть Мо(т0, 45} — характеристическая точка се- 
мейства Е(т,у,а) = 0, отвечающая значению од параметра 
семейства. Пусть, далее, функции Е(х, у, а) и Е’ (т, у, а) дид- 
ференцируемы в некоторой окрестности точки (5х0, 40, 90} и 
частные производные этих функций по т и у непрерывны в са- 
мой точке (10, 40, 0). Тогда, если в точке (то, у0, во) якобиан 
(Е.Р) 

Р(т, у) 
тодящая через Мо, в некоторой окрестности этой точки мо- 
жет, бъйть задана параметрическими уравнениями, х = ф(а) и 


Гочло, 


Рис. 16.4 


отличен от нулл, то дискриминантная кривая, про- 


201* 


ны += 
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= (а), где ф(а) и ф(а) — дифференцируемые в некоторой 
окрестности оо функиии. 

Доказательство. Так как точка М (50, у0) яв- 
ляется характеристической точкой кривой семейства, отвеча- 
ющей значению 00 параметра семейства, то Ё(т0, у0, 0} = 0 
и РЁ’ (10,0, 00) = 0, и поэтому, в силу условий леммы, систе- 
ма уравнений (16. 13), определяющая характеристические точ- 
ки кривых семейства, удовлетворяет всем требованиям теоре- 
мы 15.2 о разрешимости системы уравнений относительно 1 иу. 
Следовательно, в некоторой окрестности точки ад определены 


две функции 
я — ф(а,), У — (а), (16.14) 


являющиеся единственным, непрерывным и дифференцируе- 
мым решением системы (16. 13). Кривая, определяемая парамет- 
рическими уравнениями (16.14), состоит из характеристических 
точек и является поэтому дискриминантной кривой семейства, 
проходящей через точку №0. Отметим, что в силу единственно- 
сти решения системы (16. 13), различные точки дискриминант- 
ной кривой, которая определяется параметрическими уравнени- 
ями (16.14), являются характеристическими точками различных 
кривых семейства (16.12). Укажем теперь дополнительные усло- 
вия, при выполнении которых дискриминантная кривая, про- 
ходящая через точку №0, в некоторой окрестности этой точки 
представляет собой огибающиую. 

Теорема 16.1. Пусть кроме условий, сформулированных 
в лемме, выполняются следующие условия: 1) в некоторой 


окрестности точки (то, Уо, во) производные Ру, В, Ед, Е и 


Е" непрерывны; 2) в точке (то, у0, 40) выполняются соотно- 
шения В’ + В” 20, Ру, 7 0. Тогда дискриминантная кривая, 


проходящая через тарактеристическую точку Моь(то, 0), явля- 
ется в некоторой окрестности этой точки огибающей рассма- 
триваемого семейства кривых. 

Локазательство. Мы уже убедились, что некото- 
рый участок дискриминантной кривой, проходящей через точку 
Мо, при сформулированных условиях может быть задан пара- 
метрическими уравнениями (16. 14), которые представляют со- 
бой решение системы (16.13). Подставим это решение в уравне- 
ния (16.13) и продифференцируем по а полученные тождества 


Р(х. у, а) Е0и РЁ’, (т, у, а) = 0. Получим 


Ее т + Е =0, 
(16.15) 


и! ра и! в и 
Рот + Роу РК = 0. 
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Так как Р/ = 0, то первое соотношение (16.15) примет вид 


Мы видим, что в каждой точке рассматриваемой дискриминант- 
ной кривой выполняется условие касания (16.11) этой кривой и 
соответствующей кривой семейства. Поэтому, в силу замечания 
2 из п. 1, для завершения доказательства теоремы достаточно 
установить, что каждая характеристическая точка кривой се- 
мейства, расположенная в некоторой окрестности точки М0, и 
каждая точка дискриминантной кривой в этой окрестности яв- 
ляются обыкновенными. По условию теоремы в точке (20, уд, @0) 
выполняется соотношение Ё,7 + Е}? 7 0, которое, в силу непре- 
рывности частных производных Ё) и Е, будет выполнено и в 


некоторой окрестности указанной точки. Следовательно, в этой 
окрестности все характеристические точки кривых семейства 
являются обыкновенными. Из соотношения Е” 5 0 (справед- 
ливого, в силу непрерывности этой производной, в некоторой 
окрестности точки (70, 0, @0}) и из второго тождества, (16.15) 
вытекает, что в указанной окрестности производные =: И Е не 
обращаются одновременно в нуль 1). Таким образом, все точки 
дискриминантной кривой в некоторой окрестности М являют- 
ся обыкновенными. Из только что доказанной леммы вытекает 
также, что различные точки дискриминантной кривой являют- 
ся характеристическими точками различных кривых семейства. 
Теорема доказана. 

Замечание 1. Рассуждения, проведенные при доказа- 
тельстве теоремы, показывают, что в случае, когда выполнены 
только условия леммы. в каждой точке дискриминантной кри- 
вой выполнено условие касания этой кривой и кривой семейства. 
Мы уже отмечали (см. замечание 2 п. 1), что условие касания 
выполняется и тогда, когда общая точка двух кривых является 
особой точкой по крайней мере одной из них. Отсюда вытекает, 
что дискриминантная кривая может представлять собой геомет- 


рическое место особых точек кривых семейства (если в каждой 
. 2 2 

характеристической точке выполняется условие Р,7 + Е = 0). 

Отметим, что и сама дискриминантная кривая может иметь осо- 


Цх Л 
бые точки (если 1 И т равны одновременно нулю). 
С С 


1) Непрерывность этих производных непосредственно вытекает из непре- 
Е, В, Е, Е Е” й (16.15) 
рывности производных Ру, Ру, Роз, Роу И Каа И из соотношений .10), из 


которых эти производные — и ЧУ могут быть найдены алгебраически. 
Тв) о» ` 
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Замечание 2. Теорема 16.1 геометрически может быть 
истолкована следующим образом. Всли все кривые семейства и 
дискриминантная кривая не имеют особых точек, то указан- 
ная дискриминантная кривая является огибающей. 

Рассмотрим примеры. 

1°. Найти дискриминантную кривую семейства у— (т—@)?= 0. 

Имеем Р(х, у, @) = у- (х-а)^, Е! (т, у, а) = 2(х- а). Таким 
образом, система (16.13) имеет вид 


у- (х-а)* =0, 2(-а)=0. 


Отсюда вытекает, что характеристические точки имеют коор- 
динаты (а, 0) (см. рис. 16.1). Поэтому дискриминантная кривая 
задается параметрическими уравнениями 


х=а у=0. 
Имеем, далее, Е, = —2(5х — а), Е, = 1. В точках дискриминант- 
- _. > 12 12 с и , 
ной кривой Е, + Ё,^ = 1. Кроме того, Ри, = —2 7 0. Таким 


образом, дискриминантная кривая — ось Ох является огибаю- 


шей. | 
2°. Найти дискриминантную кривую семейства (у— а)? — (2— 


—_ а)? = 0. Имеем Е(т, у, а) — (у — о)" —_ (т —_ 0/3, Е (т, у, а) — 
= —2(у—а) +3(х — а). Система (16.13) имеет вид 


у-а)? - (2-2) =0, —2(у-а) +3(2-а)? =0. 


Отсюда вытекает, что дискриминантная кривая прелставля- 
ет собой две прямые линии, определяемые параметрическими 
уравнениями 


д 
=о у=аиз= + у= +0 


(см. рис. 16.2). Легко убедиться, что в точках прямой х = а, 
82 
у = а выполняется условие Е!” + Е) = 0, т. е. эта часть дис- 


криминантной кривой представляет собой геометрическое место 
особых точек кривых семейства. Читатель легко убедится, что 


4 8 .. 
прямая хх = 9 а, у = 57 - а является огибающей рассматри- 
ваемого семейства, линий. 


4. Огибающая и дискриминантная поверхность однопарамет- 
рического семейства поверхностей. Рассмотрим однопараметрическое 
семейство поверхностей, определяемое уравнением 


Е(т,у, 2, а) = 0. (16.16) 


При этом мы будем прелполагать, что функция РЁ (т, у, 2, @) является диф- 
ференцируемой функцией в области ее задания. Линия Г, на поверхности 
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семейства (16.16), отвечающей значению с параметра семейства, называ- 
ется характеристической (или характеристикой), если координаты точек 
этой линии удовлетворяют системе уравнений 


Е(х, У, =, ©) — 0, 


(16.17) 
Еъ (т, у, =, с) — 0. 


Геометрическое место характеристик называется дискриминантной поверх- 
ностью семейства (16.17). Огибающей однопараметрического семейства 
поверхностей (16.16) называется поверхность О, которая касается всех 
поверхностей семейства. 

Можно доказать слелующее утверждение. 

Если все поверхности семейства и дискриминантная поверхность не 
имеют особых точек, то указанная дискриминантная поверхность явля- 
ется огибающей. 

Отметим, что дискриминантная поверхность может прелставлять собой 
геометрическое место особых точек поверх- 
ностей семейства и сама может иметь о0со- 
бые точки. 

Рассмотрим слелующий пример. Най- 
ти огибающую семейства сфер постоянно- 
го ралиуса Я, пентры которых нахолятся 
в точках данной кривой Г, 1) (на рис. 16.5 
изображена, одна такая сфера, с центром в 
точке М кривой Г,), определяемой уравне- 
ниями 


2 = ф(а), у=у(а), 2=х(а). 
Рассматриваемое однопараметрическое семейство сфер определяется сле- 
длующим уравнением: 

2 р) 


[2 — фи (а += ха) - В =0. (16.18) 
Характеристики указанного семейства сфер определяются из уравнения 
(16.18) и уравнения 


[2 — ф(а)]ф (а) + [у — (а) (<) + [в — ха) х (а) = 0. (16.19) 
Уравнение (16.19) представляет собой плоскость, проходящую через 
центр М сферы, перпендикулярно касательной к кривой Г. Поэтому харак- 
теристиками являются окружности, представляющие собой линии пересече- 
ния рассматриваемых сфер с плоскостями (16.19) (см. рис. 16.5). Отметим, 
что если Г, является окружностью, то огибающей булет тор. 


Рис. 16.5 


$ 2. Соприкосновение плоских кривых 


1. Понятие порядка соприкосновения плоских кри- 
вых. Пусть две кривые /,1 и [2 касаются друг друга в некоторой 


точке // 2) (рис. 16.6). Пусть далее М — произвольная точка 


1 . 

) Огибающие таких семейств сфер называются каналовыми повертно- 
стаями. 

2 .» 

2) То есть проходят через №5 и имеют в этой точке совпадающие каса- 
тельные. 
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на общей касательной к кривым [1 и 1/2, а Муи 2 — точки пе- 
ресечения с кривыми [1 и [2 соответственно перпендикуляра к 
указанной касательной, восстановленного в точке М ') (см. рис. 
16.6). Будем говорить, что две кривые 
2, Та [я ц Г имеют в точке Мо порядок 
соприкосновения п, если существует 
172 отличный от нуля предел 


| мм 
М Пт А М» 
М Мо [М Мот 


(16.20) 


М 
у (При этом |М:М2| обозначает длину 


отрезка, М1 М2, а |ММ| — длину от- 
Рис. 16.6 резка М Мо.) 
Замечание 1. Если предел 
(16.20) равен нулю, то говорят, что кривые [1 и [2 имеют поря- 
док соприкосновения въйше п. 

Замечание 2. Если две кривые [1 и 1/2 имеют в точке 
Мо порядок соприкосновения выше любого п, то говорят, что 
они имеют в этой точке бесконечный порядок соприкосновения. 

Примеры. 1°. Кривые, являющиеся графиками функций 
у = 1’ иу = 345^, касаются друг лруга в начале координат О, 
причем их общей касательной служит ось От. Взяв на оси От 
точку М с абсциссой т, мы получим, что [ОМ] = |5х|, а [М М5]| = 
= |35° — 27| = 25°. 

Поскольку 


|1 АМ = Им =2=0 
м0 ОМ г 70: 


то рассматриваемые кривые имеют в точке О порядок сопри- 
косновения единица. 

27. Рассмотрим, далее, две кривые Г. и /[.2, первая из которых 
совпадает с осью От, а другая является графиком функции 


е М при 50, 
0. 


Убедимся, что указанные кривые имеют бесконечный порядок 
соприкосновения в начале координат О. Так как общей каса- 
тельной в точке О служит ось От, то, взяв на этой оси точку М 
с абсциссой т, мы получим, что |ОМ| = ||, а М. М5 =е М. 


М. 
остаточно доказать. что лля любого п прелел Пт 


у — 


0 при х= 


1 
) При этом прелполагается, что если точка М достаточно близка к №0, 
то перпенликуляр, восстановленный в точке М к касательной, пересекает 
каждую кривую Гл и Г/2 лишь в одной точке. 
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= Нм ———_ равен нулю. Полагая # = 1/|1|, мы сведем этот 
5—0 17 


предел к пределу п ‚ В конце п. 2 $ 12 гл. 8 доказано, 


е? 
что последний предел равен нулю. 

2. Порядок соприкосновения кривых, являющихся 
графиками функций. Прелположим, что две кривые Г и 1.2 
являются графиками функций у = (т) иу = ]№(5)} соответ- 
ственно. Предположим, далее, что эти кривые касаются друг 
друга в некоторой точке Мо(то, Н(х0}), причем точка Мод яв- 


ляется обыкновенной для каждой из этих кривых '). Мы дока- 
жем, что при этих предположениях данное в предылущем пунк- 
те определение порядка соприкосновения кривых //1 и 1/2 можно 
заменить другим эквивалентным определением, более удобным 
для приложений. 

Пусть Ах — произвольное прирашение аргумента в точке 50, 
а т = 10 + Ат. Будем говорить, что кривые [и и 12 имеют 
в точке Мо(то, Н(т0)) порядок соприкосновения п, если суще- 
ствует отличный от нуля предел 


Пр РР РИ 
Ат—0 | Аж" >50 |5 — То"! 


72 (то + Аа) — А (то + Ая) _ |. №) - Л) (16.21) 

Для того чтобы можно было говорить о порядке соприкосно- 
вения рассматриваемых кривых [1 и [2 в смысле определения, 
данного в предыдущем пункте, нужно прежде всего доказать, 
что в некоторой окрестности Мб эти кривые однозначно проеци- 
руются на свою общую касательную. Этому посвящена приводи- 
мая ниже лемма 1. Остальная часть настоящего пункта посвяще- 
на доказательству еше двух лемм, из которых непосредственно 


вытекает эквивалентность двух определений порядка соприкос- 
новения кривых [1 И 4.2. 


Лемма, 1. Если точка Мо(то, 1(хо}) является обыкновенной точкой 
кривой Г, служащей графиком функиии у = (т), то кривая Г, в некоторой 
окрестности Мо однозначно проецируется на свою касательную. 

Доказательство. Прежле всего, отметим, что существование ка- 
сательной к кривой Г, в точке Мо вытекает из существования производной 
{ (хо). Перейдем теперь к новой системе декартовых прямоугольных коор- 
динат ХУ, поместив новое начало в точку касания Мо и направив ось Х 
влоль касательной в Мо (рис. 16.7). Если через а обозначить угол между 
осью ги осью Х, то очевидно, что новая система координат получается 
из старой посредством переноса начала в точку Мо(хто, {(то)} и поворота, 
осей на угол а. Используя известные формулы преобразования координат 


1) Определение обыкновенной точки кривой, заданной уравнением 
Е(т, у) = 0, было дано в п. 1 $8 1. В частности, для кривой, заданной уравне- 
нием у = Г(х), точка Мо(то, }(то)) будет обыкновенной, если производная 
Т (=) лишь непрерывна в точке то. 


21 В.А. Ильин, Э.Г. Позняк, часть [ 


618 ПРИЛОЖЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ ГЛ. 16 


при переносе и повороте осей (см. выпуск 8), получим следующее выраже- 
ние новых коорлинат Х, У точек кривой Г через старые координаты т и 


и = 7(т): 
Х = (1 -— то} соза + [1 (х) — (то) зщ а, 


(16.22) 
У = -— (5 — хо) зша- [{ (2) — (то) соза. 


Нанта пель будет достигнута, если мы покажем, что из уравнений (16.22) 
можно выразить У как функцию Х (это и будет означать, что участок 
у кривой Г, примыкающий к М0, одно- 
значно проецируется на ось Х, т. е. 
Х на касательную). Для этого достаточно 
доказать, что в окрестности точки Мо 
первое из уравнений (16.22) олнознач- 
но разрешимо относительно т. (В са- 
мом деле, выразив х через Х из перво- 
го уравнения (16.22) и подставив полу- 
(Аз) Хх) ченное выражение во второе уравнение 
6 5 > (16.22), мы и определим У как функцию 
О 70 Хх х —Х.) Согласно теореме 15.1 достаточно 
доказать, что производная по т правой 
части первого из уравнений (16.22) от- 
лична от нуля в точке хо и непрерывна, 
в этой точке. Но это очевидно, ибо указанная произволная имеет вид с0$ @- 
+ 7’ (т) зша и в точке то, в которой }'(хо) = а, равна 1/ соза. Так как 
сх 2 п/2, то соза = 0. Лемма доказана. 

Пусть кривые Г: и Г/2, прелставляющие собой графики функций у = 
= (т) иу= р(т), касаются друг друга в точке Мо(то, Н(50)), которая 
является обыкновенной для каждой из этих кривых, а х = хо + Ат. Пусть, 
далее, из точки М2(т, №(т)) опущен перпендикуляр на касательную в №0 


У 


| 
| 


Рис. 16.7 


(рис. 16.8), М: — точка пересечения этого перпендикуляра с кривой Г 1). 
а М — с касательной. Тогла справедливы слелующие утверждения. 
Лемма 8. Существует от- 
У личный от нуля предел 


16.25 
Ах—>0 М. М?>| ) 


Лемма 3. Существует от- 
личный от нуля предел 


(16.24) 


Заметим, что из лемм 2 и 3 
вытекает, что отличный от нуля 
предел (16.21) существует тогда 
Рис. 16.8 и только тогда, когда существует 
отличный от нуля предел (16.20), 


В силу леммы 1 при достаточно малом Ат такая точка будет только 
олна. 
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а это и означает эквивалентность двух определений порядка соприкоснове- 
ния. Переходим к доказательству лемм 2 и 3. 

Локазательство леммы 2. Ради простоты обозначим рассто- 
яние М1 М> через р и ради определенности будем считать, что кривые Гл и 
[2 расположены так, как указано на рис. 16.8. Если Х и У — координаты 
точки Му, а а — угол наклона касательной в Мо к оси Ох, то, очевидно, 


Х = + рзша, У = (5) — рсоза. 
Так как точка М, лежит на кривой [1, то У = рН (Х ) или 


[2(1) — рсоза = Н(х + рэша). 


Применяя к правой части последнего равенства формулу Лагранжа, по сег- 
менту [5, т + рзша]|, будем иметь 


Ь (2) — рсоза = р (2) + раша! (©), 


гле & — некоторая точка, лежащая внутри указанного сегмента. 
Так как р —* 0 при Ах >} и 
производная }’(т) непрерывна У 
в точке го, то последнее равен- 
ство можно переписать в виде 


(+) — рева = р (+) + 
+ рзша[} (20) +=], (16.25) 


где = -} 0 при Ах -} 0. Учиты- 
вая, что }' (хо) = а, мы полу- 
чим из (16.25) 


ь® ла) _ 1. 


р с08 а 


+ =зша. 


Зу 


Лемма 2 доказана. О 2 Ах Хх 
Доказательство 

леммы З3. Обозначим че- 

рез В угол между хорлой Мо М> Рис. 16.9 

и касательной Мо М (рис. 16.9). 

Очевидно, что В -} 0 при Ах -» 0. Из прямоугольных треугольников 
Мо МР и Мо ММ (здесь МоР параллельно оси От) находим 


Ах] _ [№405 М| 
соз(а + В) соз В | 


Мо М?2| = 


Из последней формулы очевидно, что 


‚|140 М| со В 1 
а На 
Дг>0 |Ат Дз-—0 с08(а + В) — с0за 


Лемма 3 доказана. 


3. Достаточные условия соприкосновения порядка п. 
Пусть, как и выше, две кривые [1 и [2, служащие графиками 
функций (т) и 12(5), касаются друг друга в Мо(50, }1(50)). 
Справедливо следующее утверждение. 


21* 
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Теорема 16.8. Пусть функции у= (1) цу= (1) (п-+ 1) 
раз дифферениируемы в некоторой окрестности точки то, при- 
чем производные порядка п + 1 непрерывны в самой точке тд. 
Тогда, если в точке тд выполняются соотношения 


Й (20) = № (20), Л! (о) = (ао), ... ‚ Л" (то) = А” (о), 
ЕТУ (д о 52 ЕО (х о), (16.26) 


то кривые Тл и 12 имеют в точке Мо(хо, Н(тх0)) порядок со- 
прикосновения п. 

Доказательство. Пусть Е(т) = р(1) - НН (т). 
Достаточно доказать, что существует отличный от нуля предел 


: Е (2) 
И | — то”! 
Так как в силу (16.26) Е(хо) = Е'(10) =... = Е® (0) = 0, 


ЕТ (40) = 0, то, записывая для функции Е(х) формулу Тей- 
лора с остаточным членом в форме Лагранжа, будем иметь 


Е(т) = Е" (а +0(т — 10)) (2 — хо)", 0<0<1. 
о (16.27) 

В силу непрерывности производной порялка п —- 1 в точке 510 
РТ (до + 0(х — 10) = ЕО (0) +, (16.28) 


где = —} О при х -> 50. Из соотношений (16.27) и (16.28) получим, 
что 
Е(1)| Ни 
ва И ТР р 0. 
х—то | — то"! т (то) 7 
Теорема, доказана. 
Замечание 1. Если выполнены все условия теоремы 16.2, 


за исключением, быть может, условия ЕТ (то) 5 ЕТУ (о), 
то можно утверждать, что кривые [1 и [2 имеют в точке Мо 
порядок соприкосновения не ниже т. 

Замечание 2. Выясним порядок соприкосновения 
кривой Г, являющейся графиком функции у = { (1) со своей ка- 
салельной Т в точке Мо(50, 1(50)). При этом будем считалъ, что 
функция (5) три раза дифференцируема в окрестности точки 
то, а ее третья производная непрерывна в точке хо. Напомним, 
что касательная ТГ служит графиком линейной функции у = 
= (2) = / (20) (7 — 20) + Г (20). Так как (20) = 1 (20), Ф (20) = 
= (20) и (то) = 0, то в случае }"(50) = 0 кривая Г, имеет со 
своей касательной 1' порядок соприкосновения 1 = 1, а в случае 
Г" (20) = 0 указанный порядок соприкосновения не ниже двух. 
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4. Соприкасаютщаяся окружность. Пусть М0(50, 0} — 
точка, кривой Г, являющейся графиком функции у = }(1), име- 
ющшей непрерывную третью производную в точке 50. Через точ- 
ку ЛА4фо можно провести бесконечно много окружностей, касаю- 
птихся кривой Г, в этой точке. Легко убедиться в том, что часть 
каждой такой окружности, расположенная в некоторой окрест- 
ности точки Мо, представляет собой график функции вида у = 
= у(т). Поэтому мы можем говорить о порядке соприкоснове- 
ния кривой [, и любой из этих окружностей в их общей точке 
Мо. Та из этих окружностей, которая имеет с кривой Ё поря- 
док соприкосновения не ниже двут, называется соприкасающей- 
ся окружностью для кривой Г, в точке Мо. Следующее утвер- 
ждение устанавливает достаточные условия для существования 
у кривой /[, в точке №05 соприкасающейся окружности. 

Теорема 16.3. Пусть кривая Ё является графиком функ- 
иии у = 1(т), причем 1(%) имеет в точке то не равную нулю 
вторую производную и непрерывную третью производную. То- 
гда для кривой Г. существует в точке Мо(хо, 1(хо)) соприкаса- 
ющаяся окружность. 

Доказательство. Будем искать уравнение соприка- 
сающейся окружности в виде 

(2 - а) + (у) =, (16.29) 
глеа, би р — постоянные, подлежащие определению. Разрешим 
уравнение (16.29) относительно у и найденное решение у = у(т) 
подставим в левую часть (16.29). Тогда мы можем рассматри- 
вать (16.29) как тождество относительно х (считая при этом, 
конечно, что у = 9(1)). Продифференцируем тождество (16.29) 
два раза по т и потребуем, чтобы в полученных при этом со- 
отношениях и в самом соотношении (16.29) значения 1/0, 90, 0 
функции у = у(1)} и ее первых двух производных в точке 10 
равнялись соответственно }(50), /'(5х0), №" (50): 


90 — 1 (50), у — # (то). 0 — (10). 


Таким образом, мы получим следующую систему уравнений от- 
носительно а, би р: 


(то а)? (10-6) = р”, 
(то — а) + (0—6 )щ =0, 
1+ (10) + (1-65) =0. 


При условии У” = ["(150) = 0, р > 0 эта система имеет един 
ственное решение: 


2 2 12\3/2 | 
НИ Бр, р Ч) (16.30) 
Уо Уо [у 
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Из приведенных рассуждений вытекает, что для окружно- 
сти, координаты (а,6) центра и радиус р которой определяются 
формулами (16.30), и кривой Ё выполняются все условия заме- 
чания 1 к теореме 16.2. Поэтому указанная окружность будет 
соприкасающейся. 

Замечание. Если в условиях теоремы 16.3 требование 
Г" (х0} = 0 заменить противоположным требованием }"(50} = 
—= 0, то у кривой Г, в точке ЛА не существует соприкасающейся 
окружности. 

Однако в силу замечания 2 к теореме 16.2 в этом случае кри- 
вая Г, и касательная к ней в точке /Л4у имеют в этой точке по- 
рядок соприкосновения не ниже двух. Таким образом, можно 
считать, что в указанном случае соприкасающаяся окружность 
в точке № вырождается в прямую. 


$ 3. Кривизна плоской кривой 


1. Понятие о кривизне плоской кривой. Пусть кривая 
залана посредством параметрических уравнений х = т(®, у = 
= у(+). Будем считать, что для кривой Г выполнены условия, 


оговоренные в $ 1 гл. 111). В таком случае в любой точке М 
кривой Г, можно выбрать положительное направление. Логово- 
римся называть положительным направлением в данной точ- 
ке М кривой Г, то направление, в котором точка М будет пере- 
мещаться при увеличении параметра $. 
1) Фиксируем теперь на кривой [, неко- 
.  тТорую точку М0, отвечающую значе- 
нию параметра №, и предположим, что 
Мо эта, точка является обыкновенной точкой 
кривой [.. 
Тогда участок кривой [, примыкаю- 
О >. щий к точке Мо, представляет собой гра- 
фик функции вида либо у = }(х)}, либо 
х = (у), причем существует касатель- 
Рис. 16.10 ная к кривой Г, в точке №. На этой ка- 
сательной мы введем положительное направление, соответству- 
ющее положительному направлению в точке Му кривой Г.?). 
Всюду в дальнейшем мы будем рассматривать только на- 
правленную касательную. На рис. 16.10 направление касатель- 
ной указано стрелкой. 


1) То есть булем считать, что кривая Г, не имеет точек самопересечения 
и участков самоналегания. 
у 


2) То есть договоримся называть положительным направлением на каса- 
тельной то направление, в котором точка, прелставляющая собой проекцию 
на касательную точки кривой Г,, при увеличении параметра, будет переме- 
щаться. 
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Предположим теперь, что все точки кривой Г, расположен- 
ные в некоторой окрестности фиксированной нами точки Мб, 
являются обыкновенными. Пусть М — одна из указанных то- 
чек. Введем понятие угла смежности участка кривой Мо М. 
Ради определенности будем считать, что точка М соответству- 
ет большему значению параметра, чем М0. 

Углом смежности участка кривой МоМ назовем угол меж- 
ду направленными касательными к кривой Г, в точках М и №6, 
взятый со знаком плюс в случае, если касательную в точке №0 
для совмешения кратчайшим путем с касательной в точке М 
следует повернуть против часовой стрелки, и со знаком минус — 
в противном случае. 

На рис. 16.11 изображен участок МоМ, имеющий положи- 
тельный угол смежности, а на рис. 16.12 — участок Мо М, име- 
ющий отрипательный угол смежности. 


у Мо 


О | х 


Рис. 16.11 Рис. 16.12 


Ввелем далее понятие средней кривизны участка кривой 
МоМ. Средней кривизной участка кривой Мо М назовем отно- 
шение угла смеэюности этого участка к длине этого участка. 

Так как точку Ло кривой Г, мы считаем фиксированной, то 
срелняя кривизна участка ЛА4 М будет функцией точки М или 
функцией параметра, ф. Эту функцию мы обозначим символом 
им, (М) или имо(®. 

Естественно, возникает вопрос о рассмотрении предела этой 
функции при стремлении точки М вдоль кривой Г, к точке №0 
(или, что то же самое, при стремлении параметра к Ь). 

Определение. Предельное значение средней кривизны 
участка кривой МоМ при стремлении точки М вдоль кривой 
к точке Мо называется кривизной в данной точке Мо 
кривой Г, и обозначается символом Е (Мбь). 

Таким образом, по определению 


К (Л) — ми Мо (М) — И Мо (1). 
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Предоставим читателю самому убедиться в том, что: 1) как 
средняя кривизна, любого участка прямой линии, так и кривизна 
в любой точке этой линии равны нулю, 2) как средняя кривизна, 
любого участка окружности радиуса К, так и кривизна в любой 
точке этой окружности равны 1/Ю. 

Установим формулу для вычисления кривизны в любой точке 
произвольной кривой К. 

2. Формула для вычисления кривизны. Пусть кривая Ё, 
задана параметрическими уравнениями х = 5(®, у = у(®, Мо — 
некоторая фиксированная точка этой кривой, отвечающая зна- 
чению параметра в. Предположим, что все точки кривой Ё 
из некоторой окрестности № являются обыкновенными и что 
функции (1) и у(Т) имеют в точке ® вторые производные. При 
этих предположениях мы установим общую формулу для вы- 
числения кривизны в точке Мо кривой Ё. 

Пусть 5 и х — значения первой и второй производной функ- 
ции 4 = (р) в точке 5, а {-- Ах — значение первой производной 
этой функции в точке В + ДФ (А? — произвольное приращение 
параметра #). Таким образом, Ах — приращение первой произ- 
водной функции д = %(®. Пусть 9, уи9-+Ау — соответствующие 
значения производных функции у = у(®). 

Если считать, что точка Мо, отвечающая значению парамет- 
ра ®, фФиксирована, а точка М отвечает значению параметра, 
$ = Ш + ДЕ то угол смежности участка ММ и длину этого 
участка можно рассматривать как 
функиии аргумента АЪ. Эти функ- 
пии мы обозначим соответственно 
через «(АФ) и ЦКАВ. 

По определению кривизна (М0) 
в точке /о кривой равна предель- 
ному значению 


К(Мо) = Ша“ 


(16.31) 


Докажем, что предельное значе- 
ние (16.31) существует и вычислим 
это предельное значение. 

Рис. 16.13 Обозначим через о и ф углы на- 
клона к оси От касательных к кривой Г, проведенных через 
точки № и М соответственно (рис. 16.13). Тогда, очевидно, при 
любом расположении точек М5 и М для угла смежности а(ДЁ) 
будет справедливо соотношение 


«(АЙ =Ф-— о. 
Из последнего соотношения вытекает, что 


_ 18—10 
{4 а(АВ = Ерш, (16.32) 
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Исходя из геометрического смысла производной (см. п. 4$ 1 
гл. 5) и из выражения для производной функции, заданной па- 
раметрически (см. 8 11 гл. 5), мы можем записать 


_ У _ 9+ Ау 
Таким образом, формулу (16.32) можно переписать в виде 
9+Ау _9 
> 7 и. 7: Ай- т: Ат 
$6 а( ДТ = 2+А #2 —_ _ РТИ 16.33 
воли 1 9+2) 2-22) +99+Ау) 
(2+2) 


Поскольку функции д = (К иу = у(® имеют в точке & вторые 
производные, то первые производные этих функций в точке 
непрерывны и, стало быть, 


Пт Ау = 0. 11 Ах =0. 
А—0 А—0 


Но тогда, в силу равенства (16.33), 
На $ а(АЙ = 0. 
А—>0 


Из последнего равенства и из непрерывности арктангенса, выте- 
кает, что 


Вт @(АВ = 0. 
Д+—0 
Поэтому справедливо равенство 
а(АЮ _ |. «(А | _ | 
= Ша |608 (АЙ =1. 16.34 
АО 5 а(ДЁ) АЕ 0 ут а(А ) 


Равенство (16.34) и теорема о предельном значении произведе- 


ния сводит вопрос о вычислении предельного значения (16.31) 
к вычислению следующего предельного значения: 


(Мо) = вт = пы 890 


в. 16.3 
Ао АЕУО КА (16.35) 


Для вычисления этого предельного значения заметим, что дли- 
на [(АФ) участка кривой ММ определяется формулой 


0—4} 
(АЙ = ] ИР + Ро. 


фо 


Применив к интегралу, стоящему в правой части последнего ра- 
венства, формулу среднего значения, будем иметь 


(АВ = АБ/12() +12(7), (16.36) 
ген < Г < В-+АДЕ 
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Соотношения (16.35), (16.33) и (16.36) позволяют заключить, 
что вычисление кривизны сводится к вычислению предельного 
значения 

„АЯ Дт 


У. 
КОМ) = А (1637) 
41-0 [2(2 + Д2) +99 + Ду) 2? (7) у) 


Так как функции 1 = 5($) иу = у(®) имеют в точке & вторые 
производные, то существуют предельные значения 


де. (А. 
тм б=х и Ни —“ =1.. 16.38 
АН>0 Д АН 50 А у } 


Далее, из непрерывности первых производных функций т = 
= (Е) иу = у(#) заключаем, что 


Би Д2=0, Ви Ду=0, Шт 22 (°) + 92 (8) = У +. 
Д+->0 Д+->0 Д+>0 | | 
(16.39) 


Из существования предельных значений (16.38) и (16.39) выте- 
кает, что предельное значение, стоящее в правой части (16.37), 
существует и равно 


Таким образом, мы доказали, что кривизна в точке А4о кривой Г, 
существует и определяется формулой 


(Мо) Е. (16.40) 
Замечание. Пусть требуется вычислить кривизну А (М6) 
в данной точке №5 кривой ГЁ,, представляющей собой график два- 
еды дифферениируемой функции у = 1 (5). 
Положив в формуле (16.40) х =Ь у = Ё(®, мы получим для 
искомой кривизны следующую формулу: 


| ) _ (+) 
С +8 

Наконец, если кривая задана полярным уравнением г = (9), 
где г(9) — дважды дифференцируемая функция полярного угла 
0, то приняв за параметр $ полярный угол 0 и учитывая, что 
1; = (0) созд, у = т(9) эт д, мы получим следующее выражение 
для кривизны: 


ны Г (8) +2 (9) — "(вт (8) 
+РррР | 
В качестве примера вычислим кривизну в произвольной точ- 


с ий 
ке ценной линии 1 = а св -. 
Ч 
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Поскольку 
д, 7 И 1 д, и 
1+ |” (2)]? = = Хх) = = ев“ = = 
й } а а?’ 7 } а а а?’ 
то кривизна равна, 
а 1 
Е = =. 
у а сп? — 


$ 4. Эволюта и эвольвента 


1. Нормаль к плоской кривой. Пусть плоская кривая [, 
задана посредством параметрических уравнений 


г=$, у=ч(о. (16.41) 


Будем считать, что кривая Г не имеет точек самопересече- 
ния и участков самоналегания. Кроме того, будем считать, что 


кажлая точка кривой Г является обыкновенной '). 

Введем понятие нормали к кривой в данной ее точке М. 

Прямая, расположенная в плоскости кривой Ё и проходящая 
через точку М кривой перпен- 
дикулярно касательной к Ё в 
точке М, называется норма- 
лью к Ё в точке М (рис. 16.14). 

Найдем уравнение нормали 
к кривой. Пусть ти у — коор- 
динаты точки М кривой Г, а Х 
и У- координаты любой точки 
№ нормали к кривой. Соглас- 
но определению нормаль пер- 
пендикулярна касательной, и 
поэтому угловой коэффициент 
К„ нормали связан с угловым > 
коэффициентом А; касательной © х 
соотношением ®) 


Киа = —1. (16.42) Рис. 16.14 


У 


Так как угловой коэффициент А; касательной в случае пара- 


„о р) 
метрического задания кривой (16.41) равен —, то из (16.42) 


1) Отметим, что при этих условиях в каждой точке кривой Г, существует 
касательная. 

") Это соотноление известно из курса аналитической геометрии (см., на- 
пример, выпуск «Аналитическая геометрия» настоящего курса). 
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получаем 


7 
| | 
| — у’ (16.43) 
Используя известное из курса аналитической геометрии урав- 
нение прямой с данным угловым коэффициентом Ки, получим 
следующее уравнение нормали к кривой Г: 


У-у=-ь(Х —2). (16.44) 
Учитывая, что д = ф(Ь иу = ф(®), перепишем уравнение (16.44) 
в следующей форме: 


/ / —_ ‚ 
ф(Х-ф) + (У-У) = 0. (16.45) 
Замечание. В случае если касательная в точке М 
параллельна оси абсцисс, ее угловой коэффициент А; равен ну- 


лю, и поэтому соотношения (16.42), (16.43) и (16.44) не имеют 


смысла. Однако в этом случае уравнение (16.45) все же пред- 
ставляет собой уравнение нормали. Действительно, если А; = 0 


(касательная параллельна оси абсцисс), то {' = 0, аф' 201) и 
поэтому соотношение (16.44) принимает вид Х —ф = 0. А это 
есть уравнение прямой, перпендикулярной оси ()5 и отсекающей 
на оси Ох отрезок, равный ф. Ясно, что эта прямая совпадает в 
рассматриваемом случае с нормалью в точке М. 

2. Эволюта и эвольвента плоской кривой. Пусть кри- 
вая [, удовлетворяет тем же условиям, что и в предыдущем 
пункте. Обратимся к урав- 
нению (16.45). Если в этом 
уравнении рассматривать # 
как параметр, то оно пред- 
ставляет собой  уравне- 
ние однопараметрического 
семейства всех нормалей 
плоской кривой РЁ. Пред- 
ставление о семействе нор- 
малей плоской кривой дает 
рис. 16.15. 

При определенных усло- 
виях однопараметрическое 
семейство нормалей имеет 
огибающую, которая назы- 
вается эволютой кривой 4. 

Итак эволютой 
Рис. 16.15 плоской кривой Г, называ- 


р! 


| 7 а 2 572 
') Напомним, что А+ = — и для обыкновенной точки ф’”” +” 2 0. 
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ется огибающая однопараметрического семейства нормалей 
этой кривой. Кривая [ по отношению к своей эволюте назы- 
вается эвольвентонц. 

Выясним условия существования эволюты плоской кривой Г, 
и найдем ее параметрические уравнения. 

Будем считать, что кривая ЁР без особых точек задана по- 
средством параметрических уравнений (16.41). Для простоты 
предположим, что параметр # изменяется на интервале (0,1). 
Допустим также, что функции ф(Р) и ф(К, фигурирующие в со- 
отношениях (16.41), имеют непрерывные третьи производные на 
интервале (0,1). При этих предположениях справедлива следу- 
ющшая теорема. 

Теорема 16.4. Пусть во всех точках кривой [ ее кривиз- 
на К и производная кривизны) не равны нулю. Тогда существу- 
ет, эволюта кривой Ё, причем параметрические уравнения эво- 
лоты имеют вид 


2 #72 
Хх = ф— т ТУ у’. 


фр" __ "р ; (16 46) 
#2 ВР . 
—_ роту , 
Риты. 
рф" — ФФ 


Доказательство. Мы определили эволюту как огибаю- 
шую однопараметрического семейства нормалей кривой РЁ. Это 
семейство задается уравнением (16.45). Таким образом, функ- 
ция Ё(Х, У, В, задающая семейство, определяется соотношением 


Е(Х, УВ =о(Х-о+у-ч, (16.47) 


причем $ играет роль параметра. 

Применим теперь выводы $ 1 этой главы о существовании 
огибающей для выяснения вопроса о существовании эволюты 
(т. е. огибающей семейства (16.45)). Мы должны проверить вы- 
полнение условий леммы п. 3 8 1 этой главы и условий теоре- 
мы 16.1. Перейдем к проверке указанных условий. Остановимся 
сначала на проверке условий леммы. Очевидно, при сформули- 
рованных требованиях на функции фи 4 функции Е(Х, УВ 
и 2, (Х, У.) дифференцируемы. Убедимся теперь, что якобиан 
ДЕ Е; 

РЕ отличен от нуля. Используя выражение (16.40) для кри- 

—\, 
визны А кривой Г, можно представить этот якобиан в следую- 
шей форме: 

(Е, Е!) 


— Г. 272 /213/2 


1) При условиях, наложенных на функции ф и ф, кривизна К представляет 
собой ди еренцируемую нкцпию параметра &. 
д пируему ункц 
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По условию теоремы кривизна А отлична от нуля. Кроме того, 
так как все точки кривой Г обыкновенные, то ф'? + ф”? # 0. 
Таким образом, указанный якобиан отличен от нуля, и стало 
быть, все условия леммы выполнены. 

Проверим теперь условия теоремы 16.1. Очевидно, что при 
сформулированных требованиях на функции ф и 4 производные 


х, Ру, Рух, Ву, Ен непрерывны. Остается лишь убедиться в 


справедливости соотношения Н 2 (0 для всех значений $ из 
интервала (0, 1) и для характеристических точек на нормалях к 
кривой Г.. 

Так как 


иИ=ЕФ(Х-Ф +" (Уф) ЗФ’) (16.48) 


и согласно п. 2 $ 1 этой главы и формулам (16.13), характе- 
ристические точки для рассматриваемого случая определяются 
соотношениями 


Ф(Х -ф) +4 (У — +) =0, 
р"(Х —ф Ф) +" (Уф 9) — (+) =0, 


то значение производной Е д В характеристических точках в силу 


(16.48) и (16.49) равно 


(16.49) 


72|!!! 


пт (+4) — ЗФ"). (16.50) 
ру" —ф"Ф 
Обратимся к выражению (16.40) для кривизны К кривой Г. С 
учетом обозначений (16.41) из формулы (16.40) путем диффе- 
ренпирования получаем 


7 /,!! 1 !,! 7!!! т 1,! 
и ФУ фи фу ФГ 1 2) _ и И. 
к —_ [2'2 + !2]5/2 | ф 710" — ИИ (ф - ф ) 3(Ф ф - ф ф )} . 


С помощью этого соотношения и выражения (16.40) для кри- 
визны придадим выражению (16.50) следующую форму: 
К’ 
и (+). 

Так как по условию теоремы # и А' не равны нулю и, кроме того, 
ф? "2 0, то из последнего выражения для Ё/ следует, что 
для всех значений # из интервала (0,1) и для характеристиче- 
ских точек на нормалях к Г Е), 5 0. Таким образом, условия 
теоремы 16.1 также выполнены. 

Найдем теперь параметрические уравнения эволюты. Так как 
при сформулированных условиях эволюта есть геометрическое 
место характеристических точек семейства нормалей, то коор- 
динаты Х и У точек эволюты определяются из соотношений 
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(16.49). Находя из этих соотношений Х и У, мы и получим па- 
раметрические уравнения (16.46). Теорема доказана. 

Замечание. В геометрии часто используются понятия 
радиуса кривизны и пентра кривизны. Радиусом В кривизны 
кривой Г, называется величина 1/Ё, где К — кривизна Г, а цен- 
тром кривизны — та точка нормали к кривой, которая отстоит 
от данной точки кривой Ё в на 
правлении вогнутости Ё на рассто- 
яние А. 

Отметим, что радиус кривизны 
кривой равен радиусу соприкасаю- 
шейся окружности, а центр кривиз- 
ны совпадает с центром соприкаса- 
ющейся окружности. 

Убедимся, что эволюта предста- 
вляет, собой геометрическое место 
центров кривизны кривой. В самом 
деле, из соотношений (16.46) полу- 
чаем 


(Х-Ф + - у)" = = 1, 


т. е. точка, эволюты с координатами 
в Рис. 16.16 

(Х,У) отстоит от точки кривой Ё с 
координатами (ф, р) на расстоянии В. Из геометрического смы- 
сла эволюты (см. рис. 16.15) ясно, что точка (Х, У) расположена 
на нормали в сторону вогнутости кривой Ё. 

Пример. Найдем уравнения эволюты эллипса АВС 
(рис. 16.16), определяемого параметрическими уравнениями 


х=Ф(® = асозк у=ф( = 63ш. 


Так как ф’= —азш® {’ = 6с08& ф" = —асоз В 4” = -6зшЬ 
оф? = аш Е + 67 со Каф" — ф’ф' = аб. Поэтому, 
согласно (16.46), параметрические уравнения эволюты эллинса 
имеют вид 
2 , 2 


2 _ — и 
Хх“ 08° $, У=? — 1? 


Ч 


Таким образом, эволюта эллитса представляет собой так назы- 
ваемую удлиненную астроиду (см. рис. 16.16). 

Отметим, что в точках А, В, С, О эллипса (т. е. в его верши- 
нах) производная кривизны равна нулю. Поэтому в этих точках 
не выполнены условия теоремы 16.4. В соответствующих точках 
А’, В’, С’, '’эволюта эллипса, имеет особенности — так называл 
емые точки возврала. 


ПРИЛОЖЕНИЕ 


ДАЛЬНЕЙШЕЕ РАЗВИТИЕ ТЕОРИИ 
ВЕЩЕСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ 


В гл. 2 для введения вешественных чисел мы использова: 
ли множество бесконечных десятичных дробей. Определив для 
множества, этих дробей правила сравнения, сложения и умноже- 
ния, мы установили, что элементы этого множества обладают 13 
основными свойствами (перечисленными в п. 1$ 1 гл. 2 для ра- 
циональных чисел). Описанный метод введения вещественных 
чисел, хотя и обладает несомненными эвристическими и методи- 
ческими достоинствами, не является единственно возможным. 
Можно было бы ввести вешественные числа с помощью бес- 
конечных двоичных дробей, с помошью так называемых деде- 


киндовых сечений в области рапиональных чисел 1). С ПОМОЩЬЮ 


последовательностей рациональных чисел“) и другими метода- 
ми. Чтобы выяснить взаимосвязь между различными методами 
введения вещественных чисел, привлечем некоторые новые по- 
нятия и установим еше одно важное свойство множества изу- 
ченных нами вещественных чисел. 

1. Полнота множества вещественных чисел. Два мно- 
жества, для элементов каждого из которых определены правила 
сравнения, сложения и умножения, мы будем называть изоморф- 
ными друг другу относительно этих правил, если между эле- 
ментами этих множеств можно установить взаимно однозначное 


соответствие 3) так, что если элементам аи Ь первого множества 


1) Способ введения вещественных чисел с помощью сечений принадлежит 
неменкому математику Р. Дедекинду (1831-1916). Этот способ изложен, 
например, в гл. [ книги Ф. Франклина «Математический анализ» или в гл. 
Т книги Г.М. Фихтенгольна «Основы математического анализа». 

") Этот способ введения вещественных чисел принадлежит Г. Кантору. 
Его изложение можно найти в книге В.В. Немыцкого, М.И. Слудской и 
А.Н. Черкасова «Курс математического анализа», том Г, гл. 2. 


> 
3) По поводу взаимно однозначного соответствия между элементами двух 
множеств см. сноску ') на с. 91. 
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соответствуют элементы а’ ив второго множества, то: 1) элемен- 
ты а’ иф' связаны тем же знаком (>, < или =) что и элементы 
аи 6: 2) элементу а- 6 соответствует элемент а’ - 6’; 3) элементу 
а: 6 соответствует элемент а'’.Ш’. 


Аналогично можно было бы говорить не о правилах сравне- 
ния, сложения и умножения, а о каких-либо других правилах, 
характеризующих соотношения между элементами, и ввести по- 
нятие множеств, изоморфных друг другу относительно указан- 
ных правил. 

Примером двух множеств, изоморфных друг другу относи- 
тельно правил сравнения, сложения и умножения, могут слу- 
жить множество рациональных чисел, введенных в виде отно- 
шения целых чисел, с правилами сравнения, сложения и умно- 
жения, указанными в сносках на с. 38, и множество рациональ- 
ных чисел, записанных в виде бесконечных десятичных дробей, 
с обычными правилами сравнения, сложения и умножения ве- 
щественных чисел. 


Рассмотрим более внимательно два множества: множество 
всех рациональных чисел и множество всех вешественных чи- 
сел. Для каждого из этих множеств определены правила сравне- 
ния, сложения и умножения и справедливы 13 основных свойств. 
Вместе с тем ясно, что множество всех вещественных чисел яв- 
ляется более «широким», чем множество всех рациональных чи- 
сел, ибо в целом множество всех вещественных чисел не изо- 
морфно относительно правил сравнения, сложения и умноже- 


ния множеству всех рациональныхл чисел"), но в множестве 
вещественных чисел можно выделить ЧО@стпрь, изоморфную от- 
носительно указанных правил множеству всеф рациональных 
чисел. 


Естественно, возникает вопрос, нельзя ли и для множества, 
всех вешественных чисел построить более «широкое» множество 
объектов, обладающее следующими свойствами: 1) в этом бо- 
лее «широком» множестве определены правила сравнения, сло- 
жения и умножения и справедливы 13 основных свойств; 2) в 
пелом более «широкое» множество не изоморфно относительно 
указанных правил множеству всех вещественных чисел; 3) в бо- 
лее «широком» множестве можно выделить часть, изоморфную 
относительно указанных правил множеству всех вешественных 
чисел. 


Мы локажем, что такого более «широкого» множества, не су- 
зцествует, т. е., как принято говорить в математике, множе- 


') Это вытекает из того, что между множеством всех рациональных чи- 
сел и всех вещественных чисел нельзя установить взаимно однозначного 
соответствия (см. п. 6 $ 4 гл. 3). 
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ство всех вещественных чисел является полным относи- 
тельно правил сравнения, сложения и умножения и 19 основ- 
ных свойств. 

Вообще произвольное множество оббектов, для котюро- 
го определены некоторые правила и справедливы некоторые 
свойства, называется полным относительно этих правил и 
свойств, если нельзя построить более «широкое» множество 
оббектов такое, чтобы: 1) в этом более «широком» множе- 
стве были определены те же правила и справедливы те же 
свойства; 2) в целом это более «широкое» множество не было 
изоморфно данному относительно указанных правил; 3) в этом 
более «иироком» множестве существовала часть, изоморфная 
данному мноэжеству относительно указанных правил. 

Можно утверждать, что множество всех рациональных чи- 
сел не является полным относительно правил сравнения, сло- 
жения и умножения и 13 основных свойств, ибо существует 
более «широкое» множество (множество вешественных чисел), 
удовлетворяющее требованиям 1), 2) и 3) из только что сфор- 
мулированного определения. 

Докажем теперь, что множество всех вещественных чисел 
является полным относительно правил сравнения, сложения 
и умножения и 13 основных свойств. 

Предположим противное, т. е. предположим, что существу- 
ет более «птирокое» множество объектов {5} такое, что: 1) для 
элементов множества {т’} определены правила сравнения, сло- 
жения и умножения и справедливы 13 основных свойств, 2) в 
целом множество {1} не изоморфно относительно указанных 
правил множеству {5} всех вешественных чисел, 3) существует 
часть множества {7} (обозначим ее символом {27'}), изоморф- 


ная относительно указанных правил множеству {5} всех веше- 
ственных чисел. 

Заметим, прежде всего, что у множества {5} существует 
единственная пара элементов О’и ТГ’, играющих особую роль 
нуля и единицы 1). Далее, можно утверждать, что элементы 0' 
и Г' входят в состав множества {7} и находятся во взаимно одно- 


значном соответствии с вешественными числами Ои 12). Пусть 


1) Если бы нашлось два, элемента, 01 и 05 играющих особую роль нуля, 
то, в силу свойств суммы, мы получили бы 01 = 01+ 05 = 05+ 01 = 05, т.е. 
0' = 05. Аналогично доказывается единственность элемента, 1’, играющего 
особую роль единипы. 

2?) Докажем, например, что элемент 0’входит в состав множества {2} и 
находится во взаимно однозначном соответствии с вешественным числом 
0. Предположим, что вещественному числу 0 соответствует некоторый эле- 
мент 0’ множества, {2'}, и пусть а’ — любой элемент этого множества, соот- 


ДАЛЬНЕЙШЕЕ РАЗВИТИЕ ТЕОРИИ ВЕЩЕСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ 635 


с’ — какой-либо элемент множества {7}, не принадлежалций 


множеству {2}. 


В силу правила сравнения мы можем разбить все элементы 
т’ множества, {7'} на два класса — верхний и нижний, отнеся к 


верхнему классу все элементы 2’, удовлетворяющие неравенству 
т’ > а’, ак нижнему классу все элементы 1, удовлетворяющие 
неравенству 2’ < а. Оба эти класса не являются пустыми. В 
самом деле, докажем, например, что верхний класс не пуст. По- 
вторив элемент 1' слагаемым достаточное число раз, мы, в силу 
свойства 13°, получим элемент я’ множества {7}, удовлетворяю- 
щий неравенству 7 > а’, т.е. принадлежащий верхнему классу. 
Из свойства 1° вытекает, что каждый элемент, нижнего класса 
меньше любого элемента верхнего класса. В силу изоморфизма 
множества, {7} и множества {2} всех вещественных чисел мож- 
но утверждать, что множество всех вещественных чисел также 
разбивается на два класса, причем каждое число из нижнего 
класса меньше любого числа из верхнего класса. Но это означа- 
ет, что нижний класс вешественных чисел ограничен сверту и 
имеет (в силу теоремы 2.1) точную вертнюю грань ть, а, верх- 
ний класс имеет точную нижнюю грань М. Из определения точ- 
ных граней вытекает, что обе грани т и М заключены между 
вешественными числами, как угодно близкими между собой, а 
поэтому т = М. Так как число т = М является одним из ве- 
шественных чисел, то оно принадлежит одному из классов, т. е. 
существует либо наименьший элемент в верхнем классе, либо 
наибольший элемент в нижнем классе. Докажем, что оба эти 
утверждения абсурлны. Пусть (ради определенности) сушеству- 
ет наименьший элемент в верхнем классе вешественных чисел. 
Тогда существует наименьший элемент я и в верхнем классе, 
отвечающем разбиению множества {7}. По определению верх- 
него класса т’ > о’. Согласно свойствам суммы существует раз- 
ность 7 — а’, причем, согласно этим свойствам, т — а > 0.. 
Но тогда, в силу свойства 9°, для элемента у — а’ существует 
обратный, который, в силу свойств произведения, равен частно- 
1’ 
му у — а’ . . 
слагаемым столько раз, что полученный при этом «целый» эле- 
мент я’ будет принадлежать {7} и удовлетворять неравенству 
7 


‚ Согласно свойству 13° элемент 1’ можно повторить 


! 1 :. 
п > ——_. Из последнего неравенства, в силу свойств произ- 
ТЪ у 


ветствующий вешественному числу а. В силу изоморфности относительно 
сложения элементу а’ - 9’ соответствует вещественное число а + 0 =а, т.е. 
элемент а’ +9’ совпадает с элементом а’, но это означает, что 0’ (единствен- 
ный!) нулевой элемент, т. е. 9'=0'’. Аналогично проводятся рассуждения и 
для единичного элемента. 
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ведения и суммы, получим 1) 
(П.1) 


Так как элементы т’, Ги п’ принадлежат множеству 17}, то 
7 


/ 
и элемент (т — =) также принадлежит этому множеству и, 
м 
7 


! 1 ! 
очевидно, удовлетворяет неравенству т? — =, < т. Но тогда 


неравенство (П.1) означает, что в верхнем классе имеется эле- 
мент, меньший т, т. е. т не является наименьшим элемен- 
том. Полученное противоречие доказывает полноту множества 
вещественных чисел. 

2. Аксиоматическое введение множества веществен- 
ных чисел. Полное логическое завершение наших представле- 
ний о вешественных числах дает аксиоматический метод введе- 
ния этих чисел. Этот метод заключается в следующем. 

Множество вещественных чисел вводится как совокуп- 
ность оббектов любой природы, удовлетворяющих 17 аксио- 
мам, в качестве которых берутся правила сравнения, сложе- 


ния и умножения”), 13 основных свойств и аксиома о полноте 
относительно указанных правил и свойств. 

Указанные 17 аксиом обычно называют аксиомами веще- 
ственного числа. Конкретной реализацией совокупности объек- 
тов, удовлетворяющих 17 аксиомам вещественного числа, явля- 
ется изученное нами в гл. 2 множество бесконечных десятичных 
дробей. Возможны и другие реализации указанной совокупности 


объектов 3). Полное выяснение вопроса о связи между этими ре- 
ализациями дает следующее замечательное утверждение. 

Любая реализация {т’} совокупности объектов, удовлетво- 
ряющих 17 аксиомам вещественного числа, изоморфна относи- 
тельно правил сравнения, сложения и умножения изученному 
выше множеству {т} бесконечных десятичных дробей. 

Локазательство. Ради удобства разобъем доказа- 
тельство на отдельные пункты. 

1°. Прежде всего, заметим, что аксиомы гарантируют суше- 
ствование у множества {27} элементов 0' и 1", играющих особую 


1) Эти свойства обеспечивают применимость всех правил алгебры. 


2) Постулируется лишь факт существования правил сравнения, сложения 
и умножения. Конкретный вид этих правил при этом не указывается. 


3) Мы уже указывали во введении к настоящему приложению, что ве- 
щественные числа могут быть введены различными способами (с помощью 
бесконечных двоичных дробей, с помощью так называемых дедекиндовых 
сечений и другими способами). 
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роль нуля и единицы. В силу аксиомы Архимеда 1" > 0''). Выде- 
лим у множества {5'} совокупность «рациональных объектов». 
Для этого заметим, что любое рациональное число может быть 
получено из чисел 0 и 1 посредством операций сложения, вы- 
читания и деления. В самом деле, повторяя число 1 слагаемым 
нужное число раз, получим любое положительное целое число 7; 
вычитая из числа 0 число 1 нужное число раз, мы получим любое 
отрицательное целое число; делением двух целых чисел получим 
любое рациональное число. Так как в множестве {5}, согласно 
аксиомам, определены операции сложения, вычитания и деле- 
ния, то с помощью этих операций получим из 0’ и 1' все «рацио- 
нальные объекты». Эти объекты мы будем обозначать теми же 
символами, что и рациональные числа, но снабжать штрихами. 

Докажем, что построенная нами совокупность «рациональ- 
ных объектов» множества {т} изоморфна относительно правил 
сравнения, сложения и умножения совокупности рациональных 
чисел множества, {5}. В самом деле, поставим в соответствие ра- 
циональному числу т/п «рациональный объект» т/п’. Из спо- 
соба построения «рациональных объектов» вытекает, что сумме 
и произведению рациональных чисел т/п и р/4 соответствует 
сумма и произведение «рациональных объектов» т’/ ир’/4.. 
Остается убедиться в том, что я /т и р'/4’ связаны тем же зна- 
ком, что и т/п и р/4. Поскольку при нашем построении «рацио- 
нальных объектов» правило сравнения любых «рациональных 
объектов» посредством умножения на «целые объекты» сводит- 
ся к сравнению «пелых объектов», то нам достаточно убедиться 
в том, что для любых «целых объектов» т и п’ т > п при 
т > п. Для того чтобы убедиться в этом, достаточно в силу 
аксиом доказать, что (яж + 1)’ > я’. Последнее вытекает из того, 
что 1’> 0' и, стало быть, 


(пт = и НО’ =м. 


2°. Пусть теперь а’— любой объект множества {1}. Пока- 
жем, что этому объекту можно поставить в соответствие 
вполне определенную «бесконечную десятичную дробъ» . Ради 
определенности предположим, что а’ > 0'. В силу аксиомы Ар- 
химеда из «целых объектов», строго меныших а’, найдется наи- 
больший объект, который мы обозначим через а; из тех «раци- 
ональных объектов» 


ГО. Г 4. РО! 
а, 0; а0,Т;... ; 90,9, 


1) В самом деле, если бы было верно противоположное неравенство 1'’ < 
< 0’, то из него, в силу аксиом, мы получили бы ГГ... < 0'+0'-+... 
... +0’ =0’ (сколько бы раз число 1' ни было повторено слагаемым), а это 
противоречит аксиоме Архимеда. 


6538 ПРИЛОЖЕНИЕ 


которые строго меньше а’, найдется наибольший объект, кото- 
рый мы обозначим через ав, @1, ит. д. 

Таким путем мы поставим в соответствие любому объекту 
бесконечную совокупность «рациональных объектов» 


1 1 1 1 1 ! 
ад; @0, @1:... ;@0,) @т-- - @:-:. (П.2) 
или, что то же самое, «бесконечную десятичную дробь» 
/ Г! / 
аб, 9142... @р... (П.3) 


Те же рассуждения справедливы и для а’ < 0', но в этом случае 
как все объекты (П.2), так и «бесконечная десятичная дробь» 
(11.3) будут иметь знак минус. 
Из построения совокупности объектов (П.2) очевидно, что 
для любого номера п справедливы неравенства 
7 
а, @1а5...а, <а < а, аа... а + О (П.4) 


т. е. любой объект а заключен между двумя «рациональными 
7 

объектами», разность между которыми сот может быть сде- 
лана меньше любого наперед взятого «положительного» объек- 
та, '). 

3°. Локажем теперь, что если два объекта а и 6’ могут быть 
заключены между двумя «рациональными объектами» о и б' 
(6’> а), разность между которыми В' — и’ может быть сде- 
лана меньше любого наперед взятого «положительного» обб- 
екта, то а’ = 6'. Предположим, что а’ 72 В. Пусть, например, 
а <Ы. Тогла аи За <ЫВ < В. Из этих неравенств, в силу 
аксиом, получим 


{ { { { { 
О<-а<В-а. (П.5) 
7 
Но тогда для объекта БЫ — а найдется обратный =) а для 
—а 
него найдется «целый объект» п’ такой, что 
7 
/ 1 
п > Щи 
так что 
/ / 
— < -а. 
73 
Сопоставляя последнее неравенство с (П.5), получим 
Г ! , 
т’ < р а, 


1) В самом деле, для любого объекта 5’> 0'’в силу аксиом существует 
1’ 
обратный элемент —, а для него найдется «целый объект» п’ такой, что 
7 7 7 
п > Е так что 1 1 ' 
| 5! ? (10”)' п’ у 
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что противоречит тому, что разность 9'’—а/ может быть сделана 
меньше любого наперед взятого «положительного» объекта. 

4°. Убедимся в том, что двум неравным оббектам множе- 
ства {т} ставятся в соответствие различные «бесконечные 
десятичные дроби». В самом деле, предположим, что двум объ- 
ектам из {5} ставится в соответствие одна и та же «бесконечная 


десятичная дробь» (например, (П.3)). Тогда в силу неравенств 
(П.4) оба эти объекта могут быть заключены между «рацио- 
нальными объектами», разность между которыми может быть 
сделана меньше любого наперед взятого «положительного» объ- 
екта. На основании п. 3° рассматриваемые объекты равны. До- 
казанное утверждение оправдывает представление любого объ- 
екта множества {1} «бесконечной десятичной дробью». 

5°. Согласно первым трем аксиомам для объектов множества 
{т} определены правила сравнения сложения и умножения. До- 
кажем, что если все оббекты множества |5} представить 
«бесконечными десятичными дробями», то для этих «дробей 
правила сравнения и определения суммы и произведения форму- 
лируются точно так же, как для обычных бесконечных деся- 
тичных дробей, изученных выше. 

Пусть а’ и’ — любые два объекта, множества, {7}, и пусть 
этим объектам соответствуют «бесконечные десятичные дро- 


би» !) 
и, 61... ... (1.6) 


Прежде всего выясним правило сравнения объектов @' и 6, пред- 
ставленных в виде «бесконечных десятичных дробей» (П.б). Ло- 
статочно доказать следующие два утверждения: 1) если дроби 


(1.6) совпадают, т. е. если 


} } } 
а. а... @... 


/ / / / ГОО 
ад =, @Ч=Ь, ..., @а=Ы, ..., 


то объекты а’ и’ равны; 2) если найдется номер п такой, что 
справедливы соотношения 
/ / / / / / / / 
ад = щ, мч =Ё, ..., а 1=6 а, < 6, (П.Т) 


п, п—1? 
‚ { { { { 
то объекты а и б связаны неравенством а <Ш. 


_ Утверждение 1) уже доказано в п. 4°. Докажем утверждение 
2). Последнее из соотношений (П.Т) можно переписать в виде 


+ <Ы. 


Пользуясь этим соотношением и остальными соотношениями 


(П.7) и записывая для а’правое из неравенств (П.4), а для 6' 


') При установлении правила сравнения можно ограничиться случаем 
«положительных» объектов а’и В, ибо общий случай сводится к этому 
случаю с помощью правила знаков. 


640 ПРИЛОЖЕНИЕ 


левое из неравенств (П.4), будем иметь 


/ / / / / / / / / / 
а Зав, ат... а 1+ = ад, ат... аи 1(а + Е) < 


< ад, ат... аи_16, <В, теа <6. 


Локажем теперь, что для объектов @’ и В справедливы те же 
определения суммы и произведения, что и для обычных веше- 
ственных чисел. Ограничимся случаем суммы. Пусть от, 05, 61 
и 9 — всевозможные «рациональные объекты», удовлетворяю- 
ние неравенствам 


о <<, И<У<В. (1.8) 


Тогда сумма а +5 объектов а’и В представляет собой един- 
ственный объект, удовлетворяющий неравенствам 


о + 81 За +Ё < а + Во. (П.9) 


В самом деле, из аксиом вытекает возможность почленного сло- 
жения неравенств, а отсюда следует, что сумма а'-+6' удовлетво- 
ряет неравенствам (П.9). Кроме того, эта, сумма является един- 
ственным объектом, удловлетворяющим неравенствам (П.9), ибо 


каждая из разностей 


{ } { { 
оо — м и 05-1, 
а стало быть, и разность 


(05 + 85) — (еп + 1) 
может быть сделана меньше любого наперед взятого «положи- 
тельного» объекта (в силу п. 2°). Аналогично рассматривается 
случай произведения. 

6’. Докажем, наконец, что множество {5} изоморфно мно- 
жеству вещественных чисел, представимых бесконечными деся- 
тичными дробями. Предположим, что множество {7} не изо- 
морфно {х}. Объекту а’, представимому «бесконечной десятич- 
ной дробью» (4, а142..., поставим в соответствие вещественное 
число а = а0, а1а2... Пусть двум объектам а’ и В соответствуют 
вещественные числа а и 6. 

Из результатов п. 5 вытекает, что 1} а’ и связаны тем же 
знаком, что и числа а и 6, 2) сумме а’ 6' соответствует сумма 
а 5; 3) произведению а’. 6’ соответствует произведение &.6'). 

Так как по предположению {7} не изоморфно {т}, то при 
указанном соответствии не каждому вешественному числу от- 
вечает некоторый элемент множества {5}. Это означает, что 


1) Ибо сравнение, сложение и умножение объектов а'иб' и вещественных 
чисел а и 6 определяются одними и теми же правилами. 
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множество {7}, будучи не изоморфным всему множеству {7}, 
является изоморфным части множества {т\, что противоречит 
полноте множества {2}. 

Полученное противоречие завершает доказательство утвер- 
ждения. 

3. Заключительные замечания. В заключение заметим, 
что аксиоматический метод и понятие изоморфных (относитель- 
но различных правил) совокупностей объектов широко исполь- 
зуются в разнообразных разделах современной математики и 
физики (при построении геометрии, теории вероятностей, клас- 
сической механики, статистической физики, квантовой механи- 
ки") и других разделов). 

Например, в геометрии множество точек прямой вводится 
как совокупность объектов, удовлетворяющих некоторым ак- 
сиомам, среди которых фундаментальную роль играет аксиома 
о полноте этой совокупности относительно остальных аксиом. 
Упомянутые аксиомы позволяют установить взаимно однознач- 
ное соответствие между множеством всех точек прямой и мно- 


жеством всех вешественных чисел ^). Это соответствие позволя- 
ет изображать вешественные числа точками на прямой (число- 
вой оси), чем широко пользуются в курсе анализа в иллюстра- 
тивных целях. 


') Так, квантовая механика первоначально возникла в виде двух внешне 
различных теорий: «Матричной механики» Гейзенберга и «Волновой меха- 
ники» Шредингера. Позже было доказано, что эти две теории используют 
две изоморфные друг другу конкретные реализации одной общей совокуп- 
ности объектов, вводимой аксиоматически и называемой абстрактным гиль- 
бертовым пространством (см. по этому поводу часть 2 настоящего курса). 

2) См. Приложение к выпуску 3 настоящей серии «Аналитическая гео- 
метрия» и в более подробном изложении книгу Н.В. Ефимова «Высшая 
геометрия», изд. 1961 г., $ 20-23. 
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— — сегмента 56 

Возрастание функции в точке 260 

Выпуклая функция 548 

Выпуклое множество 544 


Гармонический ряд 431 

— — обобщенный 435 

Гармоническое колебание 22 

Гейне 340 

Гейне-Бореля лемма 340 

Геометрическая прогрессия 427 

Гёльдер 361 

Гёльдера неравенство для интегра- 
лов 363 

— — — сумм 361 

Гиперболические функции 125 

Гомеоморфное отображение 587 

Градиент 510 


ПРЕЛМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 643 


Градиентный метод поиска экстре- 
мума 543 

Граничная точка множества 481 

Грань функции (точная верхняя, 
точная нижняя) 257 

— числового множества (верхняя, 
нижняя) 

График функции 28, 478 

— —, направление выпуклости 308, 
548 

— —, точка перегиба 310 

Графический способ задания функ- 
ции 21, 103 


Даламбер 436 

Лаламбера признак 436 

Дарбу 326 

— интегралы 333 

— лемма 334 

— теорема 326 

Лвижения закон 20 

Лиаметр множества, 496 

Лирихле 102 

— функция 102 

ДЛирихле-Абеля признак 457 

Дискриминантная кривая 611 

— поверхность 614 

Лифференциал 164, 505 

— высших порядков 186, 518 

— дуги 381 

Лифференциала, инвариантность 

формы 179, 509 

Лифференцирование 23, 163 

— сложной функции 26, 175, 505 

— суммы, разности, произведения, 
частного 27, 166, 167 

Лифференцируемая функция 162, 
499 

— — п раз 183, 515 

Ллина дуги кривой 374 

— максимального частичного сег- 
мента, 328 


Евклида алгоритм 213 
Евклидова плоскость 476 
Евклидово пространство 476, 478 


2Жордан 383 


Замечательный предел второй 25, 
135 

— — первый 24, 134 

Замкнутое множество 481 

Знакочередующийся ряд 455 


Изоморфные множества 632 


Инвариантность формы дифферен- 
цпиала 179, 509 

Интеграл неопределенный 30, 191 

— определенный 32, 328 

— эллиптический 245 

Интегральная сумма 327 

Интегральный косинус 196 

— логарифм 196 

— синус 196 

Интегрирование биномиальных 
дифференциалов 235 

— дробно-линейных иррационально- 
стей 234 

— по частям 199, 357 

— рапиональной дроби 227 

— с помощью замены переменной 
196, 356 

Интегрируемости условие 335 

Интегрируемость функции 328 

Интервал 57 

Иррациональные числа 43 

Итераций метод 405 

Итерапионная последовательность 
406 

Итерация 97 


Касание кривых 608 

Касательная к графику функции 28 

— плоскость 501 

Касательных метод (метод Ньюто- 
на) 403, 408 

Квадратичная форма 521 

— — знакоопределенная 534 

Квадрируемая плоская фигура 384 

Классификация точек разрыва фун- 
кции 143-145 

Колебание функции 336, 497 

Комбинированный метод отыскания 
корней 414 

Комплексные числа 203 

Координатная плоскость 476 

Координатное пространство 476, 478 

Корень многочлена, 208 

— — кратный, однократный 210 

Коши 88 

— критерий существования предель- 
ного значения функции 250, 488 

— — сходимости последовательности 
89, 485 

— последовательность 484 

— признак сходимости рядов 437 

— условие 250, 251, 488 

— форма остаточного члена 279 

— формула 269 

Коши-Буняковского неравенство 
364 
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Коши-Маклорена признак 439 
Кривая простая 368 

Кривизна кривой 623 
Криволинейная трапеция 33, 386 
Кубируемое тело 390 

Кулона закон 21 

Кусочно непрерывная функция 145 


Лагранж 263 

Лагранжа метод неопределенных 
множителей 597 

— форма остаточного члена 279 

— формула конечных приращений 
263 

— функция 597 

Лаплас 604 

Лапласа оператор 604 

Лебег 340 

Лежандр 240 

Лейбнип 34 

Лейбница признак 455 

— ряд 455 

— формула 185 

Лейбница-Ньютона формула 34, 354 

Лиувилль 246 

Логарифм интегральный 196 

— натуральный 125 

Логарифмическая функция 123 

Локальная ограниченность функции 

252—254 

Локальный максимум функции 261, 
532 

— минимум функции 261, 532 

— экстремум 261, 532 

Лопиталя правило 270, 271 


Маклорен 281 

Маклорена формула 281 

Маклорена-Коши признак 440 

Минковский 362 

Минковского неравенство для инте- 
гралов 365 

— — — сумм 362 

Множества внутренняя точка 481 

— граничная точка 481 

— диаметр 497 

— предельная точка 91 

Множество вещественных чисел 46, 
56 

— всех значений функции 101 

— конечное, бесконечное 91 

— мощности континуума 92 

— ограниченное 91 

— — сверху, снизу 46 

— плотное в себе 57 

— связное 481, 482 


— счетное 92 

Модуль вещественного числа 44 
Монотонная последовательность 73 
— функция 113 

Муавр 207 

Муавра формула 207 


Наклонная асимптота 318 

Натуральный логарифм 125 

— параметр на кривой 374 

Начальное понятие 20 

Неопределенный интеграл 30, 191 

Неопределенных коэффициентов 
метод 223 

— множителей метод (метод Лагран- 
жа) 597 

Неправильная рациональная дробь 
215 

Непрерывность функции 24, 110, 490 

— — в точке 110, 249, 490 

— — на множестве 112, 491 

— — — прямой 492 

— — односторонняя 11] 

— — равномерная 337, 497 

— —, разностная форма 157, 491 

Неявная функпия 568 

Нижняя сумма 330 

Нормаль к поверхности 503 

Ньютон 20 

Ньютона бином 23 

— метод касательных 403, 408 

Ньютона-Лейбница формула 34, 354 


Область 481 

— задания функции 101, 482 

— замкнутая 481 

— ограниченная 481 

Обобщенный гармонический ряд 435 

Обратная тригонометрическая 
функция 132 

— функция 114, 579 

Объем тела (верхний, нижний) 390 

Обыкновенная точка кривой 578, 607 

— — поверхности 578 

Огибающая семейства кривых 611 

— — поверхностей 614 

Ограниченная область 481 

— последовательность 62, 485 

— функция 252, 253 

— — сверху, снизу 252 

Ограниченное множество 91 

— — сверху, снизу 46 

Ограниченность локальная функции 
254 

Однопараметрическое 
кривых 609 


семейство 
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Однородная функция 508 

Односторонний предел 104 

Односторонняя непрерывность 111 

— производная 160 

Окрестность точки 57, 480—482 

Определенный интеграл 32, 328 

Особая точка кривой 578, 607 

— — поверхности 578 

Остаток ряда 430 

Остаточный член формулы Тейлора 
276 

— — — — в интегральной форме 358 

форме Коши 279 

Лагранжа, 279 

Пеано 279 

ПШлемильха—Роша, 276 

Остроградский 228 

Остроградского метод 228 

Открытая полупрямая 57 

Отображение взаимно однозначное 
587 

— гомеоморфное 587 


Отрезок в евклидовом пространстве 
| 
544 


Парабол метод (формула Симпсона) 
422 

Пеано 279 

— форма остаточного члена 279 

Первообразная 190 

Переменная величина 19, 100 

Площадь верхняя 384 

— криволинейного сектора 387 

— криволинейной трапеции 386 

— нижняя 384 

— поверхности вращения 393 

Поверхность уровня 512 

Повторное предельное значение 489 

Повторный предел 490 

Подпоследовательность 79 

Показательная функция 120 

Полнота множества вещественных 
чисел 632 

Полупрямая 57 

Полусегмент 57 

Порядок соприкосновения кривых 
595 

Последовательность 
больитая 63 

— — малая 64 

— итерационная 406 

— неограниченная 63 

— ограниченная 62, 485 

— сходящаяся 67, 483 

— фундаментальная 88, 484 

— числовая 61 


бесконечно 


Правило сравнения вещественных 
чисел 41 

Правильная рациональная дробь 
207 

Предел верхний 83 

— нижний 84 

— повторный 490 

— последовательности 67, 483 

Предельная точка 81 

Предельное значение функции 103, 
247, 487 

Приведенный многочлен 209, 210 

Признаки сравнения для рядов 432, 
433 

Приращение функции 156 

— — полное 491 

— — частное 491, 492 

Проекция точки на множество 545 

Произведение бесконечное 460 

— — абсолютно сходящееся 464,465 

— — сходящееся 460 

— — условно сходящееся 464 

— вещественных чисел 53 

Производная 22, 157, 158 

— высшего порядка 183 

— по направлению 510 

— правая, левая 160 

— частная 497, 498 

— — высшего порядка 513 

Промежуточный аргумент 21 

Пространство евклидово 476, 479 

— координатное 476, 478 

— метрическое 479 

Прямоугольная окрестность точки 
480 

Прямоугольников метод 416 

Пуассон 472 

Пуассона интеграл 195 


Раабе 443 

— признак 443 

Радиус кривизны 631 

Разность вещественных чисел 54 

Разрыв 1-го рода 144 

— 2-го рода 144 

— устранимый 143 

Расстояние точки до множества 544 

Рациональная дробь 215 

— — неправильная 215 

— — правильная 215 

Рациональное число 37 

Риман 328 

Римана теорема о перестановках ря- 
дов 449 

Ролль 262 

Ролля теорема 262 
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Роша-—Шлемильха форма остаточно- 
го члена 276 

Ряд абсолютно сходящийся 445 

— гармонический 431 

— знакочередующийся 455 

— Лейбница 455 

— расходящийся 427 

— сходящийся 426 

— условно сходящийся 446 

— числовой 426 

Ряда сумма 426 

— частичная сумма 426 


Сегмент 56 

Секущая 28 

Сильвестр 534 

Сильно выпуклая функция 551 

Симпсон 422 

Симпсона формула (метод парабол) 
422 

Скорость мгновенная 22 

— средняя 22 

Сложная функция 26, 141, 494 

Соприкасающаяся окружность 621 

Способ задания функции 102 

— — — аналитический 21, 102 

— — — графический 21, 103 

— — — табличный 21, 103 

Спрямляемая кривая 373 

Среднего значения формула вторая 
351,352 

— — — первая 350, 351 

Степенная функция 126 

Строфоида 370 

Сумма верхняя 330 

— вещественных чисел 51 

— нижняя 330 

— ряда 426 

Суммирования методы 470 

Сходящаяся последовательность 67, 
483 

Сходящееся произведение 460 

Сходящийся ряд 426 


Табличный способ задания функции 
21, 103 

Тейлор 275 

Тейлора формула 275, 527 

Точка разрыва функции 111 

— — — классификация 143, 144 

'ТГрапений формула 420 

Тригонометрические функции 128 

— — обратные 132 


Убывание функпии в точке 260 
Угловой коэффициент прямой 29 


Условно сходящееся произведение 
464 
— схолящийся ряд 446 


Френеля интегралы 195, 196 

Фундаментальная 
последовательность 88, 484 

Функция 20, 101, 482 


Характеристика 615 
Характеристическая точка, 610 
Хорд метод 404, 412 


Центр кривизны 631 
Цепная линия 382 
Циклоида 189, 382 


Частичная сумма ряда 426 
Частная производная 497, 498 
Частное вещественных чисел 55 
— значение функции 101, 482 
Чебышев 236 

Чезаро 471 

— метод суммирования 471 
Число е 25, 78, 285 

Числовая прямая 57 

Числовой ряд 426 


ТПлемильха Роша форма остаточ- 
ного члена 276 
Штольца теорема 93 


Эвольвента 628 

Эволюта 628 

Эйлер 25 

Эйлера подстановка 236, 237 

— теорема, 508 

Эквивалентные бесконечно малые 
функции 108, 109 

— множества 91 

Экстремум краевой 325 

— локальный 261 

—, достаточное условие ЗО0Т1, 303, 306, 
315 

— —, необходимое условие 261 

— — функций нескольких перемен- 
ных 531, 532 

‚ достаточное условие 533 

‚ необходимое условие 


5ЗТ, 
Элементарная функция 143 
Эллипс 383 


Якоби 581 
Якобиан 581 
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